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I.  SITZUNG  VOM  4.  JANNER  1872. 


In  Verhinderung  des  Präsidenten  führt  Herr  Hofrath  Freih. 
V.  Burg  den  Vorsitz. 

Der  Secretär  legt  eine  rechtzeitig  eingelangte  Coneurrenz- 
schrift  ftlr  den  Freiherr  A.  v.  Baumgartner'schen  Preis  vor. 
Dieselbe  führt  den  Titel:  „Über  Härtecur\en  an  Kry stallflächen'* 

und  trägt  das  Motto :  » •  •  •  ThetUque  novos  detcgat  orbes 

Nee  9it  (erris  ultima  Thule, 

Seneca,  Medea" 

Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Krems  übersendet  eine 
zweite  Abhandlung  über  die  „Auswerthnng  bestimmter  integrale". 

Herr  Prof.  Dr.  F.  C.  Schneider  übersendet  eine  für  den 
„Anzeiger'*  bestimmte  Mittheilung:  „Über  die  Entstehung  einer 
detonirenden  Jodverbindung**. 

Herr  SchiflFslieutenant  K.  Weyprecht  übermittelt  mit 
Schreiben  ddto  Triest,  28.  December  1871,  Proben  von  Treibholz 
und  Grundproben,  welche  auf  seiner  letzten,  gemeinschaftlich  mit 
Herrn  Qberlieutenant  Julius  Payer  unternommenen  Nordpolar- 
fahrt im  nördlichen  Eismeere  gesammelt  worden  sind. 

Herr  Jos.  Schlesinger,  Professor  an  der  Forst- Hochschule 
zu  Mariabrunn,  hinterlegt  ein  versiegeltes  Schreiben  zur  Wahrung 
seiner  Priorität.  Dasselbe  führt  die  Aufschrift :  „Nachweis,  dass 
die  bisher  von  der  Wissenschaft  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit des  Wassers  aus  Röhrenleitungen  abgeleitete  Grundformel 
v  =  ^2gh  unrichtig  ist,  und  durch  die  Formel  v  =  ^g{h-^h') 
ersetzt  werdfen  muss,  wobei  A  die 'totale  Druckhöhe,  und  A'  die 
Dmekhöhe  im  Reservoir  ist". 

Herr  Director  Dr.  K.  v.  Littrow  zeigt  die  durch  Herrn 
Tempel  in  Mailand  am  29.  December  1871  gemachte  Ent- 
deckung eines  neuen  teleskopischen  Kometen  an. 

1* 
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HelT  Prof.  Dr.  Th.  Ritter  v.  Oppolzer  übergibt  eine  für 
den  „Anzeiger^  bestimmte  ^Mittheilung  über  die  ihm,  am  20.  De- 
cemberl871  gelungene  Wiederauffindung  des  verlorenen  Planeten 
(91)  Ägina". 

Herr  Dr.  Sigm.  Exner,  Privatdocent  und  Assistent  an  der 
physiologischen  Lehrkanzel  der  Wiener  Universität,  überreicht 
eine  Abhandlung,  betitelt:  „Weitere  Studien  über  die  Structur 
der  Riechschleimhaut  bei  Wirbelthieren". 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 
Alpen -Verein,  österr.:  Jahrbuch.  "7.  Band  (IX.  Jahrgang). 

Wien,  1871;  8«. 
Annalen  der  Sternwarte  in  Leiden.  IL  Band.  Haag,  1870;  4«. 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1871.  (Bd.  78.  23.)  Altena, 

1871;  4«. 
Apotheker-Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  9.  Jahrgang 

(1871),  Nr.  36;  10.  Jahrgang  (1872),  Nr.  1.  Wien;  8«. 
Biblioth^que  Universelle  et  Revue  Suisse :  Archives  des  Scien- 
ces physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLH,   Nr.   167. 

Genfeve,  Lausanne  &  Paris,  1871 ;  8®. 
Comptes  rendus  des  s^ances  deFAcad^mie  des  Sciences.  Tome 

LXXm,  Nrs.  22—24.  Paris,  1871 ;  4o. 
Gesellschaft,    k.   physikal.  -  ökonomische ,   zu  Königsberg : 

Schriften.  XI.  Jahrgang,  1870.  1.  &2.  Abthlg.  Königsberg, 

1870  &  1871;  40. 

—  Schlesische,   fllr  vaterländische  Cultur.  48.  Jahresbericht. 
Breslau,  1871;  8». 

—  naturforschende,   zu   Bamberg:   9.   Bericht.    1869 — 1870. 
Bamberg,  1870;  8». 

Gewerbe- Verein,   n.-ö. :   Wochenschrift.   XXXII.  Jahrgang 

(1871),   Nr.   51—53;    XXXIIL  Jahrgang  (1872),  Nr.   1. 

Wien ;  4«. 
Helsingfors,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften 

ftlr  d.  J.  1870—1871.  4»  &  8^ 
I  ns tituut,  K.,  voor  de  taal-,  land-  en  volkenkunde  van  Neder- 

landsch  Indiß:  Bijdragen.  III.  Volgreeks.  V.  Deel,  3.  Stuk; 
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VI.  Deel,  1.  Stuk.  'S  Gravenhage,  1871 ;  8^  —  Bloemlezing 

ait  maleische  Oeschriften.  II.  Stuk.  Door  G.  K.  Niemaun. 

'S  Gravenhage,  1871 ;  8».  —  Eecherches  sur  les  monnaies 

des  indigönes  de  l'archipel  Indien  et  de  la  p6ninsule  Malaie. 

Par  H.  C.  Millies.  La  Haye,  1871;  4«. 
Jahresbericht  über  die  Fortschritte  der  Chemie  etc.    Von 

Adolph  Strecker.  Fttr  1869.  IL  Heft.  Giessen,  1871;  8^. 
Landbote,  Der  steirische.  4.  Jahrgang,  Nr.  26.  Graz,  1871;  4^ 
Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,   in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.   Jahrgang   1871,   Nr.   24. 

Wien;  8«. 
Lese-Verein,  akadem.,  an  der  k.  k.  Universität  und  st.  L 

technischen  Hochschule  in  Graz:  IV.  Jahresbericht  (1871). 

Graz;  8^ 
der  böhmischen  Studenten,  zu  Prag:  Jahresbericht  1870 

—71.  Prag,  1871 ;  8».  (Böhmisch.) 
Leyden,    Universität:    Annalea    academici,      MDCCCLXV— 

MDCCCLXVL  Lugduni'Batavorum,  1870;  4«. 
Mittheilungen   aus    J.    Perthes'    geographischer  Anstalt 

17.  Band,  1871.  Heft  XIL  Gotha;  4^ 
Nature.  Nrs.  112—113,  Vol.  V.  London,  1871;  4». 
„Revue  politique  et  litt6raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger.  P*  Ann6e  (2*  S6rie),  Nrs.  25—27. 

Paris  &  Bruxelles,  1871 ;  4». 
Rostock,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus 

d.  J.  1870/71.  40  &  8«. 
Schau  fn  SS,  L.  W.,  Zoologische  Mittheilungen.  Dresden,  1 8^rO ;  8®. 
Senarmont,  Henri  de,  Emile  Verdet  et  L^onor  Fresnel, 

Oeuvres  complfetes  d' Augustin  Fresnel.  Tomes  H  &  IE. 

Paris,  1868  &  1870;  4». 
Society  de  physique  et  d'hlstoire  naturelles  de  Ginive:  M^- 

moires.  Tome  XX,  2**  Partie  (1870);  Tome  XXI,  1"  Partie 

(1871),  et  tables  des  M^moires  contenus  dans  les  tomes  I 

äXX.  G6n6ve;4«. 
Society,  The  Royal  Geographical,   of  London:  Journal.  XL. 

Volume.  1870.  London;  8^.  —  Proceedings.  Vol.  XV,  Nrs.  1 
London,  1871;  8^ 
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Stur,  Dionys,  Geologie  der  Steiermark.  (Herausgegeben  von  der 

Direction  des  geog.-mont.  Vereins  flir  Steiermark.)   Graz, 

1871  ;4^ 
Upsala,   Universität:   Akademische  Gelegenheitsschriften  für 

d.  J.  1869/70;  4«  &  8«. 
Verein,  Naturwissenschaftlicher,  fllr  Sachsen  und  Thüringen  in 

Halle:  Zeitschrift  ftir  die  gesammten  Naturwissenschaft;en. 

N.  F.  1870,  Band  H;  1871,  Band  HI.  BerUn;  8». 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXI.  Jahrgang,  Nr.  51 — 52. 

Wien,  1871  ;4^ 
Zeitschrift  des   österr.    Ingenieur-    &  Architekten  -  Vereins. 

XXni.  Jahrgang,  16.  Heft.  Wien,  1871 ;  4^ 
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n.  SITZUNG  VOM  11.  JÄNNER  1872. 


Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlangen  vor: 

„Die  nattlrliche  Familie  der  Schuppenthiere  (Manes)'*^  vom 
Herrn  Dr.  L.  J.  Fitzinger  in  Pest. 

„Mathematische  Demonstrationen  am  Domino-Spiel^,  vom 
Herrn  S.  Adler  in  Wien. 

Die  Lese-  and  Redehalle  der  deatsohen  Stadenten  in  Prag, 
sowie  der  dortige  akademische  Leseverein  der  böhmischen  Sta- 
denten danken  ftlr  die  ihnen  im  abgelaafenen  Jahre  übersendeten 
akademischen  Pablicationen. 

An  Drackschriften  wurden  vorgelegt: 
Academy,  The  Royal  Irish:  Proceedings.  Vol.  X,  Parts  I — lU. 

Dublin,  1867,  1868  &  1869;  8o. 
Akademie  der  Wissenschaften,  Königl.  Bayer.,  zu  München: 

Sitzungsberichte  der  philos.-philologischen  und  histor.  Classe, 

1871,  HeftlV;  Sitzungsberichte  der  mathem.-physik.  Classe, 

1871,  Heft  n.  München,  8^ 
Annalen  der  Chemie  &  Pharmacie  von  Wöbler,  Liebig  & 

Kopp.  N.  R.  Band  LXXXIV,  Heft  2,  und  Vm.  Supplement- 
band, 2.  Heft.  Leipzig,  1871;  8^ 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1872  (Bd.  78.  24.).  Altena, 

1872;  4«. 
Bern,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  dem 

Jahre  1869/70.  4P  &  %\ 
Comptes  rendus  des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 

LXXm,  Nrs.  25—26.  Paris,  1871;  4^ 
Gesellschaft,  geographische,  in  Wien:  Mittheilungen.  N.  F. 

4.  1871,  Nr.  12.  Wien;  8«. 
—  österr.,   flir  Meteorologie:  Zeitschrift.   VI.  Band,  Nr.  24. 

Wien,  1871;  4o. 
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Istituto,  R.,  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti:  Atti.  Tomo 

XVI%  Serie  m%  Disp.  lO*.  Venezia,  1870—71;  8^ 
Landbote;  Der  steirische.  5.  Jahrgangs  Nr.  1.  Graz,  1872;  4». 
Lund,  Universität:  Acta.  1868.  Lund,  1868—69;  4^ 
Nature.  Nr.  114,  Vol.  V.  London,  1872;  4^ 
Osservatorio  del  R.  CoUegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri: 

BuUettino  Meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  1.  Torino,  1871;  4«. 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische :  Verhandlangen.  Jahrgang 

1871,  Nr.  16.  Wien;  4^ 
S  0  c  i  6 1 6  Linn^enne  de  Bordeaux :  Actes.  Tome  XXVn.  (3'  Sörie, 

Tome  Vn)  1"  Partie.  Paris  &  Bordeaux,  1870;  8». 
Society,  The  Royal  bubiin:  Journal.  Nr.   XXXTX.  Dublin, 

1870;  8^ 
Tübingen,  Uniyersit|lt:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus 

d.  J.  1870.  4«  &  8^ 
Wiener  Mediz.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  1.  Wien, 

1872;  4«. 
Zeitschrift  fllr  Chemie,  vonBeilstein,  Fittig  &Httbner. 

XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VII.  Band,  13.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8o. 
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HeirDirector  Dr.  K.  Hörn  stein  in  Prag  ttbersendet  eine 
Abhandlung:  „Über  die  Bahn  der  Dione  (im)"  vom  Herrn  Aug. 
Seydler,  Assistenten  an  der  k.  k.  Prager  Sternwarte. 

Herr  Dr.  F.  Sofka  zu  Leipnik  in  Mähren  übermittelt  folgende 
kleinere  Abhandlungen : 

1.  „Mathematische  Begründung  des   Faucault 'sehen  Ver- 
suches". 

2.  „Über  Luftelektricität^  besonders  bei  Gewittern". 

3.  „Einfluss  der  Sternschnuppen  auf  das  Wetter". 

4.  „Meteorologisches  über  die  UnStatthaftigkeit  des  Dal  toni- 
schen Gesetzes  der  Diffusion  der  Gase". 

5.  „Experimentelle  Rechtfertigung  des  Princips  der  kosmischen 
Abkühlungen". 

6.  „Über  einige  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  jeder  Zahl  durch 
jede  beliebige  andere". 

Herr  Roblin  zu  Courseulles-sur-Mer  (Calvados),  übermittelt 
die  Abschrift  eines  an  das  Institut  de  France  (Section  des 
Sciences)  gerichteten  Schreibens,  betreffend  ein  von  ihm  ent- 
decktes, angeblich  neues  astronpmisches  System. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 
AeadSmie  Royale  des  Sciences  ä  Amsterdam:  Verhandelingen. 
Afdeel.  Natuurkunde,  Xu.  deel.  1871 ;  Afdeel.  Letterkunde, 
V.  &  VI.  deel.  Amsterdam,  1870  &  1871;  4^  —  Verslagen 
en  Mededeelingen.  Afdeel.  Natuurkunde,  H.  Reeks,  IV.  &  V. 
deel.  1870  &  1871 ;  Afdeel.  Letterkunde,  XH.  deel,  1869  & 
n.  Reeks,  I.  deel,  1871.  Amsterdam;  8^  —  Jaarboek  voor 
1869  &  1870.  Amsterdam;  8«.  —  Processen Verbaal.  1869/70 
&  1870/71.  8«.  —  Esseiva,  Petrus,  Urania.  Carmen 
didasca{ium.  Amstelodamij  1870;  8«. 
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Accademia,  E.,  delle  Scienze  di  Toriiio:  Atti.  Vol.  V,  Disp. 

1'—  7'  (Nov.  1869  —  Giugnio  1870);  Appendice  al  Volume 

rV  degli  „Atti".  Torino;   8^  —  Notizia  storica  dei  lavori 

fatti  dalla  classe  di  scienze  fisiche  e  matematiche  negli  anni 

1864  e  1865.  Dal  prof.  Ascanio  Sobrero.  Torino,  1869;  8<>. 

—  Bollettino  meteorologico  ed  astronomicodelR.  Osservatorio 

deir  Universitä  di  Torino.  Anno  IV.  1869.  4^. 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1873.  (Bd.  79.  1.)  Altona,, 

1872;  4». 
Bonn,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  d.  J. 

1869.  4»  &  8«. 
Freiburg  i.  Br.,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften 

aus  d.  J.  1870/71.  4«  &  8«. 
Gesellschaft,  Naturforschende,  in  Zürich :  Vierteljahrsschrift. 

XV.  Jahrgang,  4.  Heft;  XVI.  Jahrgang,  1.  &  2.  Heft.  Zttrich^ 

1870  &  1871;  8». 
Gewerbe-Verein,  n.-ö.:   Wochenschrift.  XXXHL  Jahrgangs 

Nr.  2— 3.  Wien,  1872;  4«. 
Gie SS en,^ Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  au& 

d.  J.  1869—1871.  4«  &  8». 
Grunert,  Joh.  Aug.,  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  LIIL 

TheU,  4.  Heft.  Greifswald,  1871;  8». 
Journal  ftlr  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  IV^ 

9.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8^ 
Lotos.  XXI.  Jahrg.  November  &  December  1871.  Prag;  8^ 
Nature.  Nr.  115,  Vol.  V.  London,  1872;  4«. 
Soci^t^  Hollandaise  des  Sciences  k  Harlem:  Natuurkundige 

Verhandelingen.  3.  Serie.  Band  L  (3  Hefte.)  Harlem,  1870; 

4^   —  Archives   N^erlandaises '  des   Sciences   exactes   et 

naturelles.  Tome  V,  V*  —  5*  livraisons.  (1870);  Tome  VI^ 

1'*  —  3*  livraisons    (1871).    La  Haye,    Bruxelles,   Paris, 

Leipzig,  Londres  &  New- York ;  8^. 

—  des  Sciences  naturelles  de  Neuchatel:  Bulletin.  Tome  IX, 
P^Cahier.  Neuchatel,  1871;  8*». 

—  Botanique  de  France :  Bulletin.  Tome  XVHI.  (1871).  Compte» 
rendus  1.  Paris;  8^ 

Society,   The  Royal,  of  London:  Philosophical  Transactions 
for  the  Year  1870.  Vol.  160.  Part  I.  London,  1870;  4^  — 
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Proceedinge.  Vol.  XVUL  Nr.  119-122;  Vol.  XIX,  Nr.  123. 
London,  1870;  8«.  —  Catalogue  of  Scientific  Papers  (1800 
to  1863).  Vol.  IV.  London,  1870;  4^ 
Society,  The  Royal,  of  Victoria:  Transactions.  Part  ü.  Vol.  IX. 
Melbourne,  1869;  8«. 

—  TheAstronomical,  of  London:  Transactions.  Volß.  XXXVII  & 
XXX\T[U  (1869—1871).  London;  4^  —  Monthly  Notices. 
Vols.  XXVIU— XXX.  (1867—1870).  —  A  General  Index  to 
the  first  XXrX  Volnmes  of  the  Monthly  Notices.  London, 
1870;  8«. 

—  The  Anthropological,  of  Ix)ndon :  Journal  of  Anthropology. 
1870,  Nr.  I— m.  8^  —  Journal  of  the  Anthropological 
Institute  of  Great  Britain  and  Ireland.  Vol.  I,  Nr.  1  (January 
to  July  1871).  London;  8«. 

—  The  Royal  Edinburgh:  Transactions.  Vol.  XXVI,  Part  I.  for 
the  Session  1869—70.  4^  —  Proceedings.  Session  1869— 
1870.  Vol.  VU,  Nrs.  80-81.  8^ 

—  The  Edinburgh  Geological:  Transactions.  Vol.  I,  Part  3. 
Edinburgh,  1870;  8^ 

Upsala,  Universität:   Akademische  Gelegenheitsschriften  aus 

d.  J.  1871.  40  &  S9. 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  2.  Wien, 

1872;  4«. 
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Über  die  Bahn  der  Dione  (106). 

Von  Dr.  Aogust  Sejdler^ 

A$$i$tent  der  k,  k.  Sternwarte  zu  Prag. 

Der  Planet  Dione  wurde  am  10.  Oetober  1868  vom  Herrn 
Prof.  Watson  zu  Ann  Arbor  entdeckt,  und  von  ihm  auch  die 
ersten  Elemente  desselben  veröffentlicht  (Berl.  Jahrb.  1872).  Als 
ich  im  vorigen  Jahre  an  eine  genauere  Berechnung  dieses  Plane- 
ten ging,  lagen .  nur  Beobachtungen  aus  der  ersten  Opposition 
1868 — 1869  vor,  23  im  Ganzen,  woraus  zunächst  die  in  den 
Astr.  Nachr.  Nr.  1808  mitgetheilten  Elemente  nebst  einer  Jahres- 
ephemeride,  dann  aber  folgende  genauere  Elemente  mit  Berück- 
sichtigung der  Jupiter-Störungen  abgeleitet  wurden : 

Berührende  Ellipse  für  1869,  Jan.  00 

1868,  Oct.  11  0"  mittl.  Berl.  Zeit. 
itf    .    .    .    . 


TT 

A 
t 

? 
lg« 


(52°  13' 

44'84 

27  13 

24-06 

63  15 

21  12 

4  38 

30-94 

10  33 

19-67 

0-5000037. 

Mittl.  Aq. 
1870-0 


Bei  der  Berechnung  wurden  aus  den  vorhandenen  Beobach- 
tungen sechs  Normalorte  gebildet,  von  den  Störungen  befreit,  und 
durch  den  ersten  und  letzten  Ort  (1868  Oetober  11-0  und  1869 
Februar  8*0)  die  wahrscheinlichste  Ellipse  nach  der  Gauss'- 
schen  Methode  gelegt.  Die  übrigbleibenden  Fehler  der  vier  übri- 
gen Normalorte  in  Länge  und  Breite  waren : 

(B-R) 

dX^        dß 

Nr.    II.  1868,  Oct.  21  0 -^8^3  —2^5 

„     III.  1868,  Nov.  3-0 -4-1  -0-6 

„     IV.  1869,  Jan.  130 —0-8  -20 

„      V.  1869,  Jan,  17-0 -t-2'5  -4-6.  . 
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Ans  dem  Jahre  1870  (Opposition  im  Jänuer)  ist  keine  Beob- 
achtung veröffentlicht  worden,  erst  im  Jahre  1871  (Opposition  im 
März)  wurde  Dione  am  15.  März  vom  Herrn  Stud.  Wijkander  zu 
Lund  wieder  aufgefunden,  und  von  ihm  sowie  vom  Herrn  Prof. 
Axel  Möller  sieben  Beobachtungen  angestellt.  (Astr.  Nachr.  1847.) 
Es  zeigten  sich  folgende  Unterschiede  zwischen  Beobachtung  und 
Rechnung  in  Rectascension  und  Declination. 

(B-R) 


da 

d$ 

1. 

Mär«  15-54931,  m. 

Berl.  Zt. 

H-6' 15'68 

-2' 58 -73 

2. 

„      16-45810 

T» 

6  14-72 

-3     1-92 

3. 

„      20-42202 

n 

6  16-75 

-3    2-32 

4. 

„       22-55235 

n 

6  14-60 

-2  59-89 

5. 

„       23-45263 

n 

6  17-31 

-3     1-27 

6. 

„      24-49454 

n 

6  12-54 

—2  59-75 

7. 

April    6-48468 

n 

6  15-08 

—3    3-18. 

Es  wurden  nun  sechs  Normalorte  in  der  Weise  gebildet, 
dass  von  den  früheren  der  zweite  und  dritte  in  einen  zusammen- 
zogen, die  übrigen  beibehalten  wurden;  der  sechste  Ort  wurde 
aus  den  Beobachtungen  von  1871  gebildet.  Ihre  Werthe  sind  in 
Rectascension  und  Declination : 


Nr.     I.     1868,  Oct.    11-0  . 
„     II.     1868,  Oct.    25-0 . 
„    m.     1869,  Jan.    13-0  . 
„    IV.     1869,  Jan.    17-0  . 
„      V.     1869,  Febr.   8-0 . 
„    VI.     1871,  März  23-0  . 

...   15«18*  5^76 
. ..   12  43  39-71 
. ..   17  13  15-35 
...   18  16  10-54 
...  24  53  42-44 
...187  57  5413 

H-0''31'20^73 
-0    3  43-05 
-4-5  15  48-57 
-h5  48  59-72 
H-9    2  4277 
-4-2  26  13  12. 

Als  Unterschiede  zwischen  Beobachtung 
halten  wir: 

und  Rechnun 

(B-R) 

1^^ 

Xr.     I.   . 

.   -h     0^10         -h 
.   -h    3-47         - 
.   -4-    0-20        - 
.  H-    4-16        — 
.  H-    0-14        - 
.  H-375-24        — 1 

0'41 

r,        II. 
.      III. 
n       IV      . 

0-36 
2-49 
3-64 

n         V.     . 

0-31 

n          ... 

.     VI.    . 

81-02 
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Zar  Verbesserung  der  Elemente  wurden  die  Differential- 
formeln  fttr  da.  und  d$  benutzt;  es  ergaben  sich  dabei  die  fol- 
genden zwOlf  Gleichungen ' : 


-»-2-1382rfif 
-1-2  •  0699  rf^ 
H-l-2865rfi»f 
-4-l-2632rfJf 
-+-11635//^ 
-+-0-8942rfi»f 
H-l-0250rfi»f 
-H0-99]4</iPf 
-1-0  •  6286  rfJf 
-t-0-6149rfif 
H-0-5446</^ 
— 0-4359  rfi»f 


H-1 

— 0 

-f-1 
— 0 
+0 
— 0 
-1-0 
+0 
-^0 
-(-0 

-1-1 

H-0 

-hO 
— 0 
-t-0 
— 0 
-1-0 
-1-0 

-1-0 

H-0 

-hO 
-1-0 
— 0 
— 0 


•4606rfw 
•6632rfy 

•4126  rf« 
•6387//y 

•  8673  ddi 
•OOlOrfy 
•8518rfw 
•0365rfy 
•7880</w 
•2389  rfy 
•2352rfw 
•8387rf» 

1022  dm 
•3942rfy 

•6775^0» 
•3599rfy 
•4248  rfw 
•0353  rfy 

•4158  rfw 
•0539  rfy 
•3704«/w 

•  1456  rfy 
•5989  rfw 
•4380//^ 


-t-1 

-1-0 

w-1 
-hO 
-1-0 
— 0 
^-0 
— 0 

-1-0 
-0 

-t-1 
— 1 

-(-0 
-1-0 

-1-0 
-f-0 
-1-0 
— 0 
-1-0 
— 0 
-hO 
— 0 
— 0 
+0 


•4944rfÄ 
•0058  rfö 
•4480rfA 
•0142  rf« 
•8980rfA 
•0601  rfa 
•8820rfÄ 
•0671  da 
•8158r/ft 
•1069  rfa 
•2567rfA 
•1708  rfa 
•6200rfÄ 
•0231  rfa 
•5922  rfß 
•0210rf« 
•3537  rfft 
•0389  rfa 
•3456rfft 
•0423  rfa 

•3047rfA 
•0592rfrt 
•5443rfft 
•5581  rfa 


-+-0-5185rft 

=    H-OlO 

-f-0  4772rfi 
=  -4-3^47 

^0-1780rf.- 
=  -i-0^20 

H-0^1668rfi 
=  -I-4-16 

-i-0^1118rfi 
=  -+-0^14 

-1-0 -5090  rf.- 
=  -1-375 -24 

— 10754rfi 
=  -i-0^41 

— 0-9860  rfi 
=  —0-36 

— 0-3696  rft 
=  —2  49 

—0-3471  di 
=  —3-64 

— 0-2382  rf» 
=  — 0^31 

H- 1-0492  rf.- 
=  —181-02. 


Aus   diesen  Gleichungen  wurden   nach  der  Methode   der 
kleinsten  Quadrate  die  folgenden  sechs  Gleichungen  abgeleitet : 


■  Statt  der  Correction  da  der  Länge  des  Perihela  wurde  dm,  die 
Verbessening  der  Periheldistanz  (vom  Knoten)  berechnet,  weil  dadnrcli  die 
Ausdrucke  für  du  etwas  einfacher  werden. 
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H-17-5540rf^ 

-1-12  •  6371  rfw 

-f-12-5956rfft    -H0  0086rfi 

—  2-1030rfy 

—  l-5730rfa  =  +423-616 

-Hl2-6371rfif 

H-  9-5547 «fa. 

H-  9-5229rfÄ    -H0  0037rf.- 

—  0-7826rfy 

—  l-9709rfa  =  -H578-148 

-1- 12- 5956  rfif 

-1-  9-5229rfw 

H-  9-5278rfji    -(- 0-3586  rfj 

—  0-7795rfy 

—  l-9658rfa  =  -1-577 -050 

-+-  0-0086 rfjf 

■+-  0-0037  rfw 

-1-  0-3586rfÄ    -1-4-3708  </t 

-+-  0-0637  rfy 

—  0-0368  rfrt  =  -H5-699 

-  2  1030rf# 

—  0-7826rfo.) 

—  0-7795rfft    -(-0  0637rfi 

-+-  21119rfy 

—  1-2962//«  =  -+-391-180 

—  l-5730rfif 

—  ]-9709rfw 

—  l-9658rfß    — 0-0368  «/t 

—  l-2962rfy 

-h  l-7096rf«  =  —540-324 

Die  Anflösung  dieser  Gleichungen  ft)hrt  zu  folgenden  an  die 

Elemente  anzubringenden  Correctionen: 

dM 

—  7.6'92 

rfw 

-+-  12-73 

rfß 

-t-  76-66 

rfl 

—     6-74 

df 

—  60-89 

da 

—330-32. 

Die  verbesserten  Elemente  sind  also : 

Berührende  Ellipse  für  1869.  Jan.  00. 

1868,  Oct.  11.  0'  mittl.  Berl.  Zeit. 

M. 

.    .    .    352°  12 

'27'92 

K   . 

.    .    .      27    14 
.    .    .      63    16 
.    .    .        4    38 

mittl.  Aq.      , 

?  • 

.    .    ,      10   32 

18-78 

lg« . 

.    .    .      0-4997838. 

In  den  Normalorten  bleiben  folgende  Fehler  (in  Rectaseen- 

sion  und  Declination)  zurück: 

(B-R) 

Nr.       I -3'64  —0-90 

„       U -+-2-66  H-0-23 

„     III +0-54  H-0-15 

^     IV +401  -117 

„       V ~.2-99  ~hl-19 

„      VI -0-50  -0-32. 
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Mittelst  der  so  gewonnenen  Elemente  wurden  die  Störungen 
in  Äquatorialcoordinaten  und  zwar  mit  Rücksicht  auf  Jupiter, 
Satumus  und  Mars  berechnet.  Die  Rechnung  wurde  nach  der  von 
Enke  (Berl.  Jahrb.  1858)  entwickelten  Methode,  und  zwar  von 
30  zu  30  Tagen  vom  Jahre  1868—1872  durchgeführt.  Die  Re- 
sultate der  Rechnung  enthält  die  folgende  Tabelle,  wo  ?,  >j,  ^  die 
Änderung  der  o?,  y,  »-Coordinate,  auf  die  Ebene  des  Äquators 
bezogen,  in  Einheiten  der  siebenten  Decimalstelle  bedeutet. 

Störungen  der  Diene. 


Datum 

? 

>3 

y 

1868  Sept. 

17 

H-  1882 

-    85 

-    15 

Oct 

17 

919 

r,6 

21 

Nov. 

16 

317 

31 

12 

Dec. 

16 

34 

4 

2 

1869  Jan. 

15 

32 

4 

2 

Febr. 

14 

278 

41 

20 

März 

16 

737 

116 

58 

April 

15 

1375 

224 

117 

Mai 

15 

2156 

361 

194 

Juni 

14 

3045 

529 

291 

Juli 

14 

4008 

733 

-411 

Aug. 

13 

5015 

986 

=>58 

Sept. 

12 

6047 

1311 

744 

Oct. 

12 

7092 

1730 

979 

Nov. 

11 

8149 

2272 

1278 

Dec. 

11 

9229 

2964 

1655 

1870  Jan. 

10 

10352 

3830 

2124 

Febr. 

9 

11548 

4890 

2696 

März 

11 

12853 

6157 

3381 

April 

10 

14308 

7639 

4187 

Mai 

10 

15958 

9336 

5115 

Juni 

9 

17849 

11240 

6166 

Juli 

9 

20030 

13336 

7337 

Aug. 

8 

22545 

15602 

8620 

Sept. 

7 

25440 

18010 

10004 

Oct. 

7 

28754 

20525 

11477 

Nov.  J 

►  6 

32527 

23107 

13021 

.  Dec. 

6 

36790 

25710 

14618 

1871  Jan. 

5 

41574 

28285 

16245 

Febr. 

4 

46899 

30777 

17878 

März 

6 

52785 

33129 

19490 

April. 

5 

i 

59243 

35279 

21053 
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Datum 

A 

>3 

^ 

1871  Mfti 

5 

H-  66278 

-  37165 

-  22536 

Juni 

4 

73888 

38719 

23908 

Juli 

4 

82065 

39873 

25134 

Aug. 

3 

90792 

40557 

26179 

Sept 

2 

100045 

40698 

27006 

Oct. 

2 

109791 

40224 

27579 

Nov. 

1 

119989 

39060 

27857 

Dec. 

1 

130585 

37138 

27801 

Dec. 

31 

141519 

34370 

27371 

1872  J&n. 

30 

152717 

30699 

26527 

Febr. 

29 

164092 

26051 

25228 

März 

30 

175548 

20359 

23434 

April 

29 

186971 

13560 

21107 

Mai 

29 

198235 

—  5600 

18210 

Juni 

28 

209196 

•h    3571 

14707 

Juli 

28 

21%96 

13990 

10568 

Aug. 

27 

229557 

25684 

5767 

Sept. 

26 

238586 

38661 

—   282 

Oct. 

26 

246570 

52912 

+  5897 

Nov. 

25 

253280 

68402 

12774 

Dec. 

25 

258471 

85069 

20338 

1873  Jan. 

24 

261887 

102817 

28564 

Mit  Benützung  dieser  StQrnngen  würden  die  Normalorte 
noch  einmal  berechnet,  wobei  sich  folgende  Abweichungen  von 
den  Beobachtungen  ergaben : 

(B-R) 

da  dd 

Nr.     I — 3*72  -0-94 

,      U H-2'62  H-0-19 

„     m -hO-53  -4-015 

n     IV -4-401  -1-17 

„      V —3-00  H-1-19 

„     VT -h8-18  -4-23. 


Man  sieht,  dass  eine  weitere  Verbesserung  der  Elemente 
noch  möglich  und  wtinschenswerth  ist.  Bei  der  Aufstellung  der 
diesbezttglichen  Gleichungen  können  die  früheren  CoSflicienten 
der  Unbekannten,  dM  u.  s.  w.  ohneweiters  beibehalten  werden, 
^  dass  die  linke  Seite  der  Gleichungen,  die  oben  aufgestellt 
wurden,  unverändert  bleibt;  auf  die  rechte  Seite  des  G«eichheits- 


Sltsb.  d.  mathem.-natarw.  Gl.  LXV.  Bd.  II.  Abth. 
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18  Seydler. 

Zeichens  kommen  in  dem  ersten  System  (von  zwölf  Gleichungen) 
die  eben  angeftlhrten  Differenzen,  in  dem  zweiten  System  aber 

statt  H-423-616  die  Zahl  h-  8  132 
„  H-578-148  ^  „  -Hll-903 
^  -+-577-050  ^  ^  H-11-924 
^  ^  5-699  „  ^  H-  0-366 
„  -H391-180  „  ^  -♦-10-787 
^     —540-324    ^      „     —11-946 

Die  Anflösung  dieser  Gleichungen  gibt  nun  die  folgenden 
Correctionen  der  Elemente: 

dM -+-35'91 

rfw —63-30 

da -H  8-21 

dt —  0-88 

df —  4-78 

da — 4M3 

mit  den  ttbrig  bleibenden  Fehlem 

(B--R)^ 

da  dd 

Nr.     L    — 2»78  -0»27 

n      II -t-3-78  H-O-89 

„    III -0-45  —019 

„     IV -h2-89  —1-55 

„      V -4-75  H-0-63 

„     VI -hO-26  —0-23. 

Die  wahrscheinlichsten  Elemente  der  Dione  sind  also  nach 
den  bisher  vorliegenden  Beobachtungen: 

Berührende  Ellipse  für  1869,  Jan.  0-0 
1868,  Oct.  11  0^  mittl.  Berl.  Zeit 

M 352**  13'    3'83 

n 27    13    58-36  ]      .,„    v 

Ä 63    16   45-99^  "^^"'- ^^• 

t 4    38    23-32 

f 10    32    14-00 

Iga 0-4997664. 


i     18700 
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Aus  diesen  Elementen  berechnen  sich  nun  die  folgenden 
Ephemeriden : 

Ephemeride  für  das  Jahr   1872. 


0* 
mittLBerl.Zeit 

A.  R.  (106) 

Decl.  (106) 

Log.  Entfern. 

(106)- 6 

Log.  Entfern. 

(106) -0 

Jäo. 

11. 

15^30-43' 

-17'29'2 

0-6195 

0-5696 

Jan. 

31. 

15  49     1 

18  351 

0-5890 

0-5685 

Febr. 

20. 

16    3    6 

19  220 

0-5529 

0-5672 

März 

11. 

16  11  23 

19  50-2 

0-5131 

0-5657 

März 

31. 

16  12  23 

20     1-4 

0-4735 

0-5640 

April 

20. 

16    5  29 

19  54-5 

0-4397 

0-5621 

Mai 

10. 

15  52    4 

19  30-9 

0-4189 

0-5601 

Mai 

30. 

15  36  12 

18  57-7 

0-4164 

0-5579 

Juni 

19. 

15  23    3 

18  29-6 

0-4323 

0-5555 

Juli 

9. 

15  16  26 

18  21-7 

0-4611 

0-5529 

JuU 

29. 

15  17  34 

18  40-5 

0-4960 

0-5501 

Aug. 

18. 

15  25  56 

19  23-6 

0-5312 

0  5472 

Sept. 

7. 

15  40  25 

20  23-9 

0-5634 

0-5441 

Sept. 

27. 

15  59  56 

21  32-5 

0-5906 

0-5408 

Oct.. 

17. 

16  23  15 

22  40-9 

0-6119 

0-5373 

Nov. 

6. 

16  49  44 

23  41-6 

0-6267 

0-5336 

Nov. 

26. 

17  18  31 

24  28-4 

0-6350 

0-5298 

Dec. 

16. 

17  48  51 

24  56-8 

0-6364 

0-5258 

Dec. 

36. 

18  19  54 

25    4-3 

0-6310 

0-5217 

Ephemeride  ffir  die   Opposition   1872. 


12*  mitti 


Mai 


Apr.  2B 

30> 
1, 
2, 

4. 
5. 
6 
7* 


A.  IL  (106)  '  Differ. 


16'  0- 
15  59 
15  59 

15  m 

15  57 

15  56 
15  5^j 
15  55 
15  54 

15  m 


2a '87 

43-90 
3- 17 

39'fjlJ 
56(54 
lH-14 

t^'03 
44  37 
.^9- 18 


39*97 

41"41^ 

42 -86 
43-50 
44  11 
44-66 
45-19 
-45  68 


D«cL  (106) 


-1^*46' 18^7 
19  45  9 
19  43  57-9 
19  42  44-0 
19  41  ^iS'O 
19  40  9-9 
19  38  49-7 
19  37  21 
19  m    3- 

19  S4  ms 


3 


Dtffor. 


Log",  Ent- 
fernung 


Aberr. 
Zeit 


-hl 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-hl 


9^2 
11*1 

i:Mi 

16  0 
181 
20-2 

24-2 
26-0 
27  H 


42ÖÖ30 
42773r> 
42tiH82 
42567<» 
424701V 
42:^773 
'4228Hr 
■422047 
421254 
420rjOf! 

2» 


22Mii" 

22  13 

22  10 

22  7 

22  4 

22  1 

21  58 

21  m 

21  5.1 

21  51 
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S  e  y  d  1  e  r.    Über  die  Bahn  der  Dione  (106). 


Berl.  Zt. 


A.K.  n06) 


Diffcr. 


Decl  (t()fi) 


Difffr. 


Lo^JMit- 
tVrnung 


Aberr,' 
Zeit 


Mai 


cf 


IS^aS^lS^^Ü 


*\  i'i  r>s 


10, 

11 

12. 
13. 
U. 
15. 
16. 
17 

18 
19 
20. 
21 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 


28. 

29. 

30. 

31. 

Juni     1 

2. 

3. 


15  51  40 
15  50  53 
15  50  6 
15  49  19 
15  48  31 
15  47  43 
15  46  55 
15  46  7 

15  45  19 
15  44  30 
15  43  42 
15  42  54 
15  42  6 
15  41  18 
15  40  30 
15  39  42 
15  38  55 
15  38  8 

15  37  21 
15  36  35 
15  35  49 
15  35  3 
15  34  18 
15  33  34 
15  32  50 


—46  »13 


46 

52 

46 

89 

47 

21 

47 

49 

47 

73 

47 

93 

48 

07 

48 

19 

48 

26 

48 

28 

48 

27 

48 

22 

48 

13 

48 

00 

47 

83 

47 

63 

47 

36 

47 

06 

46 

76 

46 

39 

45 

98 

45 

55 

45 

06 

44 

54 

43 

98 

-19':}3'  ^t 
19  :^l  in 
19  30  8 
19  28  36 
19  27  2 
19  25  27 
19  23  50 
19  22  12 
19  20  34 
19  18  54 

-19  17  14 
19  15  .33 
19  13  52 
19  12  10 
19  10  28 
19  8  46 
7  3 
5  21 
3  39 
1  57 


19 
14 
19 
19 


-19  0  15 
18  58  34 
18  56  53 
18  55  14 
18  53  35 
18  51  57 
18  50  21 


-hV2d 


1  31 

1  32 

1  34 

1  35 

36 

37 

38 

39 


-hl  40 

1  40 
1  41 
1  41 
1  42 
1  42 
1  42 
1  42 
1  42 
1  42 

-+-1  41 
1  41 


41980?) 
419151 
418544 
417984 
417472 
417008 
416593 
416227 
415909 
415641 

415423 
415254 
415132 
415060 
415037 
415062 
415136 
415258 
415429 
415648 

415915 
416229 
416590 
416999 
417454 
417955 
418502 


21H9- 
21  47 
21  45 
21  43 
21  42 
21  40 
21  39 
21  38 
21  37 
21  36 

21  35 
21  35 
21  35 
21  34 
21  34 
21  34 
21  35 
21  35 
21  36 
21  37 

21  38 
21  39 
21  40 
21  41 
21  42 
21  43 
21  45 


Opposition,  Mai  19,  13^. 
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SITZUNGSBERICHTE 


DER 


l 


MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE  CIASSE. 


LXV.  Band. 


ZWEITE  ABTHEILÜNG. 


2. 


Eothilt  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physik,  Chemie, 
Physiologie,  Meteorologie,  physischen  Geographie  und  Astronomie. 
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IV.  SITZUNG  VOM  1.  FEBRUAR  1872. 


Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Krems  übersendet  eine 
Abhandlung:  „Beiträge  zur  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen. ** 

Herr  Dr.  Hermann  Fritz  in  Zürich  übermittelt  das  Manu- 
Script  eines  von  ihm  zusammengestellten  y,Nordlicht-Kataloge8^. 

Herr  Prof.  Dr.  H.  Hlasiwetz  macht  eine  vorläufige  Mit- 
theilung über  eine  vom  Herrn  Prof.  Wesel sky  entdeckte  neue 
Säure  aus  der  Alo6. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Academie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts 
de  Belgique:  M^moires.  Tome  XXXVHI.  Bruxelles,  1871; 
4*.  _  M^moires  couronn^s  in^4^  Tomes  XXXV  &  XXXVI. 
(1870  &  1871.)  —  Annuaire.  1871.  (XXXVIP  Ann6e.)  Bru- 
xelles; 12®.  —  Compte  rendu  des  söances  de  la  Commission 
R.  d'histoire.  HP  S^rie.  Tome  XU",  1"  k  HP  Bulletins. 
Bruxelles,  1870;  8^  Biographie  Nationale.  Tome  IIP,  1'* 
partie.  Bruxelles,  1870;  gr.  8».  —  Observations  des  ph^no- 
m^nes  pöriodiques  pendant  Tann^e  1869.  4®. 

Akademie  der  Wissenschaften,  Königl.  Preuss.,  zu  Berlin: 
Monatsbericht.  September,  October  &  November  1871.  Ber- 
lin; 8«. 

Annalen  der  Chemie  &  Pharmacie,  von  Wöhler,  Liebig  & 
Kopp.  N.  R.  Band  LXXXV,  Heft  1.  Leipzig  &  Heidelberg, 

1872;  8«. 

Apotheker-Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahrg., 

Nr.  2— 4.  Wien,  1872;  8«. 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.   1874  (Bd.  79.  2).  Altona, 

1872:  4^ 
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Bericht  über  den  Handel,  die  Industrie  und  die  Verkehrsver- 
hältnisse in  Nieder -Österreich  während  des  Jahres  1870. 
Erstattet  von  der  Handels-  und  Gewerbekammer  in  Wien. 
Wien,  1871;  8». 
Berliner  Astronomisches  Jahrbuch  für  1871  &  1872.  Berlin, 

1869  &  1870;  8». 
Biblioth^que  Universelle  et  Revue  Suisse :  Archives  des  Scien- 
ces physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLH.  Nrs.  168. 
G^nfeve,  Lausanne;  Paris,  1871;  8». 

Comitato,  E.,  Geologico  dltalia:  BoUettino.  Anno  1871,  Nr.  9 
—12.  Firenze;  8«. 

Comptes  rendus  des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 
LXXIV,  Nrs.  1—2.  Paris  1872;  4«. 

Ferdinandeum  für  Tirol  &  Vorarlberg:  Zeitschrift.  3.  Folge. 
XVI.  Heft.  Innsbruck,  1871 ;  8o. 

Genootschap,  Bataviaasch,  van  Künsten  en  Wetenschappen : 
Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  en  volkenkunde.  Deel 
XIX.  (Zevende  serie.  Deel  I),  Aflev.  1 — 6.  Batavia  &  'sHage, 
1869-1870;  8«.  —  Notulen.  Deel  VU  (1869),  Nr.  2—3. 
Batavia,  1869  &  1870;  8«. 

Gesellschaft,  österr.,  für  Meteorologie :  Zeitschrift.  VII.  Band, 
Nr.  1—2.  Wien,  1872;  4«. 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.  :  Wochenschrift.  XXXUI.  Jahrg., 
Nr.  4.  Wien,  1872;  4«. 

Istituto,  R.,  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti:  Atti.  Tomo  P, 
Serie  IV,  disp.  1\  Venezia,  1871—72;  8<>. 

Journal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  IV, 
10.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8o. 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  2.  Graz,  1872;  4«. 

Landwirthschafts  -  Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  1. 
Wien;  8». 

Mittheilungen   des   k.  k.   technischen   und   administrativen 
Militär-Comitö.  Jahrgang  1872,  1.  Heft.  Wien;  8«. 
—  aus  J.  Perthes'  geographischer  Anstalt.  18.  Band,  1872, 
L  Gotha;  4». 

Nature.  Nrs.  116—117,  Vol.  V.  London,  1872;  4«. 
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Observatoire  Royal  de  BruxeUes:  Annales.  Tome  XX.  Bru- 

xelles,  1870;  4«. 
Observatory  of  Trinity  College,  Dublin:  Agtronomical  Obser- 

TatioQB  and  Reeearobeg  made  at  Dunsink.  Firt  Part.  Dublin^ 

1870;  4*. 
Qaetelet,  Ad.,  Anthropom^trie  ou  mesure  des  düförentes  facnl- 

tös  de  rhomme.  Bruxelles,  Leipzig  &  Gand,  1870;  gr.  8**. 
ReichBanstalt,  k.  k.  geologiBche:  Verhandlungen.  Jahrgang 

1871,  Nr.  17—18;  Jahrgang  1872,  Nr.  1.  Wien;  4P. 
Reichs  forstverein,  österr.:  Osterr.  Monatsschrift  für  Forst- 
wesen. XXI.  Band,  Jahrg.  1871,  November  &  December- 

Heft.  Wien;8«. 
^Revue  politique  et  litt^raire^,  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger**.  I'*  Ann^e  (2*  S^rie),  Nrs.  :29— 31. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4«. 
Soci^t^  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux:  M^- 

moires.  Tome  VI,  Sig.  10—29  (1868);  Tome  VIII,  V  Cahier 

(1870).  Paris  &  Bordeaux;  8«. 

—  Imperiale  de  m^decine  de  Constantinople :  Gazette  m^dicalo 
d'Orient.  XV  Ann^e,  Nrs.  2—10.  Constantinople,  1871- 
1872;  4«. 

—  Entomologique  de  France:  Annales.  IV*  S6rie.  Tome  X* 
(1870),  etPartie  suppl^mentaire  du  tome  X*(1871).  Paris;  8". 

—  Philomatique  de  Paris :  Bulletin.  Tome  VII*,  Avril— -Decem- 
bre  1870.  Paris;  8» 

—  des  Ingenieurs  civils:  M^moires  et  Compte  rendu  des  tra- 
vaux.  3*  Serie.  23*  Ann^e,  3*— 4*  Cahiers.  Paris,  1870;  8^ 

Society,  The  Asiatic,  of  Bengal:  Journal.  Part  I,  Nr.  4.  1870; 
Part  I,  Nr.  1.  1871;  Part  II,  Nr.  2.  1871.  Calcutta;  8».  — 
Proceedings.  1871,  Nrs.  II,  V,  VI,  VII.  Calcutta;  8». 

—  The  Royal  Geological,  of  Ireland:  Journal.  Vol.  XJII,  Part  1. 
(Vol.  UI,  Part.  1.  New  Series.)  1870—71.  London  &  Dublin, 
1871;  8« 

—  The  Royal  Astronomical,  of  London:  Memoirs.  Part  I,  Vol. 
XXXIX,  1870-1871.  London,  1871;  4»;  A  General  Index 
to  the  first  38  Volumes  of  the  Memoirs.  London,  1871 ;  8^  — 
Monthly  Notices.  Vol.  XXXI.  London,  1871;  8«.  —  Willi- 
ams, John,  Observations  of  Comets,  from  B.  C.  611  to  A.  D. 
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1 840.  Extracted  frome  the  Chinese  Annals.  London,  1871 ;  4*. 
—  BrUnnow,  Francis,  Tables  of  Iris.  Dublin,  1869;  4«. 

Vereeniging,  K.  Natuurkundige  in  Nederiandsch  IndiS :  Na- 
tuurkundige  Tijdschrift.  Deel  XXIX  (VI.  Serie,  Deel  IV), 
Aflev.  5—6;  Deel  XXX  (VI.  Serie,  Deel  V),  Aflev.  1—2; 
Deel  XXXI  (VII.  Serie,  Deel  I),  Aflev.  1—3.  Batavia  & 
's  Gravenhage,  1867  &  1869;  8». 

Vierteljahresschrift,  österr.,  ftlr  wissenschaftliche  Vete- 
rinärkunde. XXXVI.  Band,  2.  Heft.  (Jahrgang  1871.  IV.) 
Wien;  8«. 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  3—4. 
Wien,  1872;  4o. 

Zeitschrift  für  Chemie  von  Beilstein,  Fittig  &  Hühner. 
XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VII.  Bd.,  14.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8^ 
—  des  österr.  Ingenieur-  &  Architekten- Vereins.  XXIII.  Jahr- 
gang (1871),  17.  &  18.  Heft;  XXIV.  Jahrgang,  1.  Heft. 
Wien,  1872;  4». 
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V.  SITZUNG  VOM  8.  FEBRUAR  1872. 


Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

„Note  über  die  Bes geloschen  Functionen  zweiter  Art",  vom 
Herrn  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Krems. 

„Über  die  Temperatur  Constante",  vom  Herrn  Prof.  Simon 
Subi<5  in  Graz. 

Herr  Prof.  L.  Boltzmann  in  Graz  ttbersendet  die  vorläu- 
fige Anzeige  einer  Abhandlung,  in  welcher  der  Beweis  geliefert 
wird,  dass  die  von  Maxwell  gefundene  die  einzig  mögliche 
Hchliessliche  Zustandsvertheilung  unter  einatomigen  Gasmole- 
ettlen  ist. 

Herr  Prof.  Dr.  Jul.  Wiesner  übermittelt  einen  Bericht  über 
die  von  der  Nordpolfahrt  der  Henen  Weyp recht  und  Payer 
mitgebrachten  Treibhölzer  aus  dem  nördlichen  Polarmeere,  welche 
ihm  von  der  k.  Akademie  zur  Untersuchung  übergeben  worden 
nind. 

Herr  Dr.  A.  Bou6  legt  eine  Abhandlung:  „Über  die  Mäch- 
tigkeit der  Formationen  und  Gebilde"  vor. 

Herr  Prof.  Dr.  V.  v.  Lang  überreicht  eine  Abhandlung: 
^Über  das  schwefelsaure  Äthylendiamin". 

Herr  stud.  phil.  Herm.  Frombeck  übergibt  eine  Abhand- 
lung, betitelt:  „Die  Analoga  der  Fourier'schen  Integrale'*. 

Herr  Prof.  Dr.  J.  Seegen  überreicht  eine  Abhandlung: 
„Über  eine  Methode,  um  minimale  Mengen  Zucker  im  Harne  mit 
grösserer  Bestimmtheit  nachzuweisen". 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 

Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei:  Atti.  Anno XXV,  Sess. 

l'.Roma,  1872;  4».. 
Akademie,  Südslavisehe,  der  Künste  und  Wissenschaften  zu 

Agram:  Rad.  Knjiga  XVH.  U  Zagrebu,  1871 ;  8«. 
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Anales  del  Museo  püblico  de  Buenos-Aires.  Entrega  VIP(I'del 
tomo  ir).  Buenos  Aires,  Paris  &  Halle,  1870;  4». 

Becker,  Friedrich,  Impfen  oder  Nichtimpfen !  Berlin,  1872;  8**. 

Comptes  rcndus  des  s6ances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 
LXXIV,  Nrs.  3—4.  Paris,  1872;  4^ 

Gelehrten-Gesellschaft,  k.  k.  in  Krakau:  Rocznik,  Tom 
XVIII  &  XIX.  W  Krakowie,  1870  &  1871 ;  H«.  —  Hprawoz- 
danie  komisyi  fizyograficznej.  Tom  V.  W  Krakowie,  1871; 
8».  —  Historya  wyzwolon^j  rzeczypospolitöj  wpadajacej  pod 
jarzmo  domovve  za  panowania  Jana  Kazmierza.  (1655 — 
1660.)  Tom  I. Krakow,  1870;  8«.  Lud.  SeryaV.  Krakowskie. 
Cz§66  I.  Krakow,  1871;  8«.  —  Wyklad  Bajik  Krasickiego 
Wraz  z  tekstem  tychze  przez  G.  Ehrenberga.  Krakow, 
1871  ;8^ 

Gelehrten-Verein,  serbischer,  zu  Belgrad:  Glasnik.  XXX. 

XXXI.  Band.  Belgrad,  1871;  8«. 
Gesellschaft,  Naturforschende,  in  Danzig.  Schriften.  N.  F. 

II.  Bandes,  3.  &  4.  Heft.  Danzig,  1871;  4». 
— ^  —  zu  Freiburg  i.  Br.:  Festschrift  zur  Feier  ihres  50jährigen 

Jubiläums.  Freiburg  i.  Br.,  1871;  8^ 

—  der  Wissenschaften,  K.,  zu  Kopenhagen:  Skrifter.  öRaekke, 
histor.  og  philos.  Afd.,  4.  Bd.  IV — VI;  naturvidensk.  og 
mathem.  Afd.,  H.  Bd.  VI— VII,  9.  Bd.  I— IV.  Kj0benhavn, 
1869—1871 ;  4».  —  Oversigt.  1868,  Nr.  6;  1869,  Nr.  3—4; 
1870,  Nr.  1—3;  1871,  Nr.  1.  Kj^benhavn;  8«.  —  Symbolae 
Caricologicae,  Autor e  S.  Drejer.  Hafniae,  1844;  folio. 

—  Astronomische,  in  Leipzig:  Vierteljahrsschrift.  VI.  Jahrgang, 
4.  Heft.  Leipzig,  1871;  8«. 

—  (icographisehe,  in  Wien:  Mittheilungen.  Bd.  XV  (neuer 
Folge  V),  Nr.  1.  Wien,  1872;  8«. 

Hinrichs,  Gustavus,  The  Sehool  Laboratory.  Vol.  I,  Nrs.  3  &4. 
Iowa  City,  1871;  8". 

Instituut,  K.  Nederlandsch  Meteorologisch:  Nederlandsch  Me- 
teorologisch Jaarboek  voor  1869.  H.  Deel;  voor  1870,  I. 
Deel.  Utrecht,  1870;  Quer-4o. 

Jena,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  dem 
Halbjahr  1871.  4»  &  8«. 
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Königberg,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften 
ausd.  J.  1871.  4«&8^ 

LandbotC;  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  3.  Graz,  1872;  4». 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen &  Mittheilnngen.  Jahrgang  1872,  Nr.  2.  Wien ;  8®. 

Laube,  Gust.  C,  Die  Echinoiden  der  österr.-ungar.  oberen 
Tertiärablagernngen.  (Abhdlgn.  der  k.k.  geol.  Reiehsanstalt, 
Bd.  V,  Heft  Nr.  3.)  Wien,  1871 ;  4«. 

Musee  Teyler:  Archives.  Vol.  III,  fasc.  2*.  Harlem,  Paris  & 
Leipzig,  1871;  4». 

Natur e.  Nr.  118,  Vol.  V.  I^ndon,  1872;  4«. 

Observatory,  The  Royal,  Green  wich:  Results  of  the  Magne- 
tical  and  Meteorological  Observations,  1868.  —  Results  of  the 
Astronomical  Observations,  1868.  —  Breen,  Correction  of 
Bouvard's  Elements  of  Jupiter  and  Saturn.  (Appendix  I.  to 
Greenwich  Observations,  1868.)  —  New  Seven-Year  Cata- 
logue  of  2760  Stars  etc.  (Appendix  II.  to  Greenwich  Obser- 
vations, 1868.)  4^ 

Radcliffe  Observatory:  Results  of  Astronomical  and  Meteoro- 
logical Observations,  in  the  Year  1868.  Vol.  XXVIII.  Ox- 
ford, 1871;  80. 

Reichsanstalt,  k.k.  geologische:  Jahrbuch.  Jahrgang  1871. 
XXL  Band,  Nr.  4.  Wien;  4«. 

Report  on  Barraks  and  Hospitals  with  Descriptions  of  Militarj- 
Posts.  Washington,  1870;  4«. 

Reports  on  Observations  of  the  Total  Solar  Eclipse  of  Decem- 
ber  22,  1870.  Washington,  1871;  4«. 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  5.  Wien, 
1872;  4«. 
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Anales  del  Museo  päblico  de  Buenos-Aires.  Entrega  VII' (I*  del 
tomo  ir).  Buenos  Aires,  Paris  &  Halle,  1870;  4». 

Becker,  Friedrich,  Impfen  oder  Nichtimpfen !  Berlin,  1872;  8". 

Comptes  rendus  des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 
LXXIV,  Nrs.  8—4.  Paris,  1872;  4^ 

Gelehrten-Gesellschaft,  k.  k.  in  Krakau:  Rocznik,  Tom 
XVIII  &  XIX.  W  Krakowie,  1870  &  1871 ;  8«.  —  Sprawoz- 
danie  komisyi  fizyograficzn^j.  Tom  V.  W  Krakowie,  1871; 
8».  —  Historya  wyzwolon^j  rzeczypospolitöj  wpadajacej  pod 
jarzmo  domovve  za  panowania  Jana  Kazmierza.  (1655 — 
1660.)  Tom  I.  Krakow,  1870;  8».  Lud.  SeryaV.  Krakowskie. 
Cz§66  I.  Krakow,  1871;  8«.  —  Wyklad  Bajik  Krasickiego 
Wraz  z  tekstem  tyehze  pr/ez  G.  Ehrenberga.  Krakow, 
1871;  8«. 

Gelehrten- Verein,  serbischer,  zu  Belgrad:  Glasnik.  XXX. 
XXXI.  Band.  Belgrad,  1871;  8«. 

Gesellschaft,  Naturforschende,  in  Danzig.  Schriften.  N.  F. 
II.  Bandes,  3.  &  4.  Heft.  Danzig,  1871;  4». 

—  —  zu  Freiburg  i.  Br.:  Festschrift  zur  Feier  ihres  50jährigen 
Jubiläums.  Freiburg  i.  Br.,  1871;  8^ 

—  der  Wissenschaften,  K.,  zu  Kopenhagen:  Skrifter.  öRaekke, 
histor.  og  philos.  Afd.,  4.  Bd.  IV — VI;  naturvidensk.  og 
mathem.  Afd.,  8.  Bd.  VI— VII,  9.  Bd.  I— IV.  Kj0benhavn, 
1869—1871 ;  4».  —  Oversigt.  1868,  Nr.  6;  1869,  Nr.  3—4; 
1870,  Nr.  1—3;  1871,  Nr.  1.  Kj^benhavn;  8«.  —  Symbolae 
Caricologicae,  Autor e  S.  Drejer.  Hafniaej  1844;  folio, 

—  Astronomische,  in  Leipzig:  Vierteljahrsschrift.  VI.  Jahrgang, 
4.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8». 

—  (icographische,  in  Wien:  Mittheilungen.  Bd.  XV  (neuer 
Folge  V),  Nr.  1.  Wien,  1872;  8«. 

H  in  rieh  s,  Gustavus,  The  School  Laboratory.  Vol.  I,  Nrs.  3  &4. 
IowaCity,  1871;  8". 

Instituut,  K.  Nederlandsch  Meteorologisch :  Nederlandsch  Me- 
teorologisch Jaarboek  voor  1869.  IL  Deel;  voor  1870,  L 
Deel.  Utrecht,  1870;  Quer-4». 

Jena,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  dem 
Halbjahr  1871.4»>&8«. 
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Königberg,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften 
ausd.  J.  1871.4«&8^ 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  3.  Graz,  1872;  4». 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen &  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  2.  Wien ;  8®. 

Laube,  Gust.  C,  Die  Echinoiden  der  österr.-ungar.  oberen 
Tertiärablagerangen.  (Abhdlgn.  der  k.  k.  geol.  Reichsanstalt, 
Bd.  V,  Heft  Nr.  3.)  Wien,  1871 ;  4«. 

Musee  Teyler:  Arehives.  Vol.  III,  fasc.  2*.  Harlem,  Paris  & 
Leipzig,  1871;  4». 

Nature.  Nr.  118,  VoL  V.  I^ndon,  1872;  4^ 

Observatory,  The  Royal,  Greenwich:  Results  of  the  Magne- 
tical  and  Meteorological  Observations,  1868.  —  Results  ofthe 
Astronomical  Observations,  1868.  —  Breen,  Correction  of 
Bouvard's  Elements  of  Jupiter  and  Saturn.  (Appendix  I.  to 
Greenwich  Observations,  1868.)  —  New  Seven-Year  Cata- 
logue  of  2760  Stars  etc.  (Appendix  II.  to  Greenwich  Obser- 
vations, 1868.)  40. 

Radcliffe  Observatory:  Results  of  Astronomical  and  Meteoro- 
logical Observations,  in  the  Year  1868.  Vol.  XXVIU.  Ox- 
ford, 1871;  8». 

Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Jahrbuch.  Jahrgang  1871. 
XXI.  Band,  Nr.  4.  Wien;  4«. 

Report  on  Barraks  and  Hospitals  with  Descriptions  of  Militarj' 
Posts.  Washington,  1870;  4«, 

Reports  on  Observations  of  the  Total  Solar  Eclipse  of  Decem- 
ber  22,  1870.  Washington,  1871 ;  4». 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  5.  Wien, 
1872;  4«. 
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Über  das  schwefelsaure  Äthylendiamin. 

Von  dem  w.  M.  Yiktor  v.  Lang. 

(Mit  3  HolEsehnltten.) 

Vor  kurzem  erhielt  ich  darch  die  Güte  des  Herrn  Prof. 
A.  W.  Hof  mann  in  Berlin  sehr  schön  ausgebildete  Krystalle 
von  schwefelsaurem  Äthylendiamin  zur  Untersuchung.  Dieselben 
gehören  ins  tetragonale  System,  zeigen  aber  die  Erscheinungen 
der  Circularpolarisation,  ein  Fall  der  bis  jetzt  blos  einmal  beob- 
achtet worden  war.  Descloizeaux  nämlich  hat  gefunden,  dass 
dasjenige  schwefelsaure  Strychnin,  welches  tetragonal  ist,  auch 
circularpolarisirt,  eine  Eigenschaft,  die  dasselbe  auch  in  der  Lö- 
sung beibehält. 

Das  schwefelsaure  Äthylendiamin  gehört  also  auch  in  phy- 
sikalischer Hinsicht  zu  den  interessantesten  Verbindungen. 

Die  krystallographische  und  optische  Untersuchung  dessel- 
ben hat  Folgendes  ergeben : 

System:  tetragonal. 

Elemente:  a.c  =  0-6692:  1. 

Beobachtete  Formen:  001,  101,  201,  111,  221. 

Normalenwinkel: 

Gerechnet         BeobHchtet 

56*    12' 


101.001  = 

=  56« 

12' 

201.001 

71 

30 

201.101 

15 

18 

101.101 

67 

36 

201.201 

37 

0 
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über  das  schwefelsaure  Äthylendiamin. 
Gerechnet  Beobachtet 
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111.001 

64» 

40' 

64*  42' 

221.001 

76 

41 

76  34 

111.221 

12 

1 

111.111 

50 

40 

221 .221 

26 

38 

101.011 


71     58 


101.111 

39 

43 

111.111 

79 

26 

201.111 

42 

8 

201.021 

84 

16 

201.221 

43 

27 

221.221 

86 

54 

87     18. 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


GombinatioD:  DieKrystalle 
haben  zweierlei  Habitus,  wie  dies  in 
den  Figuren  1  und  2  dargestellt  ist. 
Entweder  sind  es  blos  Combinatio- 
nen  der  zwei  Formen  221  und  001 
oder  es  sind  Combinationen  der 
Formen  111,  101,  201,  001.  Ge- 
wöhnlich herrscht  die  Fläche  001 
sehr  vor,  so  dass  die  Krystalle 
dadurch  tafelförmig  werden. 

Theilbarkeit  ausgezeich- 
net parallel  der  Fläche  001. 


Optisches  Verhalten.  Die 

Krystalle  haben  positiven  Charakter 

und  zeigen  längs  der  Axe  Circular- 

polarisation  ^    verhalten    sich    also 

ganz  so  wie  der  Quarz.  Eine  beiläufig  0-89  Millimeter  dicke  Platte 

drehte  beim  Lichte  der  Natriumflamme  die  Polarisationsebene  um 
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13*  45',  was  für  1  Millimeter  15*^  30'  gibt.  Die  Drehung  beträgt 
also  beiläufig  drei  Viertel  von  der  des  Quarzes. 

Die  untersuchten  Krystalle  waren  theils  rechts-,  theils  links- 
drehend. An  denselben  konnten  weder  hemiSdrische  noch  hemi- 
symmetrische  Formen  wahrgenommen  werden. 

Die  Lösung  scheint  die  Eigenschaften  der  Circularpolari- 
sation  nicht  zu  besitzen.  In  dieser  Hinsicht  unterscheidet  sich 
also  diese  Verbindung  von  dem  schwefelsauren  Strychnin. 


Digitized  by  VjOOQIC 


33 


Note  über  die  Bessel  sehen  Functionen  zweiter  Art. 

Von  Leopold  Oegenbaner  in  Krems. 

Tarl  Neu  mann  hat  in  seinem  Schriftchen:  „Theorie  der 
BesReTschen  Functionen^  die  Functionen  Of^j,  welche  zu  den 
Bcsserschen  Functionen  jf^j  in  analoger- Beziehung  stehen,  wie 
die  Kngelfunctionen  zweiter  Art  zu  denen  erster  Art,  als  Bes- 
s  e  I  'sehe  Functionen  zweiter  Art  eingeftlhrt.  Da  die  Bessel  *schen 
Functionen  ./!^!  durch  die  Gleichungen : 

1)  2[j\:^ =.!':'-" -jzr 

vollkommen  bestimmt  sind ,  so  liegt  es  nahe  zu  untersuchen ,  ob 
auch  für  die  BesseTschen  Functionen  zweiter  Art  ähnliche  Re- 
lationen bestehen.  Eine  solche  wurde  schon  von  C.  Neumann 
gefunden,  sie  ist : 

Wir  werden  nun  in  der  vorliegenden  Note  zeigen,  dass,  so 
lange  /*  eine  gerade  Zahl  ist,  auch  für  die  Functionen  Ou]  eine  ^ 
Relation  besteht,  welche  der  in  2)  ausgesprochenen  für  die  Func- 
tionen Juj  geltenden  ähnlich  ist. 

Eh  sei  n  eine  gerade  positive  Zahl  und  y  und  -^  seien  zwei 
Functionen,  welche  den  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung: 

Sitih.  d.  mÄthem.-n.itnrw.  Ol.  LXV.  Bd.  11.  Abih.  3 
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^  Gegenbauer, 

genttgeu.  Benutzt  man  die  Gleichungen : 

6)  (j,  =  x^~^  .^ 

7)  ^  =  a^.^ 

zur  Transformation  der  Gleichungen  4)  und  5),  so  erhält  man : 

8)       ^'  H C|>'  H-  O  =  — 

Durch  Diflferentiation  der  Gleichung  8)  entsteht  die  neue 
Gleichung : 

^  X  \  X^       )  X'^'^^ 

Schreibt  man  die  Gleichung  9)  in  folgender  Form : 

1 1  \     /     %tt\„      2w  -K  1  ,     _. ,      r.       2w -H 1^  .     „..       n  -f-  1 
11)      (.^.v)"-^--— (.r.«P)'-+-() -j_J(.r.V)  =  -;^, 

so  ersieht  man,  dass  die  Function  V  durch  die  Function  O  be- 
stimmt werden  kann.  Die  Gleichungen  10)  und  11)  gehen  näm- 
lich in  einander  ttber,  wenn  man : 

12)     ur=_''ltici>' 
^  nx 

setzt.  Durch  Verbindung  der  Gleichungen  6),  7)  und  12)  erhält 
man  die  neue  Gleichung : 


„-^_ir„-Hl  ,1 


Da  die  Functionen  OJxj  particuläre  Integrale  der  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

14)      y    ^   -y   ^\\ _.Jy  =  ^„ 

sind,  wo  gn  für  gerade  n  durch  die  Gleichung: 
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fUr  ungerade  n  aber  durch  die  Gleichung : 

16)  gn=^ 

bestimmt  wird,  so  sind  0("{  und  Oll)'^\  wenn  n  eine  gerade  posi- 
tive Zahl  ist,  Functionen,  welche  den  Gleichungen  4),  5)  und  also 
auch  13)  genügen.  Man  hat  daher: 

17)  cr'="^['^--os-[o5i]']. 

Durch  Vereinigung  der  Gleichungen  3)  und  7)  erhält  man : 

18)  Hi^!^o[;i=^«-Hi)oir'^(«-i)oir'- 

Dies  ist  die  oben  erwähnte  der  Gleichung  2)  ähnliche  fUr  die 
Functionen  0(x)  bei  geradem  n  giltige  Relation. 


3* 
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VI.  SITZUNCI  VOM  22.  FEBRUAR  1872. 


Der  Seeretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor : 

„i-ber  Caütanea  reaca  und  ihre  vorweltliche  Stainmaii;^*, 
vom  Herrn  Prof.  ür.  Freih.  v.  Ettingshausen  in  Graz. 

„Untersuchungen  aus  dem  medicinisch-chemischen  Labora- 
torium der  Universität  Innsbruck:  4.  Untersuchungen  über  die 
(iallenfarbstoffe  (III.  Abhandlung);  5.  Über  das  Verhalten  der 
Oxybenzoesäure  und  Paraoxybenzoesäure  in  der  Blutbahn^,  beide 
vom  Herrn  Prof.  K.  Maly  in  Innsbruck. 

„Über  den  Einfluss  der  Bewegung  der  Tonquelle  auf  die 
Tonhiihe^,  vom  Herrn  Prof.  L.  fte  gen  bau  er  in  Krems. 

Herr  Director  Dr.  J.  Stefan  Überreicht  eine  Abhandlung, 
betitelt:  ^Untersuchungen  Hber  die  Wlirmeleitung  in  Gasen^. 
(I.  Abhandlung.) 

Herr  Prof.  Dr.  J.  Petzval  Übergibt  eine  Abhandlung: 
„Theorie  der  Schwingungscurven^ ,  vom  Herrn  Dr.  Felix  Kitter 
v.  Strzelecki,  Prof.  der  Physik  an  der  k.  k.  technischen  Aka- 
demie in  I^emberg. 

Herr  Director  Dr.  (t.  Tschermak  legt  eine  Abhandlung: 
„Die  Meteoriten  von  Shergotfy  und  (lopalpur^  vor. 

Herr  Dr.  Sigm.  Exner  Überreicht  eine  Abhandlung:  „Über 
den  Krregungsvorgang  im  Sehnervenapparat^'. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Annales  des  mines.  VP  Schrie.  Tome  XIX.  3*  Livraison  de  1871 ; 

Tome  XX.  4'  Livraison  de  1871.  Paris;  8*>. 
Ann  uario  marittimo  per  Tanno  1872.  XXII.  Annata.  Trieste;  8". 
Apotheker-Verein,  Allgem.  österr. :  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 

Xr.  ö—Ck  Wien,  1872;  8«, 
Astronomische   Nachrichten.  Nr.   1875  (Bd.  79.  5).   Altoria, 

1872;  4«. 
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Berliner  ABtronomiselieH  Jahrbuch  für  1874 etc.  Berlin,  187^;  8^ 

Beobachtungen,  Schweizer.  Meteorologische.  August  &  Sep- 
tember 1870;  Januar,  J'ebruar  &  März  1871.  Zürich;  4". 

Ohristiania,  Universität:  Schriften  aus  den  Jahren  1860  & 
1870.  8«,  4«  &  Folio. 

Tomptes  rendus  des  s^ances  de  TAcadeniie  des  Sciences.  Tonie 
LXXIV,  Nrs.  5—6.  Paris,  1872;  4«. 

Erlangen,  Universität:  Akademische  (lelegcnheitsschritlten  aus 
dem  Jahre  1871.  4»  &  8». 

{Gesellschaft  fttr  Salzburgische  Landeskunde:  Mittheilungen. 
XI.  Vereinsjahr  1871.  Salzburg;  8**.  —  Die  Grabdenkmäler 
von  St.  Peter  und  Nonnberg  zu  Salzburg.  III.  Abtheilung. 
Salzburg,  1871;  8«. —  Schwarz,  Karl  Ritter  v.,  Salzbur- 
gische Kulturgeschichte  in  Umrissen.  Von  F.  V.  Zillner. 
-Salzburg,  1871;  8»- 

Gesellschaft   der   Wissenschaften,    Oberlausitzischc :    Neues 
Lausitzisches   Magazin.   XLVIII.   Band,    2.  Heft.    Görlitz, 
1871;  8». 
—  Osterr.,  ftlr  Meteorologie:  Zeitschrift.  VII.  Hand,  Nr.  8 — 4. 
Wien,  1872;  4«. 

Gewerbe- Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang, 
Nr.  6— 8.  Wien,  1872;. 4». 

IstitHto,  R.,  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti:  Atti.  Tomo  P, 
Serie  I\%  Disp.  2'\  Venezia,  1871—72;  8«. 

Journal  ftlr  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  Gratis -Bei- 
lage: Virchow's  Schrift  „Nach  dem  Kriege^.  Leipzig;  8^ 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  4.  Graz,  1872;  4o. 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  3 — 4. 
Wien;  8^ 

Lotos.  XXII.  Jahrgang,  Jänner  1872.  Prag;  8^ 

Marburg,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  seit 
dem  Winter  1870/1.  4«  &  8». 

Mittheilungen,  Mineralogische,  von  G.  Tschermak.  Jahr- 
gang 1871,  Heft  2.  Wien,  1872;  kl.  4». 

Moniteur  scientifique.  Par  Quesneville.  361'  Livraison. 
(IIP  Serie,  Tome  II.)  Paris,  1872;  4«. 

Nature.  Nrs.  119—120.  Vol.  V.  London,  1872;  4o. 
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Osservatorio  del  R.  CoUegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri: 

Bullettino  meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  2.  Torino,  1872;  4«. 
Plantamonr,  E.,  R.  Wolf  et  A.  Hirsch,  Determination  t616- 

graphiqüe  de  la  dififörence   de  longitude  entre  la  Station 

astronomique  du  Righi-Kulm  et  les  observatoires  de  Zürich 

et  de  Neuchatel.  G6nfeve  et  Bale,  1871 ;  4^ 
Programm  der  k.  k.  Forst- Akademie  in  Mariabrann  für  das 

Studienjahr  1871/72.  Wien,  1872;  8^ 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandinngen.  Jahrgang 

1872,  Nr.  2.  Wien;  4«. 
Reichs  forstverein,  österr.:  Österr.  Monatsschrift  für  Forst- 
wesen. XXII.  Band,  Jahrgang  1872,  Jänner-Heft.  Wien;  8^ 
„Revue  politique  et  litteraire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger".  ?•  Ann^e.  (2*  Serie.)  Nrs.  28,  32 

—34.  Paris  &  Bruxelles,  1872;  4«. 
Soci6t6  Botanique  de  France:  Bulletin.  Tome  XVII,  Revue 

bibliographique  D.  Paris,  1870;  8^. 
Wiener  Medizin.   Wochenschrift.   XXII.  Jahrgang,  Nr.  6 — 7. 

Wien,  1872;  4«. 
Zeitschrift    für    Chemie,    von    Beilstein,    Fittig    & 

Hübner.  XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VH.  Band,  15.  &  16.  Heft. 

Leipzig,  1871;  8^ 
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Über  das  Verhalten  der  Oxybenzoesäure  und  Paraoxybenzoe- 
säure  in  der  Blutbahn. 

Vou  Richard  Maly. 

Zu  den  Säuren,  von  denen  man  weiss,  dass  sie  sich  im 
kreisenden  Blute  glycoUiren,  gehört  auch  nach  einem  Versuche 
von  C.  Bertagnini  (Nuovo  cimento  L  363)  die  Salicylsäure, 
sie  gibt  die  Salicylursäure.  Ich  habe  es  mir  bei  dem  nach  dem 
neuesten  Stande  der  Chemie  so  vorzüglich  den  aromatischen 
Isomeren  zugewendeten  Studium  interessant  gedacht,  auch  das 
Verhalten  im  Blute  nach  Einverleibung  in  den  Magen  an  einer 
Reihe  isomerer  Säuren  zu  prüfen.  Hiezu  schienen  sich  die  Säuren 

i  Salicylsäure 
Oxybenzoesäure 
Paraoxybenzoßsäure 

zu  eignen,  da  von  der  erstgenannten  die  Eigenschaft,  einen 
hippursäureartigen  Abkömmlung  zu  bilden,  schon  im  positivem 
Sinne  erledigt  war. 

Man  ftihrt  die  Isomerie  dieser  3  Säuren  auf  die  verschiedene 
gegenseitige  Stellung  der  Hydroxyl-  und  Carboxylgruppe  zurück, 
und  ftir  den  Fall  als  alle  3  Säuren  Glycocoll  unter  Wasseraustritt 
aufnehmen  würden,  war  zu  erwarten,  dass  wieder  zwar  gleich 
zusammengesetzte,  aber  durch  die  Verschiedenheit  der  vom 
GlycocoUrest  eingenommenen  Stellungen  verschiedene  Säuren 
?on  der  Zusanunensetzung  der  Salicylursäure  G^H^NO^  entstehen 
werden. 

Ich  habe  den  früheren  Assistenten  Hr.  Dr.  L(5 bisch  fllr 
diesen  Gegenstand  zu  interessiren  vermocht;  derselbe  hat  an 
sich  selbst  die  Reaetion  mit  den  beiden  Säuren  vorgenommen, 
and  sich  auch  theilweise  an  den  Analysen  betheiliget.  Die  beiden 
zu  prüfenden  Säuren  verdanke  ich  meinem  Freunde  von  Barth; 
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die  Paraoxybenzo^säure  war  durch  Schmelzen  von  Anissäure 
mit  Kali  und  die  Oxybenzo^'säure  durch  gleiche  Behandlung  au8 
öulfobenzoSsäure  erhalten  worden. 

Die  zuerst  geprüfte  Säure  war  die  Oxybenzoösäure,  die  in 
Wasser  vertheilt  getrunken  wurde.  Der  während  mehrerer  Tage 
nach  Einnahme  von  etwa  15 — 20  6rm.  gesammelte  Harn  wurde 
im  Wasserbade  zum  SyTup  verdampft  und  nach  dem  Ansäuern 
mit  Salzsäure  mit  Äther  ausgeschüttelt.  Aus  den  vermischten 
Ätherrückständen  wurde  nach  Urakrystallisiren  aus  Weingeist 
und  Wasser  und  Reinigung  mit  Thierkohle  eine  Portion  zarter, 
feiner,  weisser,  seidenglänzender  Nadeln  erhalten,  die  von  ganz 
gleichartigem  Aussehen  waren  und  unter  dem  Mikroskop  keine 
Verunreinigung  mit  einem  zweiten  Körper  erkennen  liesseu.  Sie 
waren  in  Wasser  und  Alkohol  löslich,  ohne  Reaction  auf  Eisen - 
salze,  blieben  bei  100**  unverändert,  und  schmolzen  unter  gleich- 
zeitiger Braunfärbung  zwischen  189 — 191"*. 

Da  die  ersten  Verbrennungen  einen,  für  die  zu  erwartende 
Oxybenzoesäure  viel  zu  hohen  Kohlenstoff-  und  detto  Wasser- 
stoffgehalt ergaben,  wurde  eine  grössere  Partie  der  Säure 
der  Behandlung  mit  kochender  conc.  Salzsäure  unter\^'orfen. 
Dabei  trat  unter  BrauntSrbung  eine  körnig-krystallinische  Aus- 
scheidung auf,  die  von  der  sauren  braunen  Lösung  abfiltrirt, 
gewaschen  und  aus  kochendem  Wasser  umkrystallisirt  wurde. 
Der  Schmelzpunkt  196 — 2(X)®  und  die  Sublimirbarkeit  dieses 
Körpers  in  feinen  Nadeln  und  Warzen  sprachen  schon  für  ab- 
gespaltene Oxybenzo^'säure.  Um  für  die  Analyse  davon  recht 
reine  Substanz  zu  erhalten,  wurde  das  ganze  sublimirt,  und  da 
das  Sublimat  noch  nicht  ganz  weiss  war,  endlich  wieder  aus 
Wasser  und  unter  Zusatz  von  Thierkohle  umkrystallisirt.  Der 
Theil,  der  jetzt  davon  zur  Analyse  verwendet  werden  konnte, 
war  schon  sehr  klein  (0*1 65  Grm.),  so  dass  dies  einen  kleinen 
Ausfall  an  Kohlenstoff  bei  den  erhaltenen  Zahlen  wohl  erklärt : 
es  wurde  gefunden  60-1%  C  und  4*87o  H  gegenüber  der  Be- 
rechnung ftlr  Oxybenzoßsäure,  welche  verlangt:  ()0-8**/^('  und 
4 .  357o  H-  I^emungeachtet  konnte  ein  Zweifel,  dass  das  aus- 
geschiedene Product  des  Organismus  beim  Kochen  mit  Salzsäure 
die  eingenommene  Substanz  nach  Art  der  Hippursäuren  wieder 
gab,  nicht  mehr  bestehen. 
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Ebenso  vollständig  war  es  möglich,  bei  dieser  Zerlegung  an« 
dem  braunen  Filtrat  von  der  rohen  Oxybenzoösäure  Glycocoll  zu 
gewinnen;  es  gab  nach  der  Entfärbung  grosse  zerfliesslichc 
Krystalle,  die  mit  ttberschttssigem  ftilberoxyd  gekocht  wurden. 
Das  Filtrat  mit  Schwefelwasserstoff  entsilbei-t,  gab  bald  eine 
krystallinische  Ausscheidung,  und  erstarrte  auf  Zusatz  von 
absolutem  Alkohol  zu  einem  Brei  von  harten  Krystallkörnern. 
Diese  schmeckten  süss,  lösten  Kupferoxyd,  gaben  die  schöne 
Reaction  mit  Alloxan  und  wurden  noch  einmal  in  Wasser  gelöst 
und  mit  Alkohol  gefällt.  Ein  Tlieil  ist  dann  durch  Kochen  mit 
Kupferoxyd  in  die  Kupfenerbindung  übergeführt  worden,  die 
hellblaue  lange  glänzende  Nadeln  darstellte  mit  dem  verlangten 
Kupfergehalt,  und  der  Rest  wurde  noch  verbrannt,  wobei  erhalten 
^vurde : 

c  :n-3»„  (JiycocoU  \  e  lyj-i^/^ 

H     6-5%  verlangt  )h     (>-6\ 

Nachdem  so  die  Zei  setzungsproducte  einer  erwarteten,  mit 
(ilycocoll  gepaarten  Oxybenzofe'säure  unzweideutig  erhalten 
waren,  wurde  nochmals  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Reindar- 
^stellung  der  Säure  gerichtet,  die,  wie  oben  erwähnt,  viel  mehr 
Kohlenstoff  und  Wasserstoff  gegeben  hatte  als  einem  Isomeren 
der  Salicylursäure  entsprechen  würde.  Während  letztere  Säure 
verlangt : 
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lud  zwar  war  I  mid  II  von  der  zuerst  gewonnenen,  mehr- 
mals umkrystallisirten  Partie ;  III  von  einer  neuen  Darstellung. 
»Substanz  IV  wnrde  gewonnen,  als  die  ganze  Säure  durch  Kochen 
mit  aSilberoxyd  in  das  Silbersalz  verwandelt,  heiss  filtrirt  und 
das  sich  ausscheidende  flockige  Silbersalz  mit  Schwefelwasser- 
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Stoff  wieder  zerlegt  worden  war.  'Substanz  V  und  VI  ist  so 
erhalten,  dass  die  ganze  noch  vorräthige  Säure  m  kaltem  Wasser 
vertheilt,  und  nun  mit  Äther  geschüttelt  wurde.  Jede  Schichte 
wurde  abgedunstet  und  die  bleibende  Säure  noch  einmal  aus 
heissem  Wasser  umkrystallisirt;  N  V  ist  von  der  in  den  Äther 
übergegangenen  Säure  und  VI  von  der  in  der  wässrigen  Schichte 
gebliebenen. 

Obwohl  die  Differenzen  obiger  Analysen  (ich  theilte  alle  mit) 
grösser  sind  als  sie  bei  einer  reinen  Substanz  vorkommen  dürfen, 
so  ist  doch  auf  alle  Fälle  zu  ersehen,  dass  an  die  Zusammen- 
setzung einer  Säure  e^H^NO^  wie  sie  die  Salicylsäure  im  Organis- 
mus gibt,  nicht  zu  denken  ist. 

Noch  ein  Moment  musste  ich  berücksichtigen,  nämlich  die 
Verunreinigung  mit  einem  C  und  H  reichen  Köi-per  des  Harns, 
der  beim  Ausschütteln  mit  Äther  vielleicht  in  diesen  überging 
und  hartnäckig  allen  Krystallisationen  beigemischt  war. 

Normaler  (eigener)  Harn  wurde  in  grosser  Menge  verdampft 
bis  zum  Syrup  und  wie  oben  nach  dem  Ansäuern  mit  Salzsäure 
mit  Äther  geschüttelt.  Die  ätherischen  Destillatsrückstände  durch 
Kochen  mit  Wasser  von  riechenden  Körpern  und  mit  Thierkohle 
von  Farbstoff  befreit,  gaben  aus  Wasser  umkrystallisirt  eine 
nicht  grosse  Menge  von  weissen,  wenig  glänzenden  Kryställchen, 
die  sich  als  Hippursäure  zu  erkennen  gaben.  Auf  ihre  Reinheit 
geprüft  durch  die  Analyse  wurde  erhalten : 

C 60-57        „.  ..  .,mC 60-74 

H 5-06       HWursaurewdlJj^ ^.^^ 

Diese  Zahlen,  welche  nebenbei  zeigen,  wie  leicht  man  aus 
Menschenhani  Hippursäure  rein  erhält,  beweisen  auch,  dass 
eine  Verunreinigung  meiner  hypothetischen  Oxybenzursäure 
durch  einen  aus  dem  ätherischen  Hamextract  mit  übergegan- 
genen Körper  nicht  die  Ursache  der  hohen  erhaltenen  Kohlenstoff- 
und  Wasserstoffwerthe  sein  kann,  da  man  nur  Hippursäure  erhält, 
deren  Menge  weitaus  zu  klein  ist,  um  den  Kohlenstoff  meiner 
nicht  unbeträchtlichen  Quantität  Substanz  von  55  auf  59*/^,  zu 
heben,  und  anderseits  der  Wasserstoff  immer  höher  als  bei 
Hippursäure  war. 
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Die  analytischen  Zahlen  stehen  somit  in  einem  Widerspruch 
mit  den  Zei'setznngsprodueten  bei  der  Einwirkung  von  Salzsäure^ 
obwohl  bei  der  Analyse  der  Gesammtsubstanz  an  fieinigungs- 
versuchen  nicht  gespart  wurde.  Und  ganz  dasselbe  war  der  Fall 
bei  den  Versuchen  mit  Paraoxybenzoßsäure.  Der  Harn 
wurde  nach  deren  Einnahme  wie  früher  behandelt^  und  die 
ätherischen  Schttttelanzüge  mit  Thierkohle  etc.  gereinigt.  Die 
erhaltenen  weissen,  stark  glänzenden  feinen  Nadeln  schmolzen 
bei  205 — 208  und  erstarrten  nach  dem  Abkühlen  krystallinisch. 
Bei  der  Analyse  wurde  erhalten : 

C Ö8-17, 

H 0-2 

Indem  ich  so  die  erhaltenen  Resultate  mittheile,  bleibt  mir 
iioch  die  Vorstellung  wiederzugeben,  die  ich  mir  über  diesen 
Widerspruch  gemacht  habe.  In  den  gefundenen  Zahlen  ist  der 
V  und  H  in  dem  Verhältnisse  höher,  als  den  höheren  Homologen 
der  Salicylursäure  entsprechen  würde.  Da  fllr  die  genossenen 
Säuren  eine  Homologie  ausgeschlossen  ist,  so  wäre  nur  der  im 
Organismus  zugepaarte  Rest  ins  Auge  zu  fassen.  Ich  habe  an 
Alanin  gedacht,  aber  eine  genauere  Untersuchung  des  Hpaltungs- 
productes  schloss  auch  dieses  aus.  Methylirtes  und  äthylirtes 
Glycocoll  «aber  in  Verbindung  mit  Oxybenzo^*säure  würden  Zahlen 
verlangen,  sehr  ähnlich  den  gefundenen,  und  das  Aufti-eten  von 
nicht  substituirtem  Glycocoll  würde  nicht  mit  dieser  Annahme  im 
Widerspruche  stehen,  denn  von  dem  Äthylglycocoll  das  S  c  h  i  1 1  i  n  g 
(Annal.  d.  Chemie  Bd.  127)  dargestellt  hat,  ist  bekannt,  dass  es 
sich  beim  Kochen  der  wässrigen  Lösung  mit  Silberoxyd,  ja  schon 
beim  Verdunsten  seiner  Lösung  in  der  Wärme  in  OlycocoU  und 
Alkohol  wieder  spaltet. 

Die   Zusammensetzung  einer  methylirten   üxybenzofe'säure 
verlangt  die  Zahlen  von  A,  die  einer  äthylirten  jene  von  B : 
A  n 

C 57-417^         C 59- 19% 

H 0-26  „  H 5-82  „ 

and  zwischen  beiden  namentlich  B  nahe  liegen  die  gefundenen 
Werthe. 
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Es  ist  dies  die  einzige  plauHible  Vorstellung,  mit  der  ieh  die 
Analysen  in  Einklang  bringen  kann,  wobei  ich  den  letzten 
Beweisgrund,  nümlieh  die  Naehweisung  der  Athylgruppe  wenig- 
stens vorläufig  wegen  Mangels  des  nur  schwierig  und  auf- 
opfernd zu  gewinnenden  Materials  unterlassen  inuss.  Vielleicht 
finden  Andere  einen  passenden  Anhaltspunkt,  den  angeregten 
(iesichtspunkt  näher  zu  beleuchten,  und  ich  will  nur  noch  erwäh- 
nen, dass  das  Methylguauidin,  ein  einfaches  Zerlegungs])r(»duct 
des  Kreatins  und  daher  auch  dieses  selbst  das  Hadical  Methyl  in 
sich  birgt,  dass  das  Tyrosin  chie  Äthylverbindung  ist  und  das 
Oholin  der  Galle  omal  Methyl  im  MolecUl  enthäh  etc.,  so  das« 
also  an  diesen  einfachen  Kadicalen  im  Organismus,  zumal  in  der 
Leber  und  Galle,  kein  Mangel  ist. 

In  Hezug  auf  die  llii)pursäurcbildung  der  aromatischen 
Säuren  tlberhaupt  Hess  sich  erwarten,  dass  die  in  neuester  Zeit 
von  Strecker  (Zeitschrift  für  Chemie*  1868,  2io)  aufgefundene 
interessante  Zerlegung  der  Harnsäure  durch  JodwasscrstofTsänre 
bei  160 — 170**  in  (Jlycocoll,  Kohlensäure  und  Ammoniak  einen 
Aufschluss  geben  wllrde.  Hei  den  älteren  Untersuchungen  hier- 
über ist  meist  nur  an  das  (ilycocoll  der  Gallensäure  gedacht 
worden. 

Einen  zunächst  liegenden  \ersuch  habe  ich  vorläufig  ge- 
macht, von  dem  Gedanken  ausgehend,  dass  wenn  etwa  die  nasci- 
rende  Harnsäure  des  Organismus  Glycocoll  an  Henzo^säure  abge- 
ben wllrde,  nmn  dann  nach  Einnahme  der  letzteren  Säure  weni- 
ger, resp.  keine  Harnsäure  im  Harn  finden  mllsste.  Dies  hat  sich 
jedoch  nicht  bewährt;  ich  habe  bei  gleicher  Lebensweise  im 
Morgenharn  (10  Ihr  Abends  bis  7  I'hr  FrlUi)  0-CH3/]— 0- 182  Gmi. 
Harnsäure,  nach  15enzo(»'säuregenuss  ('/.,  (irm.)  sogar  mehr,  näm- 
lich 0*140  Grm.  gefunden. 

Auch  einige  Versuche  ausserhalb  des  Organismus,  Harnsäure 
und  Benzoesäure  unter  verschiedenen  Verhältnissen,  z.  B.  höherem 
Druck,  aufeinander  einwirken  zu  lassen,  haben  nichts  positives 
ergeben. 
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Untersuchungen  über  die  Wärmeleitung  in  Gasen. 

Erste  Abhandlung. 
Von  dorn  w.  M.  J.  Stefan. 

IJnreh  die  dynamische  Theorie  der  Gase  wurde  zuerst  der 
Druck  erklärt  als  Effect  der  »Stösse  der  rasch  bewegten  Molecüle. 
Aus  der  bekannten  Grösse  des  Druckes  und  der  Dichte  hat 
Clausius  eine  der  Constanten,  welche  die  Natur  jedes  Gases 
charakterisiren,  bestimnitj,  nändich  die  Geschwindi^i^keit  der  pro- 
gressiven Bewegung  der  GasmolecUle. 

Durch  dieselbe  Theorie  ist  von  Maxwell  das  Wesen  der 
inneren  Reibung  in  Oasen  erklärt  worden  als  Effect  des  Aus- 
tausches der  (Geschwindigkeiten  zwischen  den  in  verschiedenen 
Schichten  ver.^chieden  schnell  bewegten  >foleclllen.  Aus  den 
durch  die  AusHussversuche  von  Graham,  durch  die  Schwin- 
gungsversuche von  0.  L.  Meyer  und  Maxwell  gegebenen 
Werthen  der  inneren  Reibung  konnte  Maxwell  eine  zweite,  die 
Natur  der  Gase  bestimmende  Constante  ableiten,  nämlich  die 
Anzahl  der  Zusammenstösse,  welche  zwischen  den  Molecülen 
eines  Gases  in  der  Zefteinheit  stattfinden,  oder  die  mittlere  Länge 
des  Weges,  den  ein  MolecUl  von  einem  bis  zum  nächsten  Zusam- 
menstosse  macht. 

Aus  derselben  Theorie  folgt  aber  weiter,  dass  durch  die 
zwei  für  jedes  Gas  gefundenen  Constanten  auch  die  Geschwindig- 
keit der  Diffusion  verschiedener  Gase  und  die  Grösse  der 
Wärmeleitung  bestimmt  ist.  Es  sind  von  Loschmidt  eine  Reihe 
von  Bestimmungen  der  Diffusionsgeschwindigkeiten  fUr  ver- 
schiedene Gascombinationen  ausgefllhrt  worden  und  ich  habe 
gefunden,  dass  man  mit  Hilfe  der  bekannten  Constanten  der  Gase 
die  Ergebnisse  dieser  Versuche  hätte  vorausberechnen  können. 
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Wirklich  vorausberechnet  wurden  aber  solche  Zahlen  von 
Maxwell  und  C  lau  »ins  für  das  Wärmeloitungsvermögen  der 
(fase.  Für  die  Begründung  der  dynamischen  Gastheorie  ist  daher 
die  experimentelle  Bestimmung  dieses  Leitungsvermögens  von 
der  grössten  Wichtigkeit. 

Es  gehören  aber  schon  die  Bestimmungen  des  Leitungs- 
vennögens  der  Metalle  zu  den  schwierigsten.  Die  Fehler,  welche 
bei  solchen  Untersuchungen  unterlaufen,  sind  ganz  ungewöhnlich 
gross,  so  dass  z.  B.  Despretz  finden  konnte,  Platin  leite  die 
Wärme  besser  als  Kupfer,  während  Wiedemann  und  Franz 
das  Leitungsvermögen  des  Kupfers  dreimal  grösser  fanden  als 
das  des  Platin.  Und  dabei  handelt  es  sich  nur  um  relative 
Bestimmungen.  Allerdings  ist  durch  die  Metlioden  von  Forbes, 
N e u m a n  n  und  Angström  nun  ein  grosser  Fortschritt  gemacht, 
und  ^vird  ein  solcher,  hoffe  ich,  aus  den  in  den  vorliegenden 
Untersuchungen  augeregten  Methoden  auch  ftlr  dieses  Gebiet 
noch  erwachsen. 

Noch  schwieriger  wird  die  Aufgabe,  wenn  es  sich  um 
Flüssigkeiten  handelt.  Es  treten  hier  neue  Fehlerquellen  auf, 
welche  aus  den  Strömungen  innerhalb  der  Flüssigkeit  und  aus 
dem  Wärmeaustausch  zwischen  der  Flüssigkeit  und  den  sie  ein- 
schliessenden  Gefasswäuden  entspringen.  Es  sind  nur  wenige 
Versuche  in  dieser  Richtung  gemacht  worden  von  Despretz, 
dann  von  Paalzow,  welche  relative  Bestimmungen  zum  Ziele 
haben,  von  Lundquist,  welcher,  die  Angström 'sehe  Methode 
anwendend,  absolute  Bestimnumgen  lieferte.  Auch  auf  diesem 
Felde  werden  sich,  wie  ich  erwarte,  meine  Methoden  und  Apparate 
als  die  einfachsten  und  sichersten  von  allen  bisher  angewandten 
erweisen. 

Die  Schwierigkeiten,  mit  welchen  man  bei  Untersuchungen 
über  das  Leitungsvermögen  von  Flüssigkeiten  zu  kämpfen  hat, 
treten,  wenn  es  sich  um  Gase  handelt,  noch  in  vergrössertem 
Massstabe  auf.  Der  geringe  Wärmeinhalt  der  Gase  hat  zur  Folge, 
dass  der  Einfluss  der  Wände,  der  Einfluss  eingeführter  Thermo- 
meter so  gewaltig  wird,  dass  die  Grösse,  welche  man  sucht, 
verschwindet  gegen  die  Störungen,  die  sie  erleidet.  So  war 
Magnus   nur   (tlr  Wasserstoflfgas   die  Existenz   des   Leitungs- 
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Vermögens  zu  beweisen  im  Stande,  flJr  die  übrigen  Gase  gaben 
seine  Versuche  sogar  ein  negatives  Resultat. 

Die  verschiedenen  Versuche,  welche  ich  ausgeführt  habe, 
zerfallen  in  zwei  Arten.  Nach  der  ersten  Art  wurde  die  in  Cylin- 
dem  eingeschlossene  Luft  einseitig  entweder  von  oben  erwärmt 
oder  von  unten  abgekühlt.  Die  eingeschlossene  Luft  selbst  bildete 
die  thennometrische  Substanz  und  konnte  für  jeden  Zeitpunkt 
ihre  mittlere  Temperatur  manometrisch  bestimmt  werden.  Die  aus 
dieser  mittleren  Temperatur  fllr  das  Leitungsvermögen  abgeleitete 
Zahl  fiillt  zu  klein  oder  zu  gross  auS;  je  nachdem  in  den  Seiten - 
wänden  des  Cylinders  die  Wärme  langj^amer  oder  schneller  sich 
verbreitet,  als  in  der  Luft.  Der  erste  Fall  trat  ein,  wenn  die 
Wände  aus  Glas  waren,  er  trat  auch  noch  ein  bei  Wänden  aus 
Eisen,  hingegen  stellte  sich  der  zweite  Fall  her  bei  Wänden  aus 
Zink.  Es  steht  also  die  Luft  als  Temperaturleiter  zwischen  Eisen 
und  Zink. 

Bei  den  Versuchen  nach  der  zweiten  Art  wurde  eine  ab- 
geschlossene Luftmenge  von  allen  Seiten  gleichmässig  erwärmt 
oder  abgekohlt  und  wieder  konnte  für  jeden  Zeitpunkt  ihre 
Mitteltemperatur  manometrisch  bestimmt  werden.  Die  ersten 
Apparate  waren  kugelförmige  Luftthermometer  aus  Kupferblech, 
Die  aus  diesen  Versuchen  berechneten  Werthe  des  Leitungs- 
vermögens  sind  wegen  des  Einflusses  der  Strömungen  zu  gross. 
Ganz  befriedigende  Resultate  lieferten  erst  die  nach  der  letzten 
in  dieser  Abhandlung  beschriebenen  Methode  ausgeführten  Ver- 
suche^ bei  denen  doppelwandige  Luftthermometer  aus  Kupfer 
oder  Messingblech  angewendet  wurden,  derart,  dass  das  auf 
das  Leitungsvermögen  zu  untersuchende  Gas  den  Kanm  zwischen 
den  beiden  Metallhttllen  ausfüllt. 

Diesen  Apparat  möchte  ich  wegen  seiner  vorzüglichen  Eig- 
nung zur  Bestimmung  des  Wärmeleitungsvermögens  nicht  nur 
der  Luft;  sondern  auch  anderer  Substanzen,  Diathermometer 
nennen.  Die  mit  ihm  gefundenen  Werthe  des  Leitungs Vermögens 
der  Luft  stehen  nun  in  einer  wirklich  unerwarteten  Übereinstim- 
mung mit  der  von  Maxwell  vorausberechneten  Grösse  desselben. 
Meine  Versuche  liefern,  Centimeter,  Secunde  und  Gramm  als 
Einheiten  angeno.nmen,  die  Zahl  0-0000558,  das  Leitungsvermö- 
gen der  Luft  also  nahe  20000mal  kleiner  als  das  des  Kupfers, 
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nahe  3400mal  kleiner  als  das  des  Eisens.  Maxwell  sagte  vorher^ 
die  Luft  müsse  nahe  3500mal  schlechter  leiten  als  Eisen  und  nach 
der  von  ihm  aufgestellten  Formel  finde  ich,  in  obigen  Einheiten 
ausgedrückt,  das  Leitungsvermögen  der  Luft  =  ()-000054. 

Wenige  von  den  physikalischen  Theorien  haben  solche 
glänzend  bewährte  Vorherbestimmungen  aufzuweisen  und  muss 
nun  wolil  die  dynamische  Theorie  der  Gase  als  eine  der  am 
besten  begründeten  physikalischen  Theorien  angesehen  werden. 

Auch  ein  anderes  Gesetz,  das  durch  diese  Theorie  gegeben 
wurde,  nämlich  die  Unabhängigkeit  des  Leitungsvermögens  der 
liUft  von  ihrer  Üichte,  haben  die  Versuche  in  ganz  unzweifelhafter 
Weise  als  richtig  bewiesen. 

Ebenso  stimmen  die  relativen  Verhältnisse  der  Leitungsver-^ 
mögen  der  vei-schiedenen  Gase  mit  den  Formeln  von  MaxwelL 
Die  darauf  sich  beziehenden  Versuche,  sowie  die  noch  anzustel- 
lenden, über  die  Abhängigkeit  des  Leitungsvermögens  von  der 
Temperatur  werden  den  Inhalt  der  zweiten  Abhandlung  bilden. 
Ich  will  nur  ein  Factum  voraus  nehmen,  nämlich  dass  Wasserstoff- 
gas, sowie  Maxwell  es  vorhergesagt,  siebenmal  besser  die 
Wärme  leitet  als  die  Luft. 


Meine  ersten  Versuche  schliessen  sich  an  die  von  Despretz 
und  Paalzow  über  die  Wänneleitung  von  Flüssigkeiten,  von 
Magnus  über  die  Wänneleitung  in  Gasen  angestellten  insofeme 
an,  als  bei  denselben  auch  eine  cylindrische  Luftsäule  von  oben 
nach  ihrem  ganzen  Querschnitte  envärmt  wurde.  Sie  unterscheiden 
sich  aber  von  den  citirten  wesentlich  dadurch,  dass  erstens  nicht 
der  Heharrungszustand  abgewartet,  und  zweitens  dadurch,  dass 
nicht  durch  eingeführte  Thermometer  die  Temperatur  an  bestimm- 
tten  Stellen  der  Luftmasse  bestimmt,  sondern  letztere  selbst  als 
liermometrische  Substanz  verwendet  wurde,  der  ganze  Apparat 
also  ein  Luftthermometer  darstellte.  Zu  dem  Behüte  wurde  ihm 
folgende  Einrichtung  gegeben. 

In  einen  Glascylinder  wurde  an  dem  oberen  Ende  eine 
cylindrische  Büchse  aus  dünnem  Kupferblech  eingekittet.  Durch 
sie  wurde  der  Luft  im  Cylinder  Wärme  zugeführt.  Ihre  äussere 
Basis  war  deshalb  mit  drei  Röhrenansätzen  versehen ;  durch  den 
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einen  konnte  Wasserdampf  eingeleitet,  durch  den  andern  abge- 
leitet werden,  durch  den  dritten  ging  ein  Thermometer  in  die 
Büchse.  Den  Boden  des  Glascylinders  bildete  eine  Metallplatte, 
in  welche  in  der  Mitte  ein  Manometerrohr  und  daneben  ein  Hahn 
eingekittet  war. 

Die  Versuche  wurden  in  folgender  Weise  gemacht.  Zu  einem 
bestimmten  Zeitpunkte  wurde  ein  Rohr,  durch  welches  aus  einem 
geschlossenen  Siedegefiisse  reichlicher  Dampf  strömte,  in  die 
Eupferbüchse  eingeführt,  die  Schläge  einer  Secundenuhr  gezählt 
and  jene  Zeiten  notirt,  in  welchen  die  Flüssigkeit  im  Manometer- 
rohr bestimmte  Standänderungen  erfuhr. 

Direct  beobachtet  wurden  also  die  Druckzunahmen  der 
eingeschlossenen  Luftsäule  und  die  dazu  erforderlichen  Zeiten. 
Die  Zunahme  des  Druckes  bildet  das  Mass  für  die  Zunahme  der 
mittleren  Temperatur  der  im  Cylinder  befindlichen  Luft.  Wird 
die  Temperatur  der  Luft  vor  dem  Versuche,  welche  auch  gleich 
ist  der  Temperatur  der  Umgebung,  zum  Nullpunkt  der  Scala 
gewählt,  und  steht  dabei  die  Luft  im  Gewisse  unter  dem  Drucke 
p^  so  ist  die  mittlere  Temperatur  U  der  Luft,  wenn  der  Druck 
auf  j9  gestiegen  ist,  gegeben  durch  die  Gleichung 

worin  a  =  0 -00366  den  AusdehnungscoSflficienten  der  Luft  dar- 
stellt.  Die  Zunahme  des  Druckes 

^P  =  P—Po 
ist  also  mit  U  verbunden  durch  die  Gleichung 

Po 

Zur  Bestimmung  des  Wärmeleitungsvermögens  der  Luft 
ans  U  wurde  vorausgesetzt,  dass  sich  auf  die  Fortpflanzung  der 
Wärme  in  der  gegebenen  Luftsäule  die  Fundamentalgleichung 
der  Theorie  der  Wärmeleitung  anwenden  lasse,  nämlich  die 
Gleichung 

Stob.  d.  mathm.-Datnrw.  Gl.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  4 
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welche  die  Gesetze  der  Wärmevertheilang  in  einem  prismatischen 
oder  cylindrischen  Körper  gibt,  wenn  in  demselben  die  Tempera- 
tur in  allen  Punkten  eines  und  des  nämlichen  Querschnittes 
sich  in  gleicher  Weise  ändert,  auch  kein  Verlust  an  Wärme  nach 
der  Seite  «tattfindet.  In  der  citirten  Gleichung  bedeutet  u  die 
Temperatur  des  Querschnittes  in*  der  Tiefe  ^  zur  Zeit  ty  k  ist  der 
Quotient  aus  dem  Wärmeleitungsvermögen  JT,  und  der  specifischen 
Wärme  der  Volumseinheit  der  leitenden  Substanz,  welche,  wenn 
c  die  specifische  Wärme,  a  das  specifische  Gewicht  derselben  auf 
Wasser  als  Einheit  bezogen  sind,  durch  es  ausgedrückt  ist, 
so  dass 

•*  =  -.  (2) 

Hat  die  Luftsäule  ursprünglich  überall  die  Temperatur  Null 
und  wird  zu  Beginn  der  Zeit  t  die  Temperatur  der  oberen  Basis 
plötzlich  auf  den  Werth  a  gebracht  und  bei  diesem  Werthe  fortan 
erhalten,  so  hat  die  mittlere  Temperatur  zur  Zeit  t  den  Werth 


.._2a\fkt 


wenn  /,  die  Länge  des  Cylinders,  so  gross  ist,  dass  die  während 
der  Zeit  t  durch  die  untere  Endfläche  entwichene  Wärme  ver- 
nachlässigt werden  kann; 

Ist  diese  Voraussetzung  nicht  erlaubt,  dann  hat  U  einen 
andern  Werth  und  zwar  wird,  wenn  z.  B.  die  untere  Endfläche 
fortwährend  bei  der  Temperatur  Null  erhalten  wird, 

worin  m  abkürzend  für  —  gesetzt  ist.  Beide  Gleichungen  werden 

leicht  aus  den  diesen  Fällen  entsprechenden  Integralen  der 
obigen  Differentialgleichuhg  gewonnen. 

Die  Zunahme  des  Druckes  ist  also  im  ersten  Falle  gegeben 
durch  die  Formel 


Ajp_2art  \fkt 
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nnd  folgt  ans  dieser  Gleichung 


A  =  -!I^f^'* 


4«vnj9o 


]  •  (3) 


Die  Voraussetzung,  dass  bei  diesen  Versuchen  die  ein- 
geschlossene Luft  keine  Wärme  an  die  Wände  abgebe,  oder 
keine  von  ihnen  erhalte,  muss  allerdings  schon  von  vorneherein 
als  unzulässig  erscheinen.  Da  jedoch  bisher  noch  gar  keine  Ver- 
suche vorlagen,  welche  einen  Schluss  auf  die  Art  und  Grösse  des 
Einflusses  der  Wände  erlaubten,  so  mussten  zuerst  solche  gemacht 
werden,  um  die  möglichen  Abweichungen  von  den  aufgestellten 
Formeln  kennen  zu  lernen. 

Von  den  vielen  Versuchen,  die  ich  in  der  angegebenen 
Weise  ausgeftihrt  habe,  will  ich  nur  zwei  als  Beispiele  anführen. 

Der  erste  wurde  mit  einem  Glascylinder  von  15  Cm.  Länge, 
5-8  Cm.  Durchmesser,  nahe  2  Mm.  Wanddicke  gemacht.  Die 
Länge  des  eingeschlossenen  Luftcylinders  ist  13*8  Cm.  Die 
Manometerflttssigkeit  war  Wasser  und  sank  die  Wassersäule 
nach  Einfahrung  des  Wasserdampfes  um 

Theilstriclie  in  Secunden 

25 4 

35 8 

45 14 

55 *  24 

65 ,  .  49 

75 76 

85 107 

95 142 

105 184 

115  .......  237 

125 299. 

Die  Temperatur  der  äusseren  Luft  war  21  "*,  das  Thermometer 
in  der  Büchse  zeigte  100®.  Die  an  der  Manometerscala  ange- 
brachten Theilstriche  stehen  um  1*45  Mm.  von  einander  ab. 

Der  zweite  Versuch  wurde  mit  einem  Glascylinder  von 
15-5  Cm.  Länge,  11-1  Cm.  Durchmesser  undauch  nahe2Mm.  Wand- 

4» 
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dicke  gemacht.  Die  Länge  des  eingeschlosBenen  Lnftcylindera 
ist  14-5  Cm.  Die  Temperaturen,  wie  vorhin.  Die  Wassersäule 
sank  am 

Theilstriche  in  Secunden 

25 4 

35 9 

45 15 

55 22 

65 32 

75 41 

85 56 

95 77 

105 100 

115 124 

125 150. 

Ans  diesen  beiden  Versuchen  wird  der  Einflnss  der  GefUss- 
wände  schon  ersichtlich.  Die  Mitteltemperatur  steigt ,  anfänglich 
in  beiden  Gelassen  um  gleiche  Beträge  in  nahe  gleichen  Zeiten, 
nach  24  Secnnden  aber  wird  das  Wachstbum  derselben  im  engen 
Gefässe  sehr  bedeutend  verzögert  gegen  das  Wachstbum  im 
zweiten  GefUsse,  also  jedenfalls  im  ersten  relativ  mehr  Wärme 
an  die  Wand  abgegeben  als  im  zweiten. 

Wurde  dasselbe  Gefäss  mit  Wasserstoffgas  geflillt  und  der 
Versuch  wie  vorhin  gemacht,  so  sank  die  Wassersäule  um 

TheilBtriche  in  Secunden 

50 4 

70 8 

90 14 

110 23 

130 33 

150 60 

170 98 

190 140. 

Aach  hier  zeigt  sich  der  Einfluss  des  Wärmeverlastes  an  die 
Wände.  Während  in  den  ersten  30  Secunden  bei  diesem  Versuch 
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die  Wassersäule  um  dieselbe  Zahl  von  Theilstrichen  wie  bei  dem 
Versuche  mit  der  Luft,  in  einer  4-5 — 4-9mal  kleineren  Zeit  sinkt, 
sinkt  dann  diese  Verhältnisszahl  gleich  auf  2*7  herab  zum  Beweise, 
dass  das  WasserstoflFgas  einen  grösseren  Verlust  an  Wärme 
erleidet  als  die  Luft.  Geben  nun  diese  Versuche  das  Leitungs- 
rermögen  des  Wasserstoffgases  mindestens  4-5 — 4'9mal  grösser, 
als  das  der  Luft,  so  muss  geschlossen  werden,  dass  dasselbe 
noch  bedeutender  jenbs  der  Luft  tiberwiegt,  da  das  Wasserstoffgas 
jedenfalls  auch  schon  während  der  ersten  30  Secunden  stärkere 
WärmeTcrluste  erleidet,  als  die  Luft. 

Nach  der  oben  entwickelten  Formel  mtissen,  wenigstens  für 
die  ersten  Beobachtungen,  die  Höhen,  um  welche  die  Wassersäule 
sinkt,  sich  verhalten,  wie  die  Quadratwurzel  aus  den  zugehörigen 
Zeiten.  Dividirt  man  nun  die  Höhen  durch  die  Wurzeln  der 
Zeiten,  wie  dieselben  der  zweite  Versuch  ergeben,  so  erhält  man 
die  Quotienten 

12-5,  11-7,  11-7,  11-8,  11-5,  11-7,  11-3  u.  s.  w., 
deren  nahe  gleiche  Werthe  eine  merkwürdige  Übereinstimmung 
mit  der  aufgestellten  Formel  zeigen. 

Und  doch  ist*diese  Übereinstimmung  nur  eine  zufällige. 
Es  wurde  zwar  auch  für  andere  Versuche  der  gedachte  Quotient 
nahezu  constant  gefunden,  doch  variirte  diese  Constante  von 
einem  Versuch  zum  andern.  Nachdem  ich  sehr  viele  Versuche 
mit  verschiedenen  Apparaten  und  verschiedenen  Manometer- 
flüssigkeiten gemacht,  um  der  Sache  auf  den  Grund  zu  kommen, 
gab  endlich  folgende  Abänderung  der  Versuche  den  Beweis  für 
ihre  Bedeutungslosigkeit. 

Die  Erscheinungen  verliefen  nämlich  ganz  anders,  als  nicht 
mehr  Wasserdampf,  sondern  siedendes  Wasser  als  Erwärmungs- 
mittel angewendet  wurde.  Zu  diesem  Behufe  wurde  aus  der 
kupfernen  Büchse  der  obere  Boden  herausgenommen  und  zu 
Beginn  des  Versuches  heisses  Wasser  in  die  Büchse  geschüttet 
und  zugleich  der  Deckel  mit  dem  Dampfrohr  aufgesetzt,  so  dass 
das  Wasser  fortwährend  im  Sieden  blieb.  Die  Wassersäule  sank 
jetzt  schon  während  der  ersten  3  Secunden  um  83  Theilstriche, 
sie  sank  dann  noch  um  zwei  Theilstriche,  kehrte  aber  dann  um 
mi  stieg  langsam  zurück  in  die  Höhe  um  6  Theilstriche.  Von 
da  an  sank  sie  wieder,  erreichte  wieder 
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Theilstriche  nach  Secunden 

85 21 

95 39 

105 57 

115 82 

125 108 

135 136. 

Ebenso  verliefen  die  übrigen  auf  diese  Art  angestellten 
Versuche. 

Nach  diesem  Resultate  ist  nicht  zu  zweifeln,  dass  die  An- 
wendung des  Wasserdampfes  als  Erwärmer  einer  der  gemachten 
Voraussetzungen  nicht  entspricht,  dass  er  der  Bodenplatte  der 
Kupferbüchse  nicht  plötzlich  oder  wenigstens  in  sehr  kurzer  Zeit 
die  Siedetemperatur  des  Wassers  gibt,  sondern  dies  erst  nach 
längerer  Zeit  zu  Stande  bringt.  Die  oben  gefundene  Überein- 
stimmung der  Versuchsresultate  mit  der  aufgestellten  Formel 
hat  also  darin  ihren  Grund,  dass  mit  der  allmälig  steigenden 
Temperatur  der  Bodenplatte  der  Büchse  die  ebenfalls  steigende 
Wärmezufuhr  die  fortwährenden  Wärmeverlilste  der  eingeschlos- 
senen Luft  bei  dem  weiteren  Gefasse  nahe  compensirt,  während 
bei  dem  engeren  Gefässe  die  Verluste  überwiegen. 

Der  Verlauf  der  Erscheinung  bei  den  Versuchen  mit  sieden- 
dem Wasser  lehrt,  dass,  wenn  diese  zur  Bestimmung  des  Leitungs- 
vermögens verwendet  werden  sollten,  nur  Beobachtungen  inner- 
halb der  drei  ersten  Secunden  in  Betracht  kommen  können. 
Abgesehen  von  der  Schwierigkeit,  in  einer  so  kurzen  it  Zegenaue 
Bestimmungen  zu  machen,  ist  aber  noch  das  Verfahren  deshalb 
wenig  Erfolg  versprechend,  weil  durch  die  Operation  des  Ein- 
schüttens  des  Wassers  Fehlerquellen  geschaffen  werden,  deren 
Einfluss  gerade  in  der  ersten  Zeit  am  störendsten  ist. 

Ich  suchte  diese  Fehlerquelle  zu  vermindern,  indem  ich  die 
Versuche  dahin  abänderte,  dass  der  im  Cylinder  eingeschlossenen 
Luft  nicht  Wärme  zugeführt,  sondern  entzogen  wurde.  Der 
Apparat  erhielt  folgende  Umgestaltung.  Auf  das  untere  Ende  eines 
Glascylinders  wurde  eine  dünne  Kupferplatte  aufgekittet;  auf 
das  andere  Ende  eine  Messingplatte,  in  die  wieder  in  der  Mitte 
ein  Manometerrohr  und  daneben  ein  Hahn  eingekittet  waren. 
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Zu  einem  bestimmten  Zeitpunkte  warde  der  Olascylinder 
auf  eine  sorgfältig  geebnete  Schneefläehe  aufgesetzt  und  dann 
die  Zeiten  notirt,  in  welchen  die  Flttssigkeit  im  Manometerrohr 
bestimmte  Standänderungen  erfuhr.  Es  erwiesen  sich  jedoch  auch 
bei  dieser  Versuchsreihe  die  ersten  Bestimmungen  als  sehr  wenig 
verlässlicb. 

Benutzt  man  die  mitgetheilte  Beobachtung;  nach  welcher  in 
3  Secunden  die  Wassersäule  um  83  Theilstriche  =12  Cm.  fiel, 
um  nach  der  Formel  (3)  *  zu  berechnen,  so  hat  man  in  derselben 

/=  14-5,  A/>  =  12,  Pq=  1000 

«  =  0-00366,  fi  =  79,  t  =  3 

einzuführen  und  erhält 

*  =  0-094. 

Da  die  Wärmecapacität  der  Luft  bei  constautem  Volumen 
gegen  die  des  Wassers  als  Einheit  =  0-1686  ist  und  ein  Kubik- 
centimeter  Luft  0-001293  Granun  wiegt,  so  ist  das  Wärmeleitungs- 
?ermögen  der  Luft  nach  der  Formel  (2) 

K=  0-094x0-1686x0-001293  =  0-00002, 

eine  Zahl,  die  als  unterer  Grenzwerth  zu  betrachten  ist.  Sie  ist 
nämlich  jedenfalls  zu  klein,  weil  auch  schon  innerhalb  der  ersten 
drei  Secunden  Wärmeverluste  eintreten,  namentlich  aber  auch 
deshalb,  weil  die  Temperatur  der  Kupferplatte  auch  bei  Anwen- 
dung des  heissen  Wassers  auf  der  inneren  Seite  nicht  alsogleich 
die  Temperatur  100^  annimmt. 


War  so  nun  eine  untere  Grenze  für  das  Leitungsvermögen 
gefunden,  so  lag  es  nahe,  auch  eine  obere  zu  suchen.  Dazu 
konnte  dieselbe  Versuchsmethode  führen,  wenn  die  Gefässwand 
aus  einem  solchen  Material  gewählt  wird,  dass  die  Luft  während 
der  Erwärmung  von  oben  nicht  Wärme  an  die  Wand  verliert,  son- 
dern vielmehr  Wärme  von  ihr  gewinnt.  Dies  wird  der  Fall  sein, 
wenn  die  Wand  ein  besserer  Temperaturleiter  ist,  als  die  Luft. 
Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  eine  bestimmte  Temperatur- 
erhöhung in  einem  Körper  unter  gegebenen  Verhältnissen  fort- 
pflanzt, ist  nicht  abhängig  von  der  Grösse  des  Wärmeleitungs- 
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yermögeiiB  K  des  Körpers,  sondern  von  der  Grösse  des  Co6fBcien- 
ten  Ar.  Dieser  ist  nnn  z.  B.  für  Eisen  nach  den  Bestimmungen  von 
Angström  in  den  obigen  Massen  ausgedrückt  =  0'18,  für 
Wismuth  berechne  ich  ihn  mit  Hilfe  der  relativen  Messungen 
von  Franz  und  Wiedemann  zu  0-07.  Was  also  die  Güte  der 
Temperaturleitung  anbetrifft,  so  lehrt  schon  der  oben  für  Luft 
gefundene  Werth  von  *,  dass  die  Luft  unter  die  Metalle  sich 
einreiht.  Sollen  also  bei  den  anzustellenden  Versuchen  die  Gefäs9- 
wände  der  Luft  nicht  Wärme  entziehen,  sondern  ihr  solche 
zufllhren,  so  müssen  Metallgefilsse  angewendet  werden. 

Ich  wählte  zuerst  Cylinder  aus  Eisenblech,  dann  Cylinder 
aus  Zinkblech,  welche  oben  und  unten  mit  Kupferplatten 
geschlossen  und  mit  Manometern  versehen  wurden. 

Die  mit  diesen  Apparaten  angestellten  Versuche  lehrten 
nun,  dass  auch  in  den  Eisencylindem  die  Luft  noch  Wärme  an 
die  Wände  verliere,  dass  also  die  Luft  ein  besserer  Temperatur- 
leiter sei,  als  das  Eisen.  Hingegen  trat  bei  den  Apparaten  aus 
dickerem  Zinkblech  der  umgekehrte  Fall  ein.  Zu  einer  sicheren 
Bestimmung  des  Wärmeleitungsvermögens  der  Luft  konnten  aber 
auch  diese  Versuche  nicht  verwendet  werden,  obwohl  die  Bewe- 
gungen des  Manometers  mit  den  aufgestellten  Formeln  in  Über- 
einstimmung standen.  Der  Querschnitt  der  Cylinder  —  die  benütz- 
ten hatten  6 — 7  Cm.  im  Durchmesser  —  hätte  viel  grösser  gewählt 
werden  müssen,  denn  es  stellte  sich  heraus,  dass  sich  die  Ver- 
theilung  der  Wärme  in  der  Luft  nach  sehr  kurzer  Zeit  der  in  den 
Wänden  accomodirt  hat,  diese  Versuchsmethode  also  sich  besser 
zur  Bestimmung  des  Leitungsvermögens  der  Wände  verwerthen 
lässt,  als  zur  Bestimmung  des  Leitungsvermögens  der  Luft.  Ich 
werde  deshalb  in  einer  anderen  Abhandlung  auf  diese  Versuche 
und  ihre  bezeichnete  Anwendung  zurückkommen  und  will  jetzt 
zu  einer  anderen  Versuchsmethode  übergehen,  welche  in  über- 
zeugenderer Weise  einen  oberen  Grenzwerth  für  das  Leitungs- 
vermögen liefert. 

Bei  dieser  Methode  kommt  nämlich  der  Einfluss  der  Geftuss- 
wände  ausser  Spiel,  dadurch,  dass  einer  gegebenen  Luffcmasse 
die  Wärme  nicht  mehr  einseitig  zugeführt  oder  entzogen  wird, 
sondern  die  Zufuhr  oder  Abfuhr  an  der  ganzen  Begrenzung  in 
gleicher  Weise  geschieht. 
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Allerdings  tritt  bei  dieser  Methode  eine  andere  mächtige 
Fehlerquelle  auf,  nämlich  der  Einfloss  der  Strömungen.  Diese 
bewirken,  dass  die  in  dem  Gefässe  eingeschlossene  Luft  sich  viel 
rascher  erwärmt  oder  abktthlt,  als  sie  es  in  Folge  der  Leitung 
allein  thnn  könnte.  Es  erscheint  jedoch  wieder  annehmbar,  dass 
wenigstens  zu  Beginn  des  Versuches  die  Strömungen  noch  nicht 
80  gewaltig  die  Erscheinungen  gestört  haben  werden,  dass  das 
Besnltat  des  Versuches  zu  weit  von  dem  beabsichtigten  entfernt 
würde. 

Unter  den  Gef&ssformen,  welche  sich  einer  Berechnung 
unterziehen  lassen,  ist  die  Kugel  die  einfachste.  Es  wurde  also 
in  eine  Kugel  aus  dtlnnem  Kupferblech  von  8  Cm.  Durchmesser 
eine  zweimal  gebogene  Glasröhre  eingekittet,  welche  eine  Queck- 
silbersäule zur  Bestimmung  des  Druckes  der  eingeschlossenen 
Lufl  enthielt,  so  dass  dieser  Apparat  wieder  ein  Luftthermometer 
darstellt. 

Die  Kugel  wurde  zu  einem  bestimmten  Zeitpunkte  in  Eis- 
wasser getaucht  und  wieder  die  Zeit  notirt,  zu  welcher  das 
Quecksilber  um  bestimmte  Grössen  in  der  Röhre  sank.  E^  sank 
dasselbe 

um  10  Mm.  in  2  Secunden 

und  blieb  endlich  bei  dem  Stande  von  19  Mm.  stationär. 

Hat  eine  Kugel  anfänglich  durchwegs  die  Temperatur  Null 
und  wird  ihre  Oberfläche  zu  Beginn  der  Zeit  plötzlich  auf  die 
Temperatur  a  gebracht  und  bei  dieser  auch  fortan  erhalten,  so 
hat  die  mittlere  Temperatur  der  Kugel  zur  Zeit  t  den  Werth 

U=  all ^  L-^-^-je'^'^'  -^-^e-^'-h |1 , 

worin  m  für  — g-  gesetzt  ist,  unter  r  den  Radius  der  Kugel  ver- 
standen. 

Ist  der  anfangliche  Druck  j»^,  die  in  der  Zeit  t  eingetretene 
Drnckänderang  Ap,  so  ist 

^p  =  0'003mp^U. 
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Die  am  Ende  des  Versuches  sich  einstellende  bleibende 
Drnckänderung  sei  Apj,  so  ist 

A/?,  =  0-00366j»^ö, 
also  hat  man 

^p^       a  7z^\  4t  J 

Berechnet  man  aus  den  obigen  Daten  m,  was  mit  Hilfe  einer 
für  die  Exponentialreihe  entworfenen  Tafel  geschehen  kann,  so 
folgt  aus  der  ersten  Beobachtung  iwt=  0-173,  aus  der  zweiten 
m  =  0-267,  und  aus  diesen  Werthen  folgt,  wenn  r  =  4  Cm.  ein- 
geführt  wird,  k  =  0-28  aus  der  ersten,  *  =  0-43  aus  der  zweiten 
Beobachtung. 

Der  viel  grössere  letztere  Werth  zeigt,  wie  bedeutend  mit 
wachsender  Zeit  der  Einfluss  der  Strömungen  sich  gestaltet. 

Der  erste  der  beiden  Werthe  steht  jedoch  in  Übereinstinunung- 
mit  dem  vorhin  gefundenen  Resultate,  dass  die  Luft  als  Tempera- 
turleiter zwischen  Eisen  und  Zink  falle ;  es  ist  nämlich,  wie  schon 
oben  bemerkt  wurde,  für  Eisen  *  =  0-18,  für  Zink  hingegen 
berechnet  sich  nach  der  Bestimmung  von  Neu  mann  *  =  0-45. 
Auch  bei  wiederholten  Versuchen  haben  sich  für  k  aus  der  an- 
fanglichen Beobachtung  nur  wenig  von  diesem  verschiedene 
Werthe  gegeben.  Es  ist  aber  wegen  der  Kürze  der  Zeit  diese 
anfängliche  Beobachtung  sehr  unsicher.  Ich  suchte  deshalb  diese 
Zeit  zu  verlängern  dadurch,  dass  ich  eine  grössere  Kugel  von 
32  Cm.  Durchmesser  zu  einem  Luftthermometer  einrichtete  und 
mit  derselben  ähnliche  Versuche  wie  mit  der  kleinen  ausführte. 

Die  Quecksilbersäule  sank  um 

5  Mm.  in    6  Secunden 
10     ,     „  11 

und  blieb  beim  Stande  von  20  Mm.  stehen,  und  zwar  war  dieser 
Stand  nach  30  Secunden  schon  erreicht.  Aus  der  ersten  Beobach- 
tung erhält  man  *  =  0-32,  die  folgenden  geben  ebenfalls  viel 
grössere  Werthe.  Die  Strömungen  sind  in  der  grossen  Kugel 
noch  bedeutender  und  gab  sich  ihr  Einfluss  auch  durch  die 
hüpfende  Bewegung  des  Quecksilbers  im  Manometer  kund. 
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Die  Zahl  0-30  k^nn  also  als  ein  genäherter  und  zwar  wahr- 
scheinlich zu  grosser  Werth  der  Grösse  *  betrachtet  werden  imd 
ihm  entsprechend  folgt  das  Leitungsvermögen  der  Luft 

ür=  0-000065. 


Soll  das  Princip  der  allseitigen  Erwärmung  zu  genaueren 
Resultaten  fähren,  so  mtissen  die  beiden  grossen  Übelstände 
beseitigt  werden,  an  denen  diese  Methode  leidet,  nämlich  erstens 
der  Einflass  der  Strömungen,  und  zweitens  die  grosse  Geschwin- 
digkeit, mit  der  sich  der  Endzustand,  auch  abgesehen  von  den 
Strömungen,  in  einer  Luftmasse  von  beschränkten  Dimensionen 
herstellt.  Es  gelang  mir  dies  mit  dem  folgenden  Apparate. 

Ein  Cylinder  aus  dünnem  Messing-  oder  Kupferblech  ist  als 
Lufttbermometer  eingerichtet.  Er  ist  also  hermetisch  geschlossen, 
an  die  obere  Platte  ist  ein  kleines  Röhrchen  aus  demselben 
Metall  gelöthet,  so  dass  das  Röhrchen  in  das  innere  des  Cylinders 
hineinragt.  In  dieses  Röhrchen  ist  eine  Glasröhre  eingekittet, 
welche  als  Manometerrohr  zu  fungiren  hat.  Das  Glasrohr  geht 
luftdicht  durch  einen  Kork,  der  ebenfalls  luftdicht  in  ein  SchUssel- 
chen  aus  dem  gleichen  Metall  eingepresst  ist.  Dieses  Schüssel- 
chen hat  in  der  Mitte  des  Bodens  eine  kreisförmige  Öffnung, 
durch  welche  das  Glasrohr  hindurchgeht,  jedoch  so,  dass  es  mit 
dem  Metall  nicht  in  Berührung  steht.  Die  Öflftiung  hat  deshalb 
emen  nahe  um  2  Mm.  grösseren  Durchmesser  als  das  Glasrohr. 
Diese  ganze  Vorrichtung  steckt  nun  in  einem  zweiten  Cylinder 
ans  demselben  Metall,  welcher  weiter  und  höher  ist  als  der  erste 
und  zwar  derart,  dass  der  innere  Abstand  der  beiden  Cylinder- 
mäntel  ebenso  gross  ist,  als  der  Abstand  der  beiden  Bodenflächen 
von  einander  und  als  der  Abstand  der  oberen  Bodenfläche  des 
mneren  Cylinders  vom  Boden  des  aufgesteckten  Schüsselchens, 
dessen  Boden  eben  nach  Einführung  in  den  weiteren  Cylinder  als 
obere  Basis  diesen  Cylinder  schliesst. 

Das  in  den  inneren  Cylinder  eingekittete  Glasrohr  steigt 
erst  vertikal  auf,  ist  dann  nach  abwärts  gebogen  und  mündet  in 
eine  kurze  mit  Quecksilber  gefüllte  Eprouvette.  Um  nun  vor  dem 
Versuch  das  Quecksilber  auf  die  gewünschte  Höhe  im  Manometer- 
rohr bringen  zu  können,  ist  folgende  Einrichtung  getroffen.  Die 
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Eprouvette  ist  durch  einen  Kork  geschlossen,  der  zwei  Bohrungen 
hat,  durch  die  eine  geht  das  Manometerrohr,  welches  unter 
Quecksilber,  durch  die  andere  ein  Glasröhrchen,  das  nicht  ins 
Quecksilber  taucht.  Durch  dieses  Röhrchen  kann  Luft  aus  der 
Eprouvette  und  somit  auch  aus  dem  inneren  Cylinder  gesaugt 
und  in  diesem  zur  geeigneten  Verdünnung  gebracht  werden.  Soll 
nach  dem  Versuche  das  Quecksilber  aus  dem  Manometer  wieder 
entfernt  werden,  so  wird  zuerst  die  Eprouvette  weggenommen, 
entleert,  dann  wieder  auf  den  Kork  aufgesteckt,  und  kann  jetzt 
das  Quecksilber  aus  dem  Manometer  wieder  mit  Hilfe  des  kleinen 
Röhrchens  herausgesaugt  werden. 

Der  Versuch  wird  in  folgender  Weise  gemacht.  Der  Apparat, 
der  durch  seine  ganze  Masse  dieselbe  Temperatur,  die  des 
Zimmers  hat,  wird  in  ein  mit  Schnee  und  Wasser  ausgefülltes 
Gefäss  getaucht.  Der  äussere  Mantel  nimmt  die  Temperatur  Null 
in  einer  sehr  kurzen  Zeit  an,  entzieht  der  Luft,  welche  den 
Zwischenraum  ausfüllt,  Wärme,  diese  entzieht  wieder  Wärme 
dem  inneren  Cylinder,  dessen  Temperatur  nun  allmälig  sinkt, 
wie  das  im  Manometerrohr  aufsteigende  Quecksilber  zeigt. 

Der  Nullpunkt  der  am  Manometer  verschiebbaren  Scala 
wird  so  gestellt,  dass  das  Quecksilber  vor  dem  Versuche  etwa 
3  Mm.  unter  diesem  Nullpunkte  steht.  Die  Zeit  wird  von  dem 
Augenblicke  an  gezählt,  in  welchem  das  Quecksilber  den  Null- 
punkt  erreicht,  und  die  Secunden,  in  welchen  das  Quecksilber 
um  je  5  Mm.  höher  gekommen  ist,  notirt.  Ebenso  wird  auch  der 
Stand,  welchen  das  Quecksilber  zum  Schlüsse  bleibend  beibehält, 
angemerkt. 

Vom  inneren  gegen  den  äusseren  Cylinder  findet  eine 
continuirliehe  Wärmeströmung  statt  und  die  Menge  der  in  einer 
bestimmten  Zeit  von  innen  nach  aussen  übergeführten  Wärme 
ist  abhängig  von  der  Temperaturdifferenz  zwischen  innerem  und 
äusserem  Mantel,  von  der  Grösse  ihrer  Oberflächen,  von  dem 
Abstände  dieser  beiden  von  einander  und  von  der  Grösse  des 
Leitungsvermögens  der  den  Zwischenraum  ausfallenden  Substanz, 
in  diesem  Falle  der  Luft. 

Ich  setze  voraus,  dass  die  in  einem  Zeitelemente  dt  vom 
inneren  zum  äusseren  Cylinder  übergehende  Wärmemenge  der 
Temperaturdifferenz  der  beiden,  welche  sie  zu  dieser  Zeit  haben 
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dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Oberflächen  direct,  dem 
Abstände  der  beiden  Oberflächen  verkehrt  proportional  ist,  also 
ausgedruckt  werden  kann  durch 

KF^dt 


Darin  bedeutet  6  die  TemperaturdiflFerenz  der  beiden  Cylinder, 
also  in  unserem  Falle,  in  welchem  der  äussere  Cylinder  die 
Temperatur  Null  hat,  die  Temperatur  des  inneren  Cylinders. 
F  stellt  das  Mittel  der  beiden  Oberflächen,  A  ihre  Distanz  dar. 
K  ist  dann  das  Leitungsvermögen  der  den  Zwischenraum  aus- 
fällenden Substanz. 

Dieser  Ausdruck  flir  die  in  der  Zeit  dt  durchgehende  Wärme 
ist  demjenigen  nachgebildet,  welchen  man  in  der  Theorie  der 
Wärmeleitung  für  den  Fall  des  Durchgangs  der  Wärme  durch 
einen  von  zwei  parallelen  Wänden  begrenzten  Körper  aufstellt, 
welche  Wände  forfkn  bei  constanten  um  Ö  verschiedenen  Tempe- 
raturen gehalten  werden.  Die  Vertheiluug  der  Temperaturen 
innerhalb  des  Körpers  ist  nach  dem  Gesetze  der  geraden  Linie 
bestimmt,  wenn  K  von  der  Temperatur  selbst  unabhängig  ist. 
Derselbe  Ausdruck  gilt  auch  flir  den  stationären  Übergang  der 
Wärme  von  einer  isothermen  Fläche  zu  einer  sehr  nahen  andern, 
wenn  die  Temperaturen  in  beiden  Flächen  constant  bleiben.  Bei 
nicht  sehr  kleiner  Distanz  iet  allerdings  für  die  cylindrischen 
Theile  der  Oberfläche  ein  von  den  Logarithmen  der  Radien  ab- 
hängiger Ausdruck  theoretisch  richtiger. 

In  unserem  Falle  ändert  sich  aber  die  Temperatur  der  einen 
isothermen  Fläche  fortwährend.  Wenn  daher  obiger  Ausdruck 
auch  für  diesen  Fall  angewendet  wird,  so  ist  dabei  vorausgesetzt, 
dass  die  mit  der  Änderung  der  Temperatur  des  inneren  Cylinders 
nöthige  Änderung  der  Vertheilung  der  Temperatur  im  Zwischen- 
raum mit  ersterer  gleichmässig  erfolge. 

Die  in  der  Zeit  dt  dem  inneren  Cylinder  entführte  Wärme- 
meuge  lässt  sich  aber  noch  ausdrücken  durch 

— PCrfÖ. 

Darin  ist  — rfö  die  in  der  Zeit  dt  erfolgte  Temperaturabnahme, 
C  die  specifiscbe  Wärme,  P  das  Gewicht  des  Cylinders.  Die 
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Wärmemenge ,  welche  die  im  Cyliiider  eingeschlossene  Luft 
verliert,  kann  vernachlässigt  werden,  ebenso  auch  die  Störung, 
welche  das  Glasröhrchen  veranlasst.  Zur  Bestimmung  von  0  als 
I'unction  der  Zeit  haben  wir  also  die  Gleichung 

P€,^  =  -^J^  (4) 

deren  Auflösung 

6  =  6,e-3-  (5) 

ist,  worin  ö^  den  Werth  von  6  zur  Zeit  f  =  0,  also  die  Anfangs- 
temperatur des  Cylinders  bedeutet,  und  abkürzend 

gesetzt  ist. 

Zur  Prüfung  dieser  Formel  ist  es  nothwendig,  die  Temperatur 
des  inneren  Cylinders  ftir  bestimmte  Zeiten  ziTkennen.  Es  wird 
wieder  vorausgesetzt,  dass  die  Temperatur  des  Cylinders  der 
Temperatur  der  in  ihm  eingeschlossenen  Luft  gleich,  also  durch 
den  Druck  dieser  Luft  bestimmbar  sei. 

Ist  Pq  Druck  zu  Beginn  der  Zeit,  p  zur  Zeit  t,  und  />,  am 
Ende  des  Versuches,  nachdem  die  Luft  im  inneren  Cylinder  die 
Temperatur  0^  angenommen  hat,  so  ist 

Po  =  (l-+-«öo>P  ;>  =  (l-4-a6)p„ 
woraus 

6        p—p, 

sich  ergibt.  Es  ist  also 

P±ZPl  =  e^t 
P—Pi 

oder,  für  die  numerische  Berechnung  eingerichtet, 

.      log  (Po-p.)  -  log  (p-y.)  _  ß  i^g  ^.  (7) 

Sind  die  gemachten  Voraussetzungen  zulässig,  so  muss  sich 
aus  den  Versuchen  der  Quotient  auf  der  ersten  Seite  dieser 
Gleichung  als  constante  Zahl  ergeben. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Untersuchungen  über  die  Wänneleitung  in  Gasen.  63^ 

Was  die  Drücke  anbetrifft,  so  können  dieselben,  da  nur  ihre 
Verhältnisse  in  Betracht  kommen,  nach  beliebigem  Masse  gemes- 
sen werden.  Es  ist  daher  auch  nicht  nothwendig,  die  Correction 
wegen  des  mit  dem  Steigen  des  Quecksilbers  im  Manometerrohr 
yerbundenen  Sinkens  des  Niveauos  im  Quecksilberreservoir  anzu- 
bringen. 


Ich  will  nun  die  Versuche,  welche  ich  mit  verschiedenen  in 
der  beschriebenen  Weise  construirten  Apparaten  ausgeftthrt 
habe,  der  Reihe  nach  folgen  lassen. 

I.  Versuch. 

Apparat  aus  Kupfer. 

Innerer  Radius  des  äusseren  Cylinders  =  2089  Cm.,  Höhe 
des  inneren  Cylinders  =6-88  Cm.,  Abstand  der  beiden  Mantel- 
flächen A  =  0-2346  Cm.,  Gewicht  des  inneren  Cylinders  =  59-65 
Oramm. 

Der  innere  Radius  des  äusseren  Cylinders  wurde  aus  dem 
Crewichte  des  Wassers,  welches  er  fasst,  bestimmt,  ebenso  A  aus 
dem  Gewichte  des  Wassers,  welches  der  Zwischenraum  der 
beiden  Cylinder  fasst. 

Die  Zahlen  in  der  ersten  Columne  der  folgenden  Tafel 
bedeuten  die  Höhen  der  Quecksilbersäule  im  Manometer,  aus- 
gedrückt in  Millimetern,  die  Zahlen  in  der  zweiten  Columne  die 
Zeiten,  in  welchen  diese  Höhen  erreicht  wurden,  in  Secunden, 
die  Zahlen  in  der  dritten  Columne  sind  die  nach  der  Formel  (7) 
berechneten  Werthe  von  ß  log  e. 


h 

/ 

ßJog« 

5 

27 

0-00204 

10 

58 

205 

15 

94 

205 

20 

137 

206 

25 

192 

206 

30 

263 

209 

41-8 

oo 
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II.  Versac 

!h. 

Apparat  derselbe, 

wie  beim  ersten  Versuche 

h 

1 

Ploge 

5 

29 

0-00204 

10 

62 

207 

15 

101 

208 

20 

147 

212 

25 

210 

212 

30 

304 

209 

39 

oo 

III.  Versuch. 

Apparat  derselbe, 

wie  beim  ersten  und  zweil 

h 

t 

ßXoge  ' 

5 

27 

0-00206 

10 

58 

205 

15 

95 

204 

20 

139 

205 

25 

194 

206 

30 

269 

206 

41-6 

OO 

Die  Abweichungen,  welche  die  aus  einem  und  demselben,, 
und  die  aus  den  verschiedenen  Versuchen  abgeleiteten  Werthe 
von  ß  log  e  zeigen,  sind  so  klein,  dass  sie  durch  die  Fehler  der 
Zeitbeobachtungen  allein  schon  erklärt  werden  können.  Es  kann 
daher  die  Anwendbarkeit  der  obigen  Betrachtungen  und  Rech- 
nungen auf  diese  Versuche  als  hinreichend  begründet  angesehen 
werden. 

Aus  diesen  Versuchen  findet  man  nun  K  nach  der  Formel 

PCAjSlogg 
Flog^     • 

Es  ist  nun  P=  59-65;  wird  die  specifische  Wärme  de» 
Kupfers  C=  00935  genommen,  so  folgt  PC  =5-577.  Die  innere 
Oberfläche  des  äusseren  Cylinders  ist  =  123-9  Quädratcentimeter, 
die  äussere  Oberfläche  des  inneren  Cylinders  ist  =  101-8,  also 
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F=  112-85  und  Flöge  =  4901.  Führt  mau  noch  A  =  0-2346 
dn,  80  wird 

Nimmt  man  ans  den  Zahlen  des  ersten  Versnches  ftlr  ß  log  e 
das  Mittel  =  0KX)206,  so  folgt 

4^=  0-0000561. 

Nimmt  man  ans  dem  zweiten  Versnche  ß löge =0-00208; 
80  folgt 

Z=  0-0000568. 

Der  dritte  Versuch  gibt  im  Mittel  |3  log  e  =  0-00205,  also 

jr=  0-0000560. 

IV.  Versuch. 

Apparat  aus  Kupfer. 

Äusserer  Cylinder  derselbe,  wie  bei  den  drei  ersten  Ver- 
suchen. Höhe  des  inneren  Cylinders  =  6-36  Cm.,  Abstand  der 
beiden  Mantelflächen  A  =  0-512  Cm.,  Gewicht  des  inneren 
Cylinders  =:  52-6  Gramm. 


A 

t 

ßloge 

5 

59 

0-00097 

10 

126 

98 

15 

209 

96 

20 

304 

98 

25 

431 

97 

30 

606 

97 

40-4 

oo 

V.  Versuch. 
Apparat  derselbe,  wie  beim  vierten  Versuch. 


k 

f 

ßloge 

5 

64 

0  00099 

10 

140 

98 

15 

232 

98 

20 

348 

98 

25 

504 

98 

36-8 

oo 

sab.  d.  mMbmD.-DMarw.  Cl.  LXV. 

Bd.  II.  Abth. 
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Es  tritt  auch  bei  diesem  zweiten  Apparat^  in  welchem  der 
Abstand  der  beiden  Mantelflächen  mehr  als  doppelt  so  gross  ist 
als  im  ersten,  die  Anwendbarkeit  der  obigen  Formeln  in  un- 
zweifelhafter Weise  hervor. 

Da  nun  P=52-6,  so  folgt  PC  =  4-918.  Die  innere  Ober- 
fläche des  äusseren  Cylinders  ist  jetzt  =  124-3,  die  äussere 
Oberfläche  des  inneren  Cylinders  =  78-65,  daher  F=  101-5  und 
Flog  e  =  44-08.  Femer  ist  A  =  0-51 2  und  ergibt  sich 

Z=0-05711ßlog^. 

Nimmt  man  aus  dem  vierten  Versuche  ^  log  <?  =  0-00097, 
so  folgt 

Z=  0-0000554. 

Für  ß log <?  =  000098  nach  dem  fünften  Versuche  folgt 

Z=  0-0000560. 


VI.  Versuch. 

Apparat  aus  Messing. 

Innerer  Radius  des  äusseren  Cylinders  =  1-939  Cm.,  Höhe 
des  inneren  Cylinders  =  6  Cm.,  Abstand  der  beiden  Mantelflächen 
A  =  0-239  Cm.,  Gewicht  des  inneren  Cylinders  =  30-38  Gramm. 

Dieser  Apparat  unterscheidet  sich  von  den  zwei  vorher- 
gehenden noch  dadurch,  dass  er  mit  zwei  Hähnen  versehen  ist, 
von  denen  der  eine  im  Boden  des  äusseren  Cylinders  eingekittet 
ist,  der  andere  neben  dem  Manometerrohr  durch  den  Kork  hin- 
durchgeht. 
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ßlog«- 
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Vn.  Versuch. 
Apparat  derselbe,  wie  beim  sechsten  Versuch. 


h 

f 

ßloge 

5 

21 

0-00334 

10 

47 

325 

15 

79 

326 
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122 

323 

25 

185 

322 

33-5 

oo 

Nimmt  man  die  specifische  Wärm  3  des  Messings  =  0-0939, 
so  ist,  da  P=  30-38,  P(7=  2-853.  Die  innere  Oberfläche  des 
äusseren  Cylinders  ist  =  102-5,  die  äussere  des  inneren  =  82-25 
alßo  F=  92-38,  Flog^  =  40-12,  und  da  A  =  0-239,  so  ergibt  sich 

Jir=  0-016996/3  log  ^. 

Wird  aus  dem  sechsten  Versuche  /3  log^  =  0-00325  genom- 
men, 80  folgt 

Jir=  0-0000552. 

Der  siebente  Versuch  gibt  j3  log  ^  =  0-00326,  somit 
J5r=  0-0000554. 

VIII.  Versuch. 

Bei  diesem  wurde  derselbe  Apparat  benutzt,  wie  bei  dea 
zwei  vorhergehenden  Versuchen.  Es  wurde  jedoch  die  Luft  in 
dem  Zwischenräume  zwischen  den  beiden  Cylindem  verdttniit. 
An  einem  an  der  Stelle  des  oberen  Hahns  angebrachten  Manometer 
wurde  der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  bestimmt.  Die  Höhe 
der  Quecksilbersäule  im  Manometer  war  320  Mm.,  der  Barometer- 
stand während  des  Versuches  748,  bleibt  also  für  den  Druck  der 
eingeschlossenen  Luft  428  Mm.  oder  0-56  Atmosphäre. 
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ßXoge 
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Für  ßlog^  ergeben  sich  also  aus  diesem  Versuche  dieselben 
Zahlen^  wie  aus  den  beiden  vorhergehenden  Versuchen^  bei 
welchen  die  leitende  Luft  unter  dem  gewöhnlichen  Drucke  stand. 
Damit  ist  zugleich  auf  das  schlagendste  bewiesen,  dass  die 
Grösse  des  Wärmeleitungsvermögens  der  Luft 
unabhängig  ist  von  ihrer  Dichte, 

Nimmt  man  ß  log  ^  =  0-00325,  so  folgt  wieder 

K=  0-0000552. 

Die  aus  diesen  acht  Versuchen  resultirenden  Werthe  von  K 
sind  demnach 

jr=  0-0000561 
568 
560 
554 
560 
552 
554 
552 


im  Mittel  ir=  0-0000558  und 
,  *  =  0-256. 

Das  Wärmeleitungsvermögen  des  Kupfers  ist  in  den  hier 
angenommenen  Massen  nach  der  Bestimmung  von  Neu  mann 
==  1-108,  nach  der  Bestimmung  von  Angström  =0-91;  es 
leitet  also  die  Luft  nahe  20000mal  schlechter  als  das  Kupfer. 

Nach  Forbes  ist  das  Leitungsvermögen  des  Eisens  bei 
25*r=0'1875,  das  geftmdene  Leitungsvermögen  der  Luft  also 
3360mal  kleiner  als  das  des  Eisens;  Maxwell  berechnete  es 
aus  seiner  Theorie  mit  Zuhilfenahme  seiner.  Über  die  innere 
Reibung  der  Luft  gemachten  Versuche  als  3500mal  kleiner. 

Es  ist  im  vorhergehenden  vorausgesetzt  worden,  dass  die 
Wärme  von  dem  inneren  Cylinder  zum  äussern  nur  durch  Leitung 
gelange,  die  Strahlung  wurde  ganz  vernachlässigt.  Um  zu  erfah- 
ren, wie  gross  der  durch  diese  Vernachlässigung  begangene 
Fehler  sei,  machte  ich  einen  Versuch  mit  dem  ersten  Apparate 
in  der  Abänderung,  dass  die  innere  Oberfläche  des  äusseren 
Cylinders  berusst,  die  äussere  Oberfläche  des  inneren  Cylinders 
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aber  mit  Tasche  bedeckt  wurde.  Der  Versuch  lieferte  folgende 
Daten: 


A 

( 

ß\oge 

5 

26 

0- 00209 

10 

55 

212 

15 

88 

215 

20 

129 

214 

25 

180 

214 

30 

249 

213 

42-2 

oo 

Die  Werthe  von  ß  log  e^  welche  dieser  Versuch  liefert,  sind 
so  wenig  grösser,  als  die  aus  den  drei  ersten  Versuchen  gefunde- 
nen, dass  diese  Abweichungen  auch  durch  andere  Ursachen,  als 
durch  die  yermehrte  Strahlung  bedingt  sein  können,  so  durch  die 
m  Folge  der  Bedeckung  der  Flächen  eingetretene  Verminderung 
ihres  Abstandes.  Es  beweist  also  dieser  Versuch,  dass  die  gefun- 
denen Werthe  von  K  wirklich  das  Leitungsvermögen  der  Luft  für 
die  Wä.rme  darstellen,  insofern  die  Strahlung  einen  die  Grenzen 
der  Beobachtungsfehler  kaum  übersteigenden  Beitrag  zu  diesen 
WertheB  von  K  liefert,  namentlich  bei  polirten  Oberflächen,  wie 
bei  den  vorhergehenden  Versuchen. 
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VII.  SITZUNG  VOM  7.  MABZ  1872. 


In  Verhinderung  des  Präsidenten  führt  Herr  Hofrath  Freih. 
V.  Burg  den  Vorsitz. 

Herr  Director  Dr.  G.  Tschermak  dankt  mit  Schreiben 
Tom  7.  März  für  die  ihm,  zum  Zwecke  der  Untersuchung  der 
Structur  des  Meteoreisens  bewilligte  Subvention  von  300  fl. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

^Untersuchungen  Über  die  Zwischensubstanz  im  Hoden  der 
Sängethiere",  vom  Herrn  med,  shid.  Franz  Hofmeister,  über- 
mittelt durch  Herrn  Prof.  Dr.  Ew.  Hering  in  Prag. 

„Vorläufiger  Bericht  über  den  propulsatorischen  Apparat  der 
Insecteft  und  über  das  Vorkommen  eines  echten  elastischen 
Fasemetzes  bei  Hymenopteren",  vom  Herrn  Prof.  Dr.  V.  Grab  er 
in  Graz. 

„Das  verallgemeinerte  Di  ric  hl  et 'sehe  Integral",  von 
Herrn  Prof.  Dr.  L.  Gegenbauer  in  Krems. 

Herr  Dr.  A.  Bou^  legt  eine  Abhandlung:  „Über  geologische 
Chronologie"  vor. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Accademia  Pontificia  de'nuovi  Lincei:  Atti.  Anno  XXV,  Sess. 
2^.  Roma,  1872;  4^. 

Akademie  der  Wissenschaften,  Königl.  Preuss.,  zu  Berlin: 
Monatsbericht.  December  1871.  Berlin;  8^ 

Königl.  Bayer.,  zu  München:  Sitzungsberichte  dermath.- 

physik.  Classe.  1871.  Heft  3.  München;  8^ 

Annalen  der  Chemie  &  Pharmacie,  von  Wöhler,  Liebig  & 
K  o  p  p.  N.  R.,  Band  LXXXI V,  Heft  3,  und  VHI.  Supplement- 
band. 3.  Heft.  Leipzig  und  Heidelberg,  1871  &  1872;  8^ 
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Annuario  marittimo  per  Tanno  1872,  compilato  per  cura  deir 

i.  r.  govemo  marittimo  in  Trieste  e  del  r.  govemo  marittimo 

in  Fiume.  XXII.  Annata.  Trieste,  1872;  8^ 
Apotheker -Verein,  Allgem.  österr. :  Zeitschrift.  10.  Jahrgang^ 

Nr.  7.  Wien,  1872;  8». 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1876—1877.  (Bd.  79.  4—5.) 

Altona,  1872;  4o. 

Beck,  Friedr.  Leop.  Ritter,  Über  die  Naturkräfte,  welche  neben 
der  Gravitation  die  Bewegungen  der  Himmelskörper  ver- 
mitteln, und  anderes  Einschlägige.  Berlin ;  8^ 

Comptes  rendus  des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences^ 
Tome  LXXIV,  Nrs.  7—8.  Paris,  1872;  4». 

Genootschap,  Provinciaal  Utrechtsch,  van  Künsten  en  Weten- 
schapen:  Verslag,  1870  &  1871.  Utrecht;  8^  —  Aanteeke- 
ningen.  1870.  Utrecht;  8^  —  Leveu  en  werken  van  Willem 
Jansz.  Blaeu,  door  P.J.H.  Bandet.  Utrecht,  1871:  8».— 
Memoria  Ludotsici  Caspari  Valckenariu  Scripsii  Jo.  Theod^ 
Bergman.  Rhem-Trajecii,  1871;  8®.  —  Asman,  P.  H.,. 
Proeve  eener  geneeskundige  plaatsbeschryving  van  de 
gemeente  Leeuwarden.  Utrecht,  1870;  4^  —  Harting,  P.^ 
Memoire  sur  le  genre  Pot6rion.  Utrecht,  1870;  4^ 

Gewerbe-Verein,  n.-ö. :  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgangs 
Nr.  9— 10.  Wien,  1872;  4o. 

jrrunert,  Joh.  Aug.,  Archiv  der  Mathematik  &  Physik.  LIV.Theil 

1.  Heft.  Greifswald,  1872;  8«. 
Halle,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  dem 

Jahre  1871.  4«  &  8». 
Instituut,    k.    Nederlandsch   meteorologisch:    Nederlandsch 

meteorologisch  Jaarboek  voor  1871.  I.  Deel.  Utrecht,  1871 ; 

Quer  40. 

Journal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  V, 
1.  &  2.  Heft.  Leipzig,  1872;  8\ 

Landbote,  Der  steirisehe.  5.  Jahrgang,  Nr.  5.  Graz,  1872;  4». 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  5. 
Wien;  S*. 
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Michl,  F.,  Schlesiens  Bodenproduetion  und  Industrie  im  Ver- 
gleiche mit  den  anderen  Kronländern  der  österr.-ungar. 
Monarchie.  Troppau,  1872;  8^ 

Mittheilnngen  des  k.  k.  techn.  &  administr.  Militär-Comit^. 
Jahrgang  1872,  2.  &  3.  Heft.  Wien;  8«. 

—  aus  J.  Perthes'  geographischer  Anstalt.  18.  Band,  1872, 
Heft  U,  nebst  Ergänzungsheft  Nr.  31.  Gotha;  4<>. 

Nature.  Nrs.  121—122,  Vol.  V.  London,  1872;  4o. 

Owen,  Richard,  A  Cuvierian  Principle  in  Palaeontology  tested 
by  Evidences  of  an  Extinct  Leonine  Marsupial  (Thylacoleo 
camife.v.)  London,  1871;  4».  —  On  the  Dodo  (Part.  IL) 
Notes  on  the  Articulated  Skeleton  of  the  Dodo  (Didus  in- 
eptus)  in  the  British  Museum.  London,  1871;  4^  —  Ptero- 
dactyles  of  the  Liassic  Formations.  London,  1869;  4*^. 

Pesclika,  Gust.  Ad.  V.,  Der  Indicator  und  dessen  Anwendung. 
Brttnn,  1871;  Kl.  4«.  —  Pop  per 's  Anti-Incrustator.  Berlin, 
1869;  8**,  —  Über  Wartung  der  Dampikessel  etc.  Brttnn, 
1870;  Kl.  4<>.  —  Über  die  Wirksamkeit  der  Patent-Kessel- 
einlagen.  Berlin,  1870;  8^  —  Über  die  Priorität  der  Erfin- 
dung der  Patent-Kesseleinlagen.  Brttnn,  1870;  4^ 

Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 
1872,  Nr.  3.  Wien;  4^ 

Report  of  Surgical  Cases  treated  in  the  Army  of  the  United 
States  from  1865  to  1871.  Washington,  1871;  4<>. 

»Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 
France  et  de  T^tranger«.  P'  Ann«?e  (2*  S^rie),  Nrs.  35—36. 
Paris  &  Bruxelles,  1872;  4<>. 

Soeietät,  physicalisch - medicinische,  zu  Erlangen:  Sitzungs- 
berichte. 3.  Heft.  Mai  1870  bis  August  1871.  Eriangen, 
1871;  8». 

Soci^t^  Hollandaise  des  Sciences  k  Harlem:  Natuurkundige 
Verhandelingen.  III.  verzameling.  Deel  I,  Heft  4.  Haarlem, 
1872;  4^  —  Archives  N^erlandaises  des  sciences  exactes 
et  naturelles.  Tome  VI,  4* — 5*  livraisons.  La  Haye,  Bruxel- 
les, Paris,  Leipzig,  Londres  &  New- York,  1871 ;  8®. 

—  Imperiale  de  m^decine  de  Constantinople:  Gazette  m6- 
dicale  d'orient.  XIV*  Ann^^e,  Nrs.  H— ll;  XV  Ann6e, 
Nr.  1.  Constantinople,  1871;  4», 
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Society  des  Sciences  physiques  et  natarelles  de  Bordeaux:  M^- 
moires.  Tome  Vffl,  2«  Cahier.  Paris  &  Bordeaux,  1872;  8^ 

—  g^ologique  de  Fi-ance:  Bulletin.  2*  s^rie,  tome  XVIII.  1871. 
Nr.  3.  Paris ;  8^ 

—  d'histoire  naturelle  de  Colmar:  Bulletin.  11*  Ann^e.  1870. 
Colmar;  8^ 

Society,  The  Asiatic,  of  Bengal:  Journal.  Part  I,  Nr.  2.  1871; 

Part  II,  Nr.  3.  1871.  Caicutta;  8^  —  Proceedings.  1871. 

Nrs.  VIII— XI.  Caicutta;  8\ 
Verein,    naturwissenschaftlicher,   von  Neu -Vorpommern   und 

KUgen:  Mittheilungen.  III.  Jahrgang.  Berlin,  1871;  8®. 

—  naturwissenschaftl.,  zu  Bremen:  Beilage  Nr.  1  zu  den  Ab- 
handlungen: Tabellen  über  den  Flächeninhalt  des  Bremi- 
schen Staats  etc.  Bremen,  1871 ;  4^ 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,   Nr.  8—9. 

Wien,  1872;  4». 
Zeitschrift    des    österr.   Ingenieur-   &  Architekten  -  Vereins. 

XXIV.  Jahrgang,  2.  Heft.  Wien,  1872;  4^ 
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Vin.  SITZUNG  VOM  14.  MÄRZ  1872. 


In  Verhinderung  des  Präsidenten  führt  Herr  Hofrath  Frei- 
herr V.  Burg  den  Vorsitz. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor : 

„Über  die  Reihenentwicklung  von  Functionen  und  deren 
Anwendung  in  der  algebraischen  Analysis  sowohl  wie  bei  der 
Integration  der  Differentialgleichungen",  vom  Herrn  Dr.  Franz 
Wall  entin,  Prof.  an  der  Realschule  im  VI.  Bezirke  Wiens. 

„Über  bestimmte  Integrale",  vom  Herrn  Prof.  L.  Gegen- 
bauer in  Krems. 

Herr  Hofrath  Dr.  E.  Brücke  legt  eine  im  physiologischen 
Institute  der  Wiener  Universität  ausgeftlhrte  Arbeit  des  Cand.  med. 
Herrn  Friedr.  Schauta  vor,  betitelt:  „Zerstörung  des  Nervus 
facialis  und  deren  Folgen". 

Herr  Prof.  Dr.  V.  v.  Lang  übergibt  eine  „Notiz  über  abso- 
lute Intensität  und  Absorption  des  Lichtes",  vom  Herrn  Prof.  Dr. 
AI.  Handl  in  Lemberg. 

Herr  E.  Priwoznik,  Hauptmünzamtöchemiker,  überreicht 
folgende  zwei  Mittheilungen: 

1.  „Chemische  Untersuchung  eines  auf  einer  antiken  Haue  aus 
Bronze  gebildeten  Überzuges  **. 

2.  „Versuche  über  die  Bildung  der  Schwefelmetalle  von  Kupfer, 
Silber,  Zinn,  Nickel  und  Eisen". 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 

d'Achiardi,  Antonio,  Sn  di  alcuni  minerali  della  Toscana  non 
menzionati  da  altri  o  incompletamente  descritti.  Firenze^ 
1871 ;  9P.  —  Sui  Granati  della  Toscana.  Firenze,  1871 ;  8«.  — 
Sui  Feldispati  della  Toscana.  Firenze,  1872;  8^ 

Agassiz,  Louis,  A  Letter  conceming  Deep  -  Sea  Eh-edgings, 
addressed  toProf.Benj.  Peirce,  Cambridge,  Mss.  1871 ;  8®. 
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Apotheker-Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 

Nr.  8.  Wien,  1872;  8k 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1878.  (Bd.  79.  6.)  Altena, 

1872;  4". 
Biblioth^qne  Universelle  et  Revue  Suisse :  Archi  ves  des  Seien 

ces  physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLIH,   Nr.  169. 

G^n^ve,  Lausanne,  Paris,  1872;  8». 
Frauenfeld,  6.  R.  v.  Die  Pflege  der  Jungen  bei  den  Thieren. 

Wien,  1871 ;  8^  —  Die  Wirbelthierfauna  Niederösterreichs. 

Wien,  1871 ;  8*^.  —  Die  Grundlagen  des  Vogelschutzgesetzes. 

Wien,  1871 ;  8«-  —  Der  Vogelschutz.  Wien,  1871 ;  8«. 
Gesellschaft,  österr.,  für  Meteorologie ;  Zeitschrift.  VIII.  Band, 

Nr.  5.  Wien,  1872;  4». 

—  Senckenbergische  naturforschende:  Abhandlungen.  VII.  Ban- 
des 3.  &  4.  Heft.  Frankfurt  a.  M.,  1870;  4^  —  Bericht. 
1869—1870.  Frankfurt  a.  M.,  1870;  8«. 

—  geographische,  in  Wien :  Mittheilungen.  Band  XV.  (N.  F.  V.) 
Nr.  2.  Wien,  1872;  8^ 

—  gelehrte  estnische,  zu  Dorpat:  Verhandlungen.  VI.  Band, 
3.  &  4.  Heft;  VIL  Band,  1.  Heft.  Dorpat,  1871;  8«.  — 
Sitzungsberichte,  1870.  Dorpat;  8^.  —  Meteorologische  Be- 
obachtungen, angestellt  in  Dorpat  im  Jahre  1866  bis  1870. 
IV.  &  V.  Jahrgang.  Dorpat,  1871 ;  gr.  8*». 

Jahrbuch,  Neues,  fUr  Pharmacie  und  verwandte  Fächer,  von 
Vorwerk.  BandXXXVI,  Heft 5&6 (1871);  BandXXX\lI, 
Heft  1(1872).  Speyer;  8". 

Jenzsch,  Gustav,  Über  die  am  Quarze  vorkommenden  Gesetze 
regelmässiger  Verwachsung  mit  gekreuzten  Hauptaxen. 
Erfurt,  1870;  8^ 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  6, 
Wien;  8». 

Lippich,  Ferdinand,  Theorie  des  continuirlichen  Trägers  con- 
stant'en  Querschnittes  etc.  Wien,  1871 ;  4^  —  Fundamental- 
punkte eines  Systems  centrirter  brechender  Kugelflächen. 
Graz,  1871;  8«. 

Lipschitz,  R.,  Untersuchung  eines  Problems  der  Variations- 
rechnung, in  welchem  das  Problem  der  Mechanik  enthalten 
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ist.  (Aas  dem  Journal  f.  d.  reine  u.  angewandte  Mathematik. 

Bd.  74.)  4«. 
Loomis,  William  Isaaes,  The  American  and  the  Englishman: 

or  Sir  William  Isaaes  Loomis  versm  Sir  Isaac  Newton. 

Martindale  Depot,  Columbia  County,  1871;  8«. 
Mayr,  Gust.  L.,  Die  mitteleuropäischen  Eichengallen  in  Wort 

und  Bild.  2.  Hälfte.  Wien,  1871 ;  8o.  —  Neue  Formiciden. 

(Verhdlgn.  der  k.  k.  zool.-bot.  Ges.  in  Wien  1870.)  8^  — 

Die  Belostomiden.  (Ibidem,)  8^ 
Monit enr  scientifique.  Annee  1871.337 — 360*  Livraisons.  Ann^c 

1872.  362«  Livraison.  Paris;  4o. 

Nature.  Nr.  123,  Vol.  V.  London,  1872;  4«. 

Pollichia:  XXVIII  &  XXIX.  Jahresbericht.  DUrckheim  a  d.  H., 
1871;  8**. 

Plantamour,  E.,  R^sumä  m^t^orologique  des  ann^es  1869  & 
1870  pour  G^n^ve  et  le  Grand  Saint-Bemard.  Gin^ve;  8^ 

Prestel,  Das  Regenwasser  als  Trinkwasser  der  Marschbewohner 
etc.  Emden,  1871 ;  gr.  8^ 

Pulkowa,  Sternwarte:  Observations  de  Poulkova,  publikes 
par  Otto  Struve.  Vol.  lU.  St.  P^tersbourg,  1870;  4«.  — 
Jahresbericht.  1870.  St.  Petersburg;  8^  —  Tabulae  refrac- 
tionum  in  usum  Speculae  Pulcovensis  congestne.  Petropoli, 
1870;  4^.  —  Studien  auf  dem  Gebiete  der  Störungstheorie. 
Von  H.  Gyld^n.  (M^m.  de  TAcad.  Imp.  d.  sc.  de  St.  P^ters- 
bourg.  VIP  S^rie,  Tome  XVI,  Nr.  10.)  4».  —  Determination 
du  co^fGcient  constant  de  la  pr^cession  an  moyen  d' steiles 
de  faible  dclat,  par  M.  M.  Nyren.  St.  P^tersbourg,  1870; 
4®.  —  Von  den  Durchgängen  der  Venus  durch  die  Sonnen- 
scheibe. Von  V.  Dellen.  Petersburg,  1870;  8».  (Russisch.) 

Beichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 
1872,  Nr.  4.  Wien;  4o. 

^Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 
France  et  de  T^tranger".  I**  Ann^e  (2*  s6rie)  Nr.  37.  Paris 
ftBraxelles,  1872;  4«. 

Societä  Italiana  di  antropologia  e  di  etnologia:  Archivio  per 
Fantropologia  e  la  etnologia.  11**  Vol.,  fasc.  P.  Firenze, 
1872;  gr.8^ 
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Societas  Scientiarum  Fennica :  Acta.  Tomua  IX.  Helnngforsiae, 

1871;  4^  Öfversigt.  Xffl.  1870—1871.  Helsingfors,  1871; 

8®.   —  Bidrag  tili  kännedom  af  FinlancU  natur  och  folk. 

17.  Haftet.  Helsingfors,  1871;   8^  —  Bidrag  tili  Finlands 

ofBciela  Statistik.  V.  1.  Haftet.  Helsingfors,  1869;  4«. 
—  Regitty  Scientiarum  Upsalensia:  Nova  acta.  Seriei  tertiae. 

Vol.  Vll  Fase.  IL  1870.  Upsaliae;  i^.  —  Bulletin  m^t^- 

orologique  niensuel  de  TObservatoire  de  TUniversite  d'Upsal. 

Vol.  H,  Nrs.  1—6.  Upsal,  1870;  4«. 
8ociät6  Imperiale  des  natnralistes  de  Moscou:  Bulletin.  Ann^e 

1871.  Tome  XLIV,  Nrs.  3  &  4.  Moscou,  1872;  8^ 
Westphal-Castelnaa,  Alfred,  Catalogue  de  la  collection  de 

reptiles    de  fen   M.   Alexandre   Westphal-Castelnan. 

1869.  Montpellier,  1870;  gr.  8«. 
Wiener  Medizin,  Wochenschrift.  XXIl.  Jahrgang,  Nr.  10.  Wien, 

1872;  4o. 
Zeitschrift  des  österr.  Ingenieur-  und  Architekten- Vereins. 

XXIV.  Jahrgang,  3  Heft.  Wien,  1872;  4«. 
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Ober  die  Veränderung  einer  Bronze  durch  langes  Liegen  in 

der  Erde. 

Von  E.  Priwoznik, 

Chemiker  am  k.  k.  HauptmUnzamte. 

Unter  den  vom  Herrn  Ministerialrathe  v.  Schrott  er  in  den 
alten  Kelten-Gräbern  am  Salzberge  bei  Haistatt  aufgefundenen 
antiken  Gegenständen,  von  welchen  der  grösste  Theil  bereits 
wissenschaftlich  untersucht  ist,  befanden  sich  auch  einige  Stücke, 
welche  schon  ihres  auffallenden  Aussehens  wegen  geeignet  er- 
schienen ,  einige  Aufmerksamkeit  zu  erregen  und  mir  von  dem- 
selben zur  chemischen  Untersuchung  gütigst  tiberlassen  wurden. 

Es  sind  dies  Bruchstticke  eines  nieren-  oder  traubeuförmigen 
Überzuges  einer  Haue  oder  Streitaxt  aus  Bronze',  von  vorherr- 
schend indigblauer  Farbe,  im  Gewichte  von  nahe  100  Grammen 
und  einer  Dicke  von  5^ — 7  Mm. ;  nur  an  den  Enden  der  Haue 
beträgt  dieselbe  gegen  2  Cm. 

Die  Bruchstticke  sind  an  nur  wenigen  Stellen  der  inneren 
Seite  mit  einem  schwachen,  hellgrtinen  Überzuge  von  basisch- 
kohlensaurem Kupferoxyd  bedeckt  und  zeigen,  genau  besehen, 
an  mehreren  Stellen  eine  ungleichartige  Schichtung. 

Die  erste,  äussere  und  zugleich  dickste  Schichte  ist  sehr 
j^pröde  und  besitzt  eine  am  Bruche,  der  im  frischen  Zustande 
anvollkommen  metallglänzend  ist,  deutlich  erkennbare,  strahlige 
Textur.  Der  Strich  ist  tief  dunkelblau,  beinahe  schwarz. 

Eine  Probe  hievon  gibt  beim  Erwärmen  etwas  Wasser  ab, 
welches  sauer  reagirt;  später  entweichen  geringe  Mengen  em- 
phreumatisch  riechender  Dämpfe  und  endlich  entweicht  Schwefel. 
Bei  rascher  Erhitzung  entwickelt  sich  auch  Schwefelwasserstoff- 
gag, eine  Erscheinung,  welche  schon  bei  vielen  Schwefelmetallen 
beobachtet  wurde. 

Sitxb.  d.  mathem.-nftiurw.  Cl.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  Ö 
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Wie  das  durch  Fällung  dargestellte  Schwefelkupfer,  oxydirt 
sich  auch  diese  Schichte,  theilweise  mit  Wasser  bedeckt,  und 
gibt  an  dasselbe  beständig  geringe  Mengen  von  schwefelsaurem 
Kupferoxyd  ab,  nur  geschieht  dies  wegen  der  Dichte  der  Masse 
langsamer  als  bei  jenem.  Es  ist  dies  ein  Umstand,  welchen  man 
mit  dem  verhältnissmässig  seltenen  Vorkommen  von  Einfach- 
Schwefelkupfer  in  der  Natur  in  Zusammenhang  gebracht  hat. 

Bei  der  quantitativen  Analyse  geschah  die  Auflösung  der 
möglichst  gereinigten  Substanz  in  schwach  verdünnter  Salpeter- 
säure und  zur  Bestimmung  des  Schwefels,  wie  ttblich,  unter 
öfterem  Zusatz  von  Salzsäure  und  chlorsaurem  Kali. 

I.   0-5718  Grm.  Substanz  gaben  1-3388  Grm.  schwefelsauren 
Baryt  oder  0-1838  Grm.  Schwefel  und  0-461  Grm.  Kupfer- 
oxyd entsprechend  0-368  Grm.  Kupfer. 
Bei  vorsichtigem  Erwärmen  in  einem  Glasröhrchen  über  der 
kleinsten  Flamme  des  Gasbrennens  verloren  0-5405  Grm.  Substanz 
0-0165  Grm.  Wasser. 
II.   0-4995  Grm.  Substanz  gaben  0-4055  Grm.  Kupferoxyd  oder 
0-3239  Grm.  Kupfer  und  0-0029  Grm.   Eisenoxyd,  d.  i. 
0-002  Grm.  Eisen. 

0-4655  Grm.  Substanz  verloren  beim  Erwärmen  0-014  Grm. 
Wasser.  # 

100  Theile  dieser  Verbindung  enthalten  daher: 

I.  IL 

Schwefel 3214  — 

Kupfer 64-35  64-84 

Eisen —  0-40 

Wasser 3-05  3-00 

oder  nach  Abzug  der  unwesentlichen  Behnengungen  vom  Mittel 

aus  I  und  II 

Die  Formel 
Getunden         OuS  verlangt 

Schwefel  ....    33-22  33-54 

Kupfer 66-77  66-46. 

Die  Verbindung  ist  daher  Kupferindig  oder  Covellin,  mit 
welcheii  sie  in  allen  Eigenschaften  übereinstimmt.  Bekanntlich 
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findet  sich  derselbe  meistens  als  höchst  lockerer,  poröser  und 
dünner  Überzug  auf  Kupferglanz,  Kupferkies  oder  Buntkupfererz 
und  nur  selten  in  derben  Massen. 

Berechnet  man  aus  der  Analyse  des  krystallisirten  Covel- 
Hns  von  Leogang  in  Salzburg  die  von  C.  v.  Hauer  *  geftindenen 
Zahlen,  nach  Abiug  des,  von  der  Substanz  nicht  entfembaren 
Chalkopyrites,  auf  100,  so  erhält  man  die,  mit  den  letztangefUhr- 
ten  gleichfalls  hinreichend  genau  stimmenden  Zahlen:  34*38  fUr 
Schwefel  und  65-72  für  Kupfer. 

Die  Bestimmung  der  Dichte,  welche  an  den  schönsten  und 
reinsten  Stücken  mittelst  des  Pikuometers  vorgenommen  wurde, 
ergab  bei  28*^  C.  4-675.  Zepharovicb*  fand  die  des  krystal- 
lisirten Covellin's  vom  letztgenannten  Fundorte,  gleich  4-636. 

Die  zweite  Schichte  findet  sich  nur  an  wenigen  Stellen 
des  Überzuges  und  lässt  sich  nur  schwer  von  der  äusseren 
Schichte  trennen.  Sie  ist  von  schwarzgrauer  Farbe,  nur  0-5  Mm. 
dick  und  gibt  beim  Erwärmen  weder  Wasser  noch  Schwefel  ab. 
Sie  besteht,  der  Hauptmasse  nach,  aus  Halbschwefelkupfer 
(Kupferglanz,  Cu,S)  und  enthält  15  Pct.  Zinn  beigemengt,  wel- 
ches auflFallender  Weise  in  der  ersten  Schichte  nicht  vorkommt 

Die  dritte  Schichte  endlich,  welche  ebenfalls  nur  an 
wenigen  Stellen  und  in  sehr  kleiner  Menge  vorhanden  war,  Hess 
sich,  da  sie  aus  einem  feinen  schwarzen  Pulver  bestand,  leicht 
von  der  zweiten  trennen.  Sie  gab  beim  Erwärmen  anfangs  Was- 
ser, später  Spuren  von  Arsen  und  gleichfalls  keinen  Schwefel  ab. 
Diese  Schichte  enthält  59-8  Pct.  Halbschwefelkupfer,  23-2  Pct. 
Zinn,  3-4  Pct.  Wasser,  Spuren  von  Antimon  und  Nickel,  und 
überdies  noch,  was  gewiss  nur  zufällig  ist,  nicht  unbedeutende 
Mengen  von  schwefelsaurem  Kalk  und  etwas  Magnesia. 

Blei,  Zink  und  Silber,  von  welchen  sich  zuweilen  geringe 
Mengen  in  alten  Bronzen  finden,  waren  in  keinem  Theile  der 
Kruste  enthalten.  Wegen  den,  einzelnen  Bruchstücken  anhaften- 
den Knochenresten,  musste  auch  auf  Phosphorsäure  besondere 


1  Sitzangsb.  d.  kais.  Akad.  d.  Wissensch.  math.-naturw. 
Bd.  XU,  p.  23. 

*  Dieselbe  Abhandlang. 
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Rücksicht  genommen  werden ;  es  waren  indess  nur  geringe  Spn 
ren  von  derselben  nachzuweisen. 

Nach  den  von  A.  v.  Schrötter'  veröffentlichten  Analysen 
der,  in  den  alten  Gräbern  bei  Haistatt  gefundenen  Bronze  ent- 
halten dieselben: 

Kupfer 90-0—92  Pct. 

Zinn 6-5—  9   „ 

und  noch  überdies  in  kleinen  Mengen  Eisen,  Arsen,  Nickel,  Sil- 
ber, Kobalt,  Blei  und  Schwefel. 

Wie  aus  den  soeben  angeführten  Untersuchungen  ersichtlich 
ist,  enthält  die  in  Rede  stehende  Kruste  nicht  blos  die  wesent- 
lichen Bestandtheile  der  antiken  Bronze,  sondern  auch  noch  von 
den  zufalligen  Beimengungen  derselben,  in  kleinen  Mengen: 
Eisen,  Arsen,  Antimon  und  Nickel. 

Aus  diesem  Umstände  muss  man  schliessen,  dass  die  Kruste 
durch  eine  directe  chemische  Veränderung,  nicht  aber  durch  Ab- 
lagerung von  aussen  entstanden  ist.  Offenbar  fand  eine  Wande- 
rung des  Zinnes  und  der  Nebenbestandtheile  von  aussen  nach 
innen  statt,  da  es  nicht  wahrscheinlich  ist,  dass  umgekehrt,  das 
Kupfer  nach  aussen  gedrängt  wurde,  um  sich  mit  dem  Schwefel 
zu  verbinden. 

Es  unterliegt  daher  keinem  Zweifel,  dass  die  Umwandlung 
der  antiken  Bronze  durch  den  directen  Einfluss  von  löslichen 
Sulfiden  oder  schwefelwasserstoflFhältigen  Gasen  bewirkt  wurde, 
mithin  auch  die  Bildung  äes  Covellins  hier  auf  einem  anderen 
Wege  erfolgte,  als  in  den  Erzlagerstätten. 

Diese  Ansicht  ist  auch  durch  das  häufige  Auftreten  von 
Schwefelwasserstoff  unter  der  Erdoberfläche  gerechtfertigt.  Es 
entwickelt  sich  aus  faulenden,  schwefelhaltigen  organischen  Sub- 
stanzen und  dort,  wo  diese  mit  schwefelsauren  Salzen  vorkom- 
men, entstehen  auch  lösliche  Sulfide.  Diese  umwandeln  metalli- 
sches Kupfer,  auch  wenn  sie  direct  auf  dasselbe  einwirken,  in 
Schwefelkupfer,  welches,  wenn  die  übrigen  Umstände  hiezu 
günstig  sind,  auch  in  der  blauen  Modification  erscheinen  kann. 
Versuche,  welche  ich  hierüber  angestellt  habe,  ergaben,  dass 


i  Sitzungsb.  d.  k.  Akad.  d.  W.  phil.  hist.  Cl.  Bd.  XXXVn,  p.  177. 
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kapferreiche^  der  antiken  Bronze  ähnlich  zusammengesetzte  Legi- 
rangen,  bei  andauernder  Berührung  mit  gelbem  Schwefelaijimon 
sich  mit  indigblau  gefärbten  Einfach-Schwefelkupfer  überziehen. 

Auch  hat  sich  hiebei  gezeigt,  dass  die  Legirungen  des  Ku- 
pfers widerstandsfähiger  gegen  dieses  Reagens  sind,  wenn  sie 
Zink  enthalten  und  dass  die  Widerstandsfähigkeit  mit  dem  Ge- 
halte an  diesem  Metalle  zunimmt.  Gelbes  Messing,  z.  B.,  das  viel 
Zink  enthält,  erleidet,  selbst  wenn  es  lange  Zeit  mit  den  Lösun- 
gen der  alkalischen  Supersulfurete  in  Berührung  bleibt,  keine 
wesentliche  Veränderung. 

Nähere  Angaben  über  das  Verhalten  des  Kupfers  und  meh- 
rerer anderer  Metalle,  in  genannter  Hinsicht,  finden  sich  in  der 
nächsten  Abhandlung. 

Bisher  lag  nur  die  von  Knop  gegebene  Erklärung  vor,  über 
die  Bildung  von  Covellin.  Nach  dieser  bildet  er  sich  in  Erz- 
lagerstätten aus  dem  Kupferkiese,  welchen  sauerstoflf-  und  kohlen- 
säurehältiges  Wasser  etc.  in  kohlensaures  Eisenoxydul  und  Ku- 
pferglanz umwandeln,  von  welchen  der  letztere  unter  dem  wei- 
teren Einflüsse  der  genannten  Agentien  in  Covellin  undKupfer- 
oxydul  zerfällt. 

Die  Erklärung  über  die  Bildung  von  Covellin  an  der  Bronze, 
steht  daher  mit  jener  von  Knop  in  keiner  Beziehung. 

Ahnliche  Beobachtungen,  wie  an  der  Bronze,  hat  man  auch 
an  den  antiken  Silbergeräthen,  die  im  Jahre  1868  bei  Hildes- 
heim aufgefunden  wurden,  gemacht.  Auch  sie  waren  mit  drei- 
fach geschichteten  Krusten  bedeckt,  von  welchen  Schertel, 
die  äussere  als  Homsilber,  die  mittlere  als  Halbchlorsilber, 
und  die  letzte  als  aus  einer  geringen  Menge  Gold  bestehend, 
erkannte. 

Wir  finden  also  auch  hier  den,  gegen  die  einwirkenden 
Stoffe  den  grössten  Widerstand  leistenden  Bestandtheil  der  Le-  . 
girung,  von  dem  anderen,  dem  Silber,  getrennt  und  in  die  in- 
nerste Schichte  des  Überzuges  gedrängt,  indem  das  Gold,  wie 
bei  der  hier  besprochenen  antiken  Bronze  das  Zinn,  eine  Orts- 


i  Journ.  f.  prakt.  Chem.  Bd.  III,  p.  317. 
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yerändemng  erfuhr.  Church^  gibt  an,  dass  ein  in  alten  Grä- 
bern auf  der  Insel  Cypem  gefundener  Gegenstand  aus  Silber  nur 
mit  einer  dttnnen  Schichte  überzogen  war,  in  welcher  er  Schwefel- 
silber, Chlorsilber  und  Jodsilber  nachwies.  BrtteP  fand  in  alten 
Münzen  von  verschiedenen  Fundorten  neben  Chlorsilber  auch 
Bromsilber. 


1  Polytechn.  Centralbl.  1871,  Nr.  14. 

«  Bischof,  Chem.  Geologie.  Bd.  II,  p.  9. 
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Ein  Beitrag  zur  Bildung  von  Schwefelmetallen. 

Von  £•  Priwomik, 

Ch€wuk€r  am  k,  k,  MauptwiüHMawttt. 

Durch  die  soeben  beschriebene  Untersachnng  über  die 
chemische  Yerändening  einer  antiken  Bronze  fand  ich  mich 
veranlasst  y  das  Verhalten  mehrerer  Metalle  gegen  lösliche 
alkalische  Schwefelverbindongen  genauer  zu  untersuchen.  Vor- 
nehmlich trug  auch  der  Umstand  hiezu  bei,  dass  die  Fachliteratur 
nur  einige  ganz  kurze  Angaben  hiertlber  enthält,  welche  sich 
blos  auf  Silber  und  Quecksilber  beschränken. 

Die  meisten  Metalle  erleiden  im  blanken  Zustande,  selbst 
nach  mehrmonatlicher  Berührung  mit  den  Lösungen  der  alkali- 
schen Supersulfurete,  nur  so  unbedeutende  Veränderungen,  dass 
sie  keiner  besonderen  Beachtung  werth  sind;  so  werden  Cadmium, 
Blei,  Wismuth,  Antimon,  Zink,  Kobalt  und  Aluminium  durch  eine 
Lösung  von  gelbem  Schwefelammon  äusserst  wenig  angegriffen 
ond  nur  einige  davon  bedecken  sich  mit  ganz  schwachen  Anlauf- 
farben. 

Andere  Metalle  geben  aber  Reactionen,  welche  wohl  einige 
Aufmerksamkeit  verdienen. 

Im  Folgenden  finden  sich  die  mit  Kupfer,  Silber  Zinn, 
Nickel  und  Eisen  angestellten  Versuche  beschrieben,  bei  welchen 
einige  Erscheinungen  beobachtet  wurden,  die  meines  Wissens 
bisher  unbeachtet  geblieben  sind. 

1.  Kupfer.  Auf  galvanoplastischem  Wege  dargestelltos 
and  daher  sehr  reines  Kupfer  förbte  sich  in  gelbem  Schwefel- 
ammon, dem  noch  eine  beträchtliche  Menge  Schwefel  zugesetzt 
war,  sofort  dunkel,  und  schon  nach  kurzer  Zeit  bildete  sich  an 
der  ganzen  Oberfläche  eine  Kruste,  welche  an  der,  dem  Metalle 
zugekehrten  inneren  Seite  mehr  oder  weniger  braunschwarz,  an 
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der  äusseren  jedoch  blanschwarz  war;  sie  trennte  sich  bald  vom 
Kupfer,  um  einer  neuen  Platz  zu  machen.  Man  erhält  in  ver- 
hältnissmässig  kurzer  Zeit  nicht  unbeträchtliche  Mengen  von 
dieser  Substanz,  welche  bald  der  ganzen  Masse  nach  eine  blaue 
Farbe  annimmt. 

Der  Körper  ist  Einfach-Schwefelkupfer,  denn  eine 
ungewogene  Quantität  gab  1-794  Grm.  schwefelsauren  Baryt, 
entsprechend  0-246  Grm.  Schwefel  und  0-493  Grm.  Kupfer. 
Hieraus  berechnen  sich  auf  16Theile  Schwefel  32  Theile  Kupfer; 
die  Rechnung  verlangt  davon  31-7. 

Von  blauer  Farbe  erhielt  man  dieses  Schwefelkupfer  bisher 
nur  auf  trockenem  Wege,  und  zwar  entweder  durch  vorsichtiges 
Erwärmen  eines  Gemenges  von  fein  zertheiltem,  metallischem 
Kupfer  mit  Schwefelblumen,  oder  durch  Schmelzen  von  Kupfer 
mit  Schwefelleber.  Lässt  man  die  Einwirkung  des  Schwefel- 
ammons  auf  das  Kupfer  längere  Zeit  dauern,  wobei  es  zweck- 
mässig ist,  eine  gut  verschlossene  Flasche  anzuwenden,  so  ver- 
schwindet auffallender  Weise  nach  Verlauf  von  einigen  Tagen 
die  blaue  Farbe  des  Kupfersulfuretes  und  geht  in  Schwarz  über. 

0-47 1  Grm.  von  der  so  gebildeten  Substanz  gaben  0-7026  Grm. 
schwefelsauren  Baryt  oder  0-0965  Grm.  Schwefel,  d.  i.  in  100 
Theilen  20-48;  die  Formel  Cu^S  verlangt  20-25. 

Die  Verbindung  ist  daher  Halbschwefelkupfer. 

In  diesem  Stadium  ist  die  Reaction  zu  Ende  und  es  erscheint 
die^  über  dem  Niederschlage  befindliche  Flüssigkeit  wasserhell ; 
Salzsäure  scheidet  aus  derselben  keinen  Schwefel  ab  und  mit 
schwefelsaurer  Magnesia  entsteht  kein  Niederschlag  von  Magnesia- 
hydrat. Sie  ist  also,  womit  auch  ihre  übrigen  Eigenschaften 
übereinstimmen,  nichts  anderes,  als  eine  Lösung  von  Einfach- 
Schwefelammon. 

Der  Vorgang  zerfällt  demnach  in  zwei  Perioden,  welche, 
wenn  man  von  dem  Zweifach-Schwefelammon  ausgeht,  sich  durch 
die  folgenden  Gleichungen  darstellen  lassen : 

1.  HgN.S,  -H  Cu  =  HgN,S  -+-  CuS 

2.  OuS    H-Cu  =  Ci^S«. 


«  Cu  =  63-4. 
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Gelbes  Schwefelammon  wandelt  daher  metallisches  Kupfer 
in  blaaes  Einfach- Schwefel kupf er  um,  welches  bei  einem  Über- 
Bchnss  an  Kupfer  und  sobald  die  Entfärbung  des  Schwefelammons 
eingetreten  ist,  weiter  in  Halb- Schwefelkupfer  übergeht. 

Um  zu  erfahren,  ob  das  auf  diese  Weise  erhaltene  Einfach- 
Sehwefelammon  bei  fortdauernder  Berührung  mit  Kupfer  und  bei 
Abschlnss  von  Luft  noch  eine  weitere  Veränderung  erleidet, 
wurde  eine  Probe  davon  über  Kupfer  in  einer  zugeschmolzenen 
Glasröhre,  welche  damit  bis  oben  gefüllt  war,  aufbewahrt.  In 
der  ersten  Zeit  war  keine  Veränderung  eingetreten,  später  wurde 
das  Kupfer  matt  und  nahm  erst  nach  Monaten  eine  grauschwarze 
'Färbung  an. 

Befindet  sich  die  Flüssigkeit  über  Kupfer  in  einer  Flasche, 
so  nimmt  das,  durch  letzteres  vollständig  entfärbte  Schwefel - 
ammon  kurze  Zeit  nach  dem  Lüften  des  Stöpsels  abeimals  die 
gelbe  Farbe  an;  nach  einigen  Tagen  verschwindet  dieselbe 
wieder  u.  s.  f.  Wird  dieses  Verfahren  hinreichend  oft  wiederholt, 
80  findet  man  endlich  die  Flüssigkeit  in  ätzendes  Ammon  um- 
gewandelt, welches  von  einem  (behalte  an  Kupfer  blau  gefUrbt 
ist.  Es  hat  sich  hiebei  der  firüher  an  das  Ammonium  gebundene 
»Schwefel,  seiner  ganzen  Menge  nach,  mit  dem  Kupfer  verbunden, 
ohne  Schwefel  abzuscheiden,  wie  dies  bei  Schwefelammon  allein, 
wenn  es  der  Luft  ausgesetzt  wird,  immer  geschieht. 

Auch  die  gelben  Lösungen  von  Schwefelkalium  und  Schwefel- 
natrium geben  an  Kupfer  den  Überschuss  des  Schwefels  ab  und 
werden  wasserhell. 

Es  ist  damit  ein  Mittel  gegeben,  die  durch  Einleiten  von 
Schwefelwasserstoflgas  erhaltenen  und  in  der  Regel  gelblich 
gefärbten  Lösungen  von  Ammonium- Kalium  und  Natriumsulfuret 
vollkommen  farblos  zu  erhalten.  Die  Entfärbung  geschieht,  wie 
begreiflich,  um  so  schneller,  je  feiner  das  Kupfer  zertheilt  ist, 
feine  Drehspäne  und  Draht  wirken  rascher  als  Blech;  mittelst 
Zink  gefälltes  oder  aus  Kupferoxyd  durch  Wasserstoflfgas  dar- 
gestelltes Kupfer  entfärbt  auch  hochgelbe  Lösungen  der  genaimten 
Sulfurete  nach  einmaligem  Schütteln. 

Allerdings  liegt  ein  Übelstand  darin,  dass  in  gewissien  Fällen 
Spuren  von  Kupfer  in  Lösung  gehen;  indess  dürfte  sich  dies 
vermeiden  lassen,  denn  es  ist  mir  öfters  gelungen,  auf  diesem 
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Wege  Lösungen  der  Einfach-Sehwefelalkalien  darzustellen,  welche 
frei  von  jeder  fremden  Beimengung  waren  ^ 

Bemeiiienswerth  ist,  dass  auch  unterschwefligsaures  Natron, 
ein  doch  ziemlieh  constantes  Salz,  wenn  es  sich  in  Lösung  be- 
findet, an  regulinisches  Kupfer  einen  Theil  seines  Schwefels 
abgibt.  Bei  gewöhnlicher  Temperatur  dauert  es  wohl  lange  Zeit, 
bis  überhaupt  eine  Reaction  bemerkbar  wird;  aber  nach  wochen- 
langer Berührung  färbt  sich  das  Kupfer  schwarz. 

In  der  Kochhitze  hingegen  und  mit  feinvertheiltem,  durch 
Fällung  mittelst  Zink  oder  durch  Reduction  mit  Wasserstoffgas 
dargestellten  Kupfer  erfolgt  die  Einwirkung  weit  rascher.  Die 
vom  Schwefelkupfer  abfiltrirte  Lösung  scheidet  bei  Zusatz  von« 
Essigsäure  keinen  Schwefel  ab  und  gibt  mit  Nitroprussidnatrium 
eine  rothe  Färbung,  wenn  man  sie  in  eine  Lösung  von  Zinkvitriol 
giesst.  Setzt  man  ausserdem  noch  etwas  Ferrocyankaliumlösung 
hinzu,  so  entsteht  ein  purpurrother  Niederschlag.  Dies  sind 
Reactionen,  welche  bekanntlich  die  Gegenwart  von  schwefeliger 
Säure  ausser  allen  Zweifel  setzen.  Der  Pr^cess  ist  daher 
folgender: 

Na^SjOj  -+-  Cu,  =  Cu,S  -4-  Na^SOg, 

wenn  man  annimmt,  dass  Halb-Schwefelkupfer  gebildet  wird. 
1'7215  Grm.  des  so  erhaltenen  röthlichschwarzen  Pulvers  gaben 
0-657  Grm.  schwefelsauren  Baryt,  entsprechend  0-0901  Grm. 
Schwefel. 

Aus  diesen  Zahlen  ergibt  sich,  dass  20-73  PcL  von  dem  zum 
Versuche  verwendeten  Kupfer  in  Schwefelkupfer  (Sulfttr)  um- 
gewandelt worden  sind. 

Die  Einwirkung  fand  in  der  Kochhitze  durch  24  Stunden 
und  bei  einem  Überschuss  von  unterschwefligsaurem  Natron  statt. 


<  Eine  solche  Lösung  wurde  im  trockenen  Wasserstoffgas  zur 
Trockniss  gebracht.  Die  so  erhaltene  Masse  ist  ungefärbt,  reagirt  alkalisch, 
zieht  an  der  Luft  begierig  Feuchtigkeit  an,  löst  sich  im  Wasser  unter 
bedeutender  Wärmeentwicklung  und  gibt  alle  Reactionen  des  gewöhnlichen 
Einfaoh-Schwefelkaliums. 

Die  Analysen  und  weiteren  Untersuchungen  dieses  Körpers,  welche 
mich  noch  beschäftigen,  werden  indess  den  Gegenstand  einer  weiteren 
Mittheilung  bilden 
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2.  Silber.  Das  Verhalten  dieses  Metalles  gegen  alkalische 
Snlforete  ist  bekanntlieh  seit  langer  Zeit  im  praktischen  Leben 
angewendet.  Man  ertheilt  nämlich  manchen  Silberwaaren  eine 
verschieden  dnnkle  Färbung  durch  Erwärmen  derselben  mit 
einer  Lösung  von  Schwefelleber.  Hiebei  bildet  sich  Silbersulfuret 

Chemisch  reines  Silber  färbt  sich  in  gelbem  Schwefelammon 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  bleigrau.  Diese  Färbung  haftet 
ebenfalls  so  fest,  dass  sie  durch  heftiges  Reiben  mit  Tuch  einen 
matten  Glanz  annimmt  und  nicht  entfernt  werden  kann. 

Bei  längerem  Liegen  in  genannter  Flüssigkeit  wird  diese 
Schichte  allmälig  dicker  und  bildet  nach  etwa  sechs  Wochen 
eine  Kruste  von  krystallinischer  Beschaffenheit,  welche  beim 
Biegen  leicht  abspringt.  0*3395  Grm.  dieses  Überzuges  gaben . 
0-39  Grm.  Chlorsilber,  entsprechend  0-2935  Grm.  oder  86-46  Pct. 
Silber;  die  Formel  AgS  *  verlangt  87^9.  Es  findet  sich  daher 
in  den  Incrustationen  antiker  Silbergeräthe ,  welche  in  der 
Erde  vergraben  und  dem  Einflüsse  schwefelwasserstoffhältiger 
Gase  und  löslicher  Schwefelmetalle  ausgesetzt  waren,  zuweilen 
Schwefelsilber  *. 

Beim  Kochen  mit  einer  Lösung  von  unterschwefligsaurem 
Natron  filrbt  sich  das  Silber  schwarz  vom  gebildeten  Schwefel- 
fiilber. 

1-0775  Grm.  von  dem  so  behandelten  pulverfbrmigen  Silber 
eriitten  beim  Erhitzen  in  einem  Strome  von  trockenem  Wasser- 
stoffgas unter  Entwickelung  von  Schwefelwasserstoff  einen 
Gewichtsverlust  von  00275  Grm. 

Eis  haben  sich  daher  17-22  Pct.  des  zum  Versuche  ver- 
wendeten Silbers  in  Schwefelsilber  umgewandelt. 

3.  Zinn  verbindet  sich  unter  den  in  Bede  stehenden  Ver- 
hältnissen auch  mit  Schwefel,  ohne  jedoch  eine  Incrustation  zu 
bilden,  was  in  der  Löslichkeit  der  Schwefelverbindungen  des- 
selben in  den  Sulfureten  der  Alkalien  und  des  Ammons  be- 
gründet ist. 

9*2  Grm.  Bancazinn  in  Stangenform  in  etwa  50  Kub.  C. 
Mehrfach-Schwefelammon  wurde  hingestellt  und  durch  8  Tage 


<  S  =  32. 

t  Church,  Polytechn.  Centalbl.  1871,  Nr.  14. 
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sich  selbst  überlassen,  hierauf  die  darüber  stehende  noch  gelb 
gefärbte  Flüssigkeit  abgegossen  und  das  darin  gelöste  Schwefel- 
zinn als  Zinnsäure  bestimmt.  Es  wurden  0*801  Grm.  Zinnsäure 
oder  0-63  Grm.  Zinn  erhalten. 

Demnach  hatte  sich  in  diesem  Falle  die  nicht  unbedeutende 
Menge  von  6-84  Pct.  Zinn  gelöst. 

4.  Nickel  verhält  sich  gegen  dieses  Reagens  dem  Zinn 
ähnlich.  Gewöhnliches  WUrfelnickel  gab  gelbem  Schwefelammon 
eine  dunkle  Färbung,  welche  durch  Braun  in  ein  tiefes  Schwarz 
überging.  Dieses  Verhalten  kann  als  Merkmal  dienen,  um  Nickel 
von  Kobalt  zu  unterscheiden. 

5.  Eisen.  Ein  Eisendraht  von  der  Dicke  eines  Millimeters 
überzog  sich  in  Mehrfach  -  Schwefelammon  nur  allmälig  mit 
einem  äusserst  dünnen  und  leicht  abreibbaren  sammtschwarzen 
Anfluge. 

Die  genannten  Metalle  verhalten  sich  daher  gegen  Mehrfach- 
Schwefelammon  und  unter  den  hier  beschriebenen  Umständen 
ebenso,  wie  gegen  die  Supersulfiirete  der  Alkalien  in  der  Glüh- 
hitze '.  Ein  Unterschied  liegt  nur  in  der  Zeit,  welche  hiezu 
erforderlich  ist. 


1  Berzelius,  Gmelin's  Handb.  d.  Chem.  Aufl.  IV,  Bd.  II,  p.  34. 


Digitized  by  VjOOQIC 


93 


IX.  SITZUNG  VOM  21.  MÄRZ  1872. 


In  Verhinderung  des  Präsidenten  führt  ^err  Hofrath  Freiherr 
von  Burg  den  Vorsitz. 

Se.  Exeellenz  der  Herr  Curator-Stellvertreter  übermittelt 
mit  h.  Erlass  vom  12.  März  einen  Auszug  aus  dem  Berichte  des 
k.  &  k  Gesandten  in  Washington,  die  Cundurango-Pflanze  upd 
deren  Heilkraft  beti-eflfend.  • 

Herr  Prof.  Dr.  H.  Hlasiwetz  überreicht  eine  Abhandlung 

des  Herrn  Hauptmanns  A.  Exn  er:  „Über  die  Untjersalpeter- 
sänre." 

Herr  Prof.  E.  Suess  übergibt  eine  vorläufige  Mittheilung: 
-Über  den  Bau  der  Italienischen  Halbinsel". 

Hen-  Prof.  Dr.  Edm.  Weiss  legt  eine  Abhandlung  vor, 
betitelt:  „Bestimmung  der  Längendiflferenz  Wiener-Neustadt— 
Wien«. 

Herr  Dr.  H.  W.  Reichardt  überreicht  eine  Abhandlung: 
.Über  die  botanische  Ausbeute  der  Polar-Expedition  des  Jahres 
1871". 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 
Academia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa:  Memorias.  Classe  de 
Sciencias  mathem.,  phys.  e  naturaes.  Nova  Serie.  Tomo  IV, 
Parte  2.  Lisboa,  1870;  4®.  Classe  de  Sciencias  moraes, 
polit.  e  bellas-lettras.  Nova  Serie.  Tomo  IV,  Parte  1.  Lisboa, 
1871;  4®.  —  Jomal  de  Sciencias  mathematicas,  physicas  e 
naturaes.  Tom.  I  &  IL  Lisboa,  1866-1870;  8^  —  Portu- 
galiae  monumenta  historica.  Lege»:  Vol.  L  Fase,  i — 6;  Di- 
plomata  et  Chartas:  Vol.  I.  Fase,  i — 3;  Scriptores:  Vol.  I. 
Fase.  1—3,  Olisipone,  i8S6—i870;  folio. 
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Annale  n  der  Chemie  und  Pharmacie  von  Wo  hl  er',  Lieb  ig 
&  Kopp.  N.  R.  Band  LXXXV,  Heft  2  &  3.  Leipzig  &  Hei- 
delberg, 1872;  8». 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1879—1880.  (Bd.  79.  7—8.) 
Altona,  1872;  4«. 

d' Anco  na,  Cesare,  Ma)acologia  pliocenica  Italiana.  Fascicolo  I. 
Firenze,  1871;  4^  —  SuUe  Neritine  fossili  dei  terreni  ter- 
ziari  superiori  dell'Italia  centrale.  Pisa,  1869;  8*. 

€omptes  rendus  des  »Dances  de  TAcad^miedes  Sciences.  Tome 
LXXIV.  Nrs.  9-10.  Paris,  1872;  4». 

CzyrniaÄski,  Emil,  Chemische  Theorie  auf  der  rotirenden 
Bewegung  der  Atome  basirt.  (3.  vermehrte  Auflage.)  Kra- 
kau,  1872;  8». 

Delesse  et  de  Lapparent,  Extrait  de  Geologie.  H*  Partie: 
.  Lithologie.  8®.  —  Lithologie  der  Meere  der  alten  Welt.  (Über- 
setzt von  Herrn  Hauchecorne  in  Berlin.)  S^. 

Ecker,  Alexander,  Über  die  verschiedene  Krümmung  des  Schä- 
delrohres und  über  die  Stellung  des  Schädels  auf  der  Wir- 
belsäule beim  Neger  und  beim  Europäer.  (Gratulations- 
schrift.)  Braunschweig,  1871 ;  4^ 

Gesellschaft,  Berliner  Medicinische:  Verhandlungen  aus  den 
Jahren  1867  und  1868.  Berlin,  1871;  8». 

—  der  Wissenschaften,  k.  Sachs.,  zu  Leipzig:  Abhandlungen 
der  mathem.-phys.  Classe.  IX.  Band,  Nr.  6.  X.  Band^ 
Nr.  1 — 2.  Leipzig,  1871;  4**.  —  Berichte  derselben  Classe. 
XXn.  Band,  Nr.  3—4;  XXUI.  Band,  Nr.  1—3.  Leipzig, 
1871;  8»^. 

—  königl.  bayer.  botan.,  in  Regensburg.  Flora.  N.  R.  29.  Jahr- 
gang. 1871.  —  Repertorium  der  periodischen  botan.  Lite- 
ratur. VIL  Jahrgang.  1870.  Regensburg,  1871;  8». 

<jewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIH.  Jahrgang, 

Nr.  11.  Wien,  1872;  4«. 
-Grad,  A.  Charles,  Examen  de  la  th^orie  des  systemes  de  mon- 

tagnes  dans  ses  rapports  avec  les  progr^s  de  la  stratigra- 

phie.  Paris,  1871;  8». 
Henwood,  William  Jory,   Address   delivered  at  the   Spring 

Meeting  of  the  Royal  Institution  of  Comwall;  on  the  23"* 

May,  1871.Truro;  8^ 
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Jahrbuch,  Nene»,  für  Pharmacie  &  verwandte  Fächer,  von 
Vorwerk.  Band  XXXVH,  Heft  2.  Speyer,  1872;  8^ 

Land  böte,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  6.  Graz,  1872;  4^ 

Landau,  L.  R.,  Versuch  einer  neuen  Theorie  über  die  Bestand- 
theile  der  Materie  und  die  Ableitung  der  Naturkräfte  aus 
einer  einzigen  Quelle.. Pest  &  Leipzig,  1871;  8^. 

Leseverein,  Akademischer,  in  Prag:  Bericht  fllr  die  Jahre 
1868—69  und  1869—70.  Prag;  8^  (Böhmisch.) 

Marignac,  C,  De  Tinfluence  pr6tendue  de  la  calcination  sur 
la  chaleur  de  dissolution  des  oxydes  metalliques.  (Arch.  d. 
sc.  de  la  Biblioth.  Univ.  1871.)  H». 

Mills,  Edmund  J.,  Researches  on  Elective  Attraction.  London, 
1871  ;4<>.  ^ 

Herren,  Edouard,  Notice  sur  le  Cytisus  X-purpureo-Laöurnum 
ou  Cytisus  Adami  Po  it.,  suivie  de  quelques  consid^rations 
sur  l'hybriditi.  Gand,  1871 ;  8^ 

Nature.  Nr.  124,  VoL  V.  London,  1872;  4^ 

Pacini,  Filippo,  Suir  ultimo  stadio  del  Colera  asiatico  o  stadio 
di  morte  apparente  dei  colerosi  e  sul  modo  di  farli  risor- 
gere.  Firenze,  1871;  8^ 

Patruban,  C.  v.,  Zur  Lehre  von  den  Geschwülsten  der  OrbUa, 
(Allgem.  Wiener  medizin.  Zeitung.  Nr.  41.)  gr,  8**. 

Regel,  E.^  Eeisen  in  den  Süden  von  Ostsibirien,  ausgeführt  in 
den  Jahren  1855 — 1859  durch  G.  Rad  de.  Botanische  Ab- 
theilang.  Monopetalae.  Bd.  IV,  Heft  3.  Moskau,  1870;  8«.— 
Supplemeittam  IL  ad  enumerationem  plant arum  a  cL  Semo- 
novio  i8S7  collectarum.  Fase.  L  Moskau,  1870;  8®.  —  Re- 
visio  speciarum  Crataegorum,  Dracaenarnniy  Horkeliarum^ 
Laricum  etAzalearum.  8®.  —  Animadversiones  de  plant is  vivia 
nonnuUis  horti  botanici  imperialis  Petrepolitani.  8**.  —  Die 
Arten  der  Gattung />raca^/ia.  Gr.  8^  —  Einfluss  des  Wildlings 
auf  das  Edelreis.  Gr.  8**.  —  Formen  der  Entwicklung  der 
höheren  Pflanzen  und  deren  Einfluss  auf  unsere  Culturen. 
Gr.  8^ 

,,Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 
France  et  de  T^tranger."  ?•  Ann6e  (2*  S^rie),  Nr.  38.  Paris 
&Bruxelle8,  1872;  4«. 
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Riccardi,  P.,  Biblioteca  matematica  Italiana.  Fase.  3^  Modena, 

1871;  4«. 
Tessari^  Domenico,  Sopra  la  costrazione  degli  ingranaggi  ad 

aesi  non  concorrenti.  (Ann.  del  R.  Museo  Industr.  Italiano.) 

Torino,  1871;  S^. 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  11.  Wien^ 

1872;  4«. 
Zeitschrift  für  Chemie,  von  Beilstein,  Fittig  &  Hübner. 

XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VH.  Band,  17.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8^ 
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Bestimmimg  der  LängendÜFerenz  Wien — ^Wiener  -  Neustadt 
durch  Chronometer -Übertragungen. 

Von  dem  c.  IL  Prof.  Dr.  Edmniid  W«is8« 

Im  September  vorigen  Jahres  wurde  von  Herrn  Miyor 
Th.  Andres^  Professor  der  Geodäsie  und  Astronomie  an  der 
Militärakademie  zu  Wiener-Neustadt,  der  Wunsch  ausgesprochen; 
die  Längendifferenz  des  Observatoriums  jener  Anstalt  mit  der 
Sternwarte  von  Wien  astronomisch  zu  bestimmen,  und  die  Aus- 
führung der  hiefllr  von  Seite  der  Wiener  Sternwarte  erforderlichen 
Beobachtungen  von  mir  übernommen.  Wegen  Mangel  einer 
directen  telegraphischen  Verbindung  beider  Observatorien  konnte 
die  Längendifferenz  nur  aus  Chronometerttbertragungen  ermittelt 
werden;  doch  dürfte  diese  Operation  trotzdem  einiges  Interesse 
gewähren^  weil  bei  der  geringen  gegenseitigen  Entfernung  beider 
Orte  —  sie  beträgt  etwa  6  geographische  Meilen  — -  die  Hin-  und 
Rüc^eise  nur  wenige  Stunden  beansprucht,  und  deshalb  die 
vorhergehenden  und  nachfolgenden  Vergleichungen  der  Chrono- 
meter mit  der  Hauptuhr  der  Sternwarte  unmittelbar  erkennen 
lassen,  wie  weit  der  mehrstündige  Eisenbahntransport  den  Gang 
derselben  beeinflusst  hat. 

Die  zur  Vergleichung  der  Hauptuhren  beider  Observatorien 
verwendeten ;  halbe  Secunden  schlagenden  Boxchronometer, 
Molyneux  Nr.  1980  und  Kessels  Nr.  1443,  welche  schon  vielfach 
als  vorzügliche  Uhren  erprobt  wurden,  gehören  der  k.  k.  Stern- 
warte, und  gehen  nach  Stemzeit.  Zur  E^rmittlung  der  Uhr- 
correctionen  sollten  an  beiden  Orten  dieselben  Sterne  aus  dem 
von  der  fiedaction  des  Berliner  Jahrbuches  herausgegebenen 
Verzeichnisse  der  scheinbaren  Örter  von  529  Sternen  beobachtet 

Sitsb.  d.  mathem.-DAtnrw.  Gl.  LXV.  Bd.  II.  Abtb.  7 
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werden,  um  dadurch  die  Unsicherheit  der  Stempositionen  zu 
eliminiren.  Femer  sollten  Chronometerübertmgungen  nur  an 
solchen  Tagen  ausgefbhrt  werden,  an  denen  Nachts  vorher 
beiderseits  Zeitbestimmungen  gelangen,  um  vom  Gange  der 
Hauptuhr  möglichst  frei  zu  sein.  Die  persönliche  Gleichung 
endlich  wollten  wir  um  die  Mitte  der  ganzen  Operation  be- 
stimmen. 

Von  den  drei  Punkten  dieses  Programmes  konnte  nur  der 
zweite  ziemlich  vollständig  eingehalten  werden;  denn  beim  ersten 
ergab  sich  die  Schwierigkeit,  dass  die  Nächte  selten  beiderseits 
vollständig  heiter  waren,  indem  hauptsächlich  in  den  früheren 
Abendstunden  oft  partieUe  Bewölkungen  eintraten,  welche  das 
Beobachten  der  festgesetzten  Sterne  hinderten.  Um  daher  die 
Operation  nicht  allzusetir  in  die  Länge  zu  ziehen,  standen  wir  von 
der  strengen  Erfüllung  der  Forderung,  an  beiden  Orten  nur  die- 
selben Sterne  zur  Ermittlung  der  Uhrcorrection  zu  verwenden, 
ab,  da  sie  bei  Chronometertibertragungen  ohnehin  von  geringer 
Bedeutung  ist.  Doch  wurde  die  Vorsicht  gebraucht,  das  Azimuth 
der  Instrumente  an  beiden  Orten  womöglich  aus  demselben 
Polar-Sterne  zu  suchen.  Auch  die  persönliche  Gleichung  konnte 
erst  Anfangs  December  bestinmit  werden,  da  im  October  die 
Berufsgeschäfte  uns  daran  hinderten  und  im  November  die 
Witterung  sich  nie  dazu  eignete. 

Die  Chronometervergleichungen  wurden  sämmtlich  von  mir 
ausgeführt;  ebenso  ttbemahm  ich  deren  Berechnung  und  die 
Ableitung  des  Schlussresultates,  während  die  Zeitbestimmungen 
jeder  Beobachter  selbst  reducirte. 

a)  Zeitbestimmungen  in  Wien. 

Die  Zeitbestimmungen  wurden  von  mir  am  vierzöUigen 
Meridiankreise  der  Sternwarte  ausgeführt.  Als  CoUimationsfehler 
des  Rohres,  mit  Einschluss  der  täglichen  Aberration,  fand  ich 
durch  Umlegen  des  Instrumentes  am  18.  October: 

Kreis  West:  c  ^  -<-0»35l 
Kreis  Ost:  tf  =  — 0-379 

Die  Neigung  wurde  am  15.  October  und  3.  December 
corrigirt,  da  sie  nach  und  nach  zu  einer  unbequemen  Grösse 
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Stellt  man  der  Übersicht  halber  die  Resnitate  dieser  Be- 
obachtungen znsammen  und  fttgt  man  noch  die  Resnitate  der 
übrigen  im  Laufe  dieses  Zeitraumes  ausgefMirten  Zeitbestimmun- 
gen hinzu,  so  erhält  man  fbr  die  Stände  und  Gänge  der  Wiener 
Hauptuhr  das  nachstehende  Tableau : 

1871  ührzeit  Stand  Tgl.  Gang 

— 0'48 
—0-27 
—0-22 
-0-74 
—0-50 
-0-50 
—0-81 
—0-65 
—0-86 
-0-81 
-0-73 
-0-60 

b)  Zeitbestimmungen  in  Wiener-Neustadt. 

In  Wiener-Neustadt  ftlhrte  Major  Andres  die  Zeitbestim- 
mungen an  einem  portativen  Mittagsrohre  mit  gebrochenem 
Femrohre  von  30'"  Objectivöflfhung  und  30"  Brennweite  aus,  das 
nach  dem  Muster  der  jetzt  bei  der  europäischen  Gradmessung 
allgemein  angewendeten  Instrumente  dieser  Art  von  Starke 
gebaut  ist.  Die  Beobachtungsuhr,  eine  Pendeluhr  mit  Queck- 
silbercompensation,  ist  von  Voran  er  verfertigt. 

Nivellirt  wurde  aUabendlich  in  jeder  Kreislage,  so  oft  es  die 
Zeit  zuliess,  schliesslich  aber  das  Mittel  aus  aUen  Nivellirungen 
jeder  Ereislage  gebildet,  da  in  den  Neigungen  kein  irgend  regel- 
mässiger Gang  sich  zeigte,  sondern  die  Unterschiede  ganz  den 
Charakter  von  Beobachtungsfehlem  tmgen.  Die  dadurch  er- 
haltenen Mittelwerthe  der  Neigung  sind  die  folgenden : 

October 


Oetober 

9 

0*21- 

—1-18  »78 

n 

14 

0    4 

-1  21  18 

n 

16 

22  50 

-1  21-70 

» 

17 

0  59 

—1  21-94 

n 

18 

0  17 

-1  22-68 

n 

19 

22  58 

-1  23-16 

n 

21 

0    6 

-1  24-18 

n 

31 

23  29 

-1  32-33 

November 

5 

1  37 

-1  35-66 

n 

10 

1  28 

—1  39-95 

n 

24 

0  58 

—1  51-33 

December 

5 

23  12 

-1  59-38 

n 

11 

23  15 

—2    3-00 

14 

K.W. 

t  =  -0»002; 

K.O.    t  =  -0'181; 
K.W.  t  =  -^123. 

16 

K.O. 

i  =  -k0-034; 

K.W.  t  = -0-069; 

K.O. 

t  =  -h0-030; 

K.W.  t  = -0-070. 

17 

K.W. 

t=:-l-0-018; 

K.O.    t  =  -0  123. 

18 

K.O. 

t  =  -f.0-022-, 

K.W.  t  =  -h0-039. 
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October      21  K.W.  t  =  — 0»023;  K.O.    t  =  -hO»057. 

„            24  K.O.    t  =  -h0158;  K.W.  t  =  — 0-074. 

December    3  K.W.  t  =  — 0  080;  K.O.   t  =  — 0-076. 

„            9  KW.  t  =  -h0-085;  K.O.    i  =  — 0-031. 

„          11  KW.  t  =  — 0184;  KO.    t  =  -0-352. 

Der  CoUimationsfehler  wurde  jeden  Abend  durch  Umlegen 
bestimmt,  und  ergab  sich  an  den  einzelnen  Tagen  folgender- 
massen,  wobei  das  Zeichen  flir  K.  0.  obere  Culmination  gilt: 

October      14  ans  h  Camelopardi  c  =  +0*211 

16  „    A          „  -h0134 
„    7  Cephei  -hO-380 

17  »    -y       n  -hO-376 

18  n  7  n  -hO-374 
21  „  7  „  -hO-253 
24    „    7       „                        -hO-251 

December    3    „   7       „  -hO-366 

9    »    7       »  -hO-226 

11    «    7       n  -HO- 164 

Die  in  diesen  Werthen  sich  zeigende  Variation  ist,  wie  die 
Doppelbestimmung  des  Collimationsfehlers  am  16.  October  zu 
erkennen  gibt,  dem  bei  weitem  grössten  Theile  nach  gewiss 
nicht  reell,  sondern  nur  scheinbar  durch  die  Beobachtungsfehler 
verursacht.  Noch  deutlicher  tritt  dies  hervor,  wenn  man  je  drei 
Tage  zu  einem  Mittel  zusammenfasst.  Man  erhält  dadurch: 

October     14,  16,  17 c  =  -t-.0»275 

„  18,  21,  24 c  =  -h0-293 

December    3,    9,  11 c  =  -hO-252 

Im  Mittel..  c  =  -h0-273 

Diese  Werthe  weichen  so  wenig  von  einander  ab,  dass  man 
es  fbr  das  beste  hielt,  das  zuletzt  gezogene  Mittel  als  Werth  des 
Collimationsfehlers  fttr  die  ganze  Epoche  gelten  zu  lassen,  was 
um  so  unbedenklicher  schien,  als  im  Mittel  der  Beobachtungen 
bei  K.  0.  und  K.  W.  der  CoUimationsfehler  ohnehin  so  gut  wie 
völlig  einflusslos  wird.  Es  sind  daher  alle  Beobachtungen  redu- 
drtmit: 

c  =  -hO»259  für  KO. 

c=— 0-287    .    KW. 
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Neustadt: 

1871 

Uhrzeit 

Stond 

October 

14 

22^47- 

-4-0-  56 »46 

n 

16 

22  56 

-4-0    56-19 

» 

17 

23  42 

-4-0     56-19 

n 

18 

23  44 

-4-0    56  03 

n 

21 

23  39 

-4-0    55-44 

» 

24 

23  36 

-4-0    54-99 

November 

5 

23  42 

-4-0    48-69 

December 

3 

23  42 

-hO    24-49 

n 

9 

23  42 

-hO    17-10 

n 

11 

23  42 

-4-0    14-82 

110  Weiss. 

Übersichtlich  zusammengestellt  resultirt  also  aus  den  obigen 
Beobachtungen  für  den  Stand  und  Gang  der  Uhr  in  Wiener- 

Tgl.  Gang 

— 0'13 
0-00 
—0-16 
—0-20 
—0-15 
—0-52 
—0-87 
—1-23 
—1-13 

Die  Zunahme  des  täglichen  Uhrganges  am  Anfange  Decem- 
bers  fällt  mit  dem  Eintreten  strenger  Kälte  in  dieser  Epoche 
zusammen. 

cj  Ermittelung  der  persSnIichen  Gleichung. 

Die  pißrsönliche  Gleichung  wurde  am  portativen  Mittagsrohre 
des  Observatoriums  m  Wiener-Neustadt  dadurch  bestimmt,  dass 
der  eine  Beobachter  den  Durchgang  eines  Sternes  durch  die 
eine  Hälfte ,  der  zweite  durch  die  andere  Hälfte  der  Fäden  beoh- 
achtete,  wobei  überdies  die  Vorsichtsmassregel  festgehalten 
wurde ,  bei  den  aufeinander  folgenden  Sternen  die  Reihenfolge 
der  Beobachter  zu  wechseln,  um  auf  diese  Weise  einen  etwaigen 
Fehler  der  Fädenintervalle  zu  elmiinu*en.  Das  Verzeichniss  der 
beobachteten  Sterne,  deren  Beduction  auf  den  Mittelfaden  Major 
Andres  besorgte,  sowie  das  daraus  hervorgehende  Resultat  der 
dersönlichen  Gleichung  im  Sinne  Andres — Weiss  ist  in  der 
folgenden  Tabelle  enthalten,  zu  der  ich  nur  erwähnen  will,  dass 
die  vorletzte  Columne  die  von  jedem  Beobachter  notirte  Zahl  der 
Fädenantritte  angibt,  und  dass  die  Beobachtungen  am  9.  De- 
cember 1871  angestellt  wurden. 
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Nr. 


10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 


33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 


Stern 


Tfi  Aqaarii 
(Pegasi  . 
B.A.C... 


•y  Piscium 
u  Pegasi  . 


a>  Piscium. 
a  Androm. 
7  Pegasi  . . 

t  Ceti 

B.A.  C... 
V  Pisciam  . 
0  Piscium  . 
4  Piscium  . 
7  Androm. 
a  Arietis. . 
B.A.  C... 


1871-0 


7943 
7971 
7997 
8031 
8051 


101 


684 


n         •  •  • 

5«  Ceti.]]! 

...729 
...  745 

B.A.C.... 

dCeti...*.*.' 

..:  776 
...  798 

7  Ceti 

B.A.e.... 

»        •  •  • 
0  Tauri  . . . 

..     999 

..  1028 

fTmn 

Rectasc. 


Decl. 


Zahl 
d.Fd. 
A;W 


A-W 


Kreis  West. 


22^28-41' 
35    2 
40  15 
45  51 
51    7 

22  57  19 

23  0  31 
10  29 

23  18  57 


—  0**46«9 

-hlO    9-5 

11  30-9 

9    90 

20    4-6 

3    7-6 

8  42-8 

2  34-7 

-h22  41-6 


4,4 

4,4 

4,4 

4,4 

4,4 

4,4 

4,4 

4,4 

4,4 

Kreis  Ost. 

23  52  41 

0    1  43 

6  36 

12  51 

0  21  19 

1  34  43 
38  35 
46  53 
55  59 

1  59  54 

2  6  10 


15  20 
17  54 
21  18 
24  49 
29  35 
32  52 

2  36  37 

3  7  29 
12  35 
17  52 

3  23  45 


Kreis  West 


+  6    8-9 

5,4 

28  22-7 

6,4 

+14  28-0 

5,4 

-  9  32-4 

4,4 

-t-17  10-8 

4,4 

4  500 

4,4 

8  30-4 

4,4 

2  33-0 

4,4 

41  42-6 

4,4 

22  511 

4,4 

■+■  8  14-4 

4,4 

-  0  11-7 

4,3 

-hlO    1-5 

4,3 

7  52-8 

4,4 

1  41-8 

4,4 

-hll  53-3 

4,3 

—  0  13-8 

4,4 

+  2  41-4 

4,4 

20  33-9 

4,4 

2  53-7 

4,4 

8  34-4 

4,4 

-hl2  29-6 

4,4 

B.A.  C 1135 

«       1174 

<:Per8ei 

I  Persei 

X  Tauri 

V  Tauri 

B.A.C 1272 

7  Tauri 

ft  Eridani 

jT*  Orionis 

K^  Orionis 


34  53 
41  12 

46  2 
50  36 
53  32 
56  18 

0  36 
12  27 
39  3 
44  20 

47  32 


+19  17-2 

4,4 

10  44-7 

4,4 

31  29-8 

4,4 

35  25- 1 

4,4 

12    7-4 

4,4 

5  37-8 

4,4 

16  59-6 

4,4 

+15  18-8 

3,4 

-  3  29-6 

4,4 

+  5  22-9 

4,4 

+  2  13-6 

4,4 

H-0-100 
-hO-158 
—0-122 
H-0-012 
—0-130 
-4-0-048 
-0-080 
H-0-217 
4-0-327 


—0-083 
-hO-333 
-hO-058 
-1-0-190 
-hO-271 
-+-0.150 
—0-130 
-4-0-098 
-0-163 
-0-010 
-hO-140 

-4-0-302 
-0-177 
H-0-083 
H-0-045 
-hO-305 
-4-0-230 
-1-0-440 
— 0  075 
-4-0-062 
—0-025 
—0-175 


-1-0-213 
—0-065 
-1-0-230 
0-000 
-4-0-385 
—0-038 
-4-0-120 
—0-096 
—0-345 
-1-0-030 
-4-0-002 
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Bildet  man  mn  za  sehen,  ob  die  persönliche  Oleichong  im 
Lanfe  des  Abendes  Änderungen  erfahren,  nicht  blos  getrennte 
Mittel  für  die  am  Anfange  und  Ende  bei  Kreisiage  West  beob- 
achteten Sterne,  sondern  theilt  man  anch  die  Beobachtungen  bei 
der  Kreislage  Ost  in  zwei  Hälften,  so  erhält  man: 

Stern  ührzeit  Rreisl.  A— W 

1—9  22^52-  W  -h0»059 

10—20  13  0  -hO-078 

21—31  2  44  0  H-0  092 

32—42  4    6  W  -t-0040 

Die  Unterschiede  der  für  jede  Kreislage  geftindenen  Zahlen 
sind  offenbar  kleiner  als  die  wahrscheinlichen  Fehler  derselben^ 
also  keine  Änderung  der  persönlichen  Gleichung  im  Laufe  des 
Abendes  angezeigt.  Die  Mittel  fttr  jede  Kreislage  nach  der  Zahl 
der  Sterne  genommen  sind : 

Kreis  West:  A— W=  -h0»049  aus  20  Sternen 
„Ost:  „      =:H.0-085    „    22       „ 

Auch  diese  beiden  Zahlen  sind  einander  noch  so  nahe 
gleich,  dass  deren  Unterschied  nicht  verbürgt  werden  kann. 
Denn  der  mittlere  Fehler  einer  Bestimmung  der  persönlichen 
Gleichung  y  berechnet  aus  der  Übereinstimmung  der  einzelnen 
Werthe  beträgt  bei  Kreis  West:  €  =  :i:0'175,  bei  Kreis  Ost: 
£  =  ±0'180,  mithin  der  mittlere  Fehler  der  ftlr  Kreis  West  und 
Kreis  Ost  erhaltenen  Eesultate  respective  ±0*039  und  ±0'038. 
Es  wurde  deshalb  das  arithmetische  Mittel  beider  Angaben  für 
die  persönliche  Gleichung  angenommen:  diese,  nebst  ihrem  mitt- 
leren Fehler  beträgt  also : 

A— W=-hO»07  diO'027. 


d)  Vergleichung  der  Chronometer  mit  der  Hauptuhr  der  Wiener 

Sternwarte. 

Zwischen  den  einzelnen  Chronometerttbertragungen  habe 
ich  zahlreiche  Vergleichungen  der  Chronometer  (welche,  wie  be- 
reits erwähnt  wurde,  Stemzeit  zeigen),  mit  der  Hauptuhr  der 
Sternwarte  ausgeführt,  nicht  nur  um  den  Stand  und  Gang  der- 
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selben  möglichst  sicher  zu  stellen,  sondern  anch  um  den  Einfluss 
der  Übertragungen  auf  diese  Grössen  kennen  zu  lernen,  und 
lasse  hier  die  Ergebnisse  dieser  Untersuchung  folgen. 

1.  Chronometer  Molyneux  Nr.  1980. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Resultate  derVergleichun- 
gen  des  Chronometers  Molyneux  zusammengestellt,  und  darin 
jene,  welche  unmittelbar  vor  oder  nach  einer  Zeitbestimmung  er- 
langt wurden,  durch  ein  der  laufenden  Nummer  beigefügtes 
Sternchen  kenntlich  gemacht.  Jede  Vergleichung  ist  das  Mittel 
aus  zwei  bis  drei  Aufschreibungen,  bei  welchen  ich  die  Secun- 
denschläge  abwechselnd  von  den  Schlägen  der  Pendeluhr  und 
denen  des  Chronometers  an  zählte. 

Von  den  Angaben  der  Tafel  bedürfen  wohl  nur  die  beiden 
letzten  Columnen  einer  Erklärung.  Mit  dem  aus  den  angezeigten 
Intervallen  berechneten  Uhrgange  habe  ich  dort,  wo  eine  Über- 
tragung des  Chronometers  dazwischenliegt,  seinen  Stand  für  die 
intermediären  Vergleichungen  unter  der  Annahme  eines  gleich- 
förmigen Ganges  desselben  berechnet,  und  in  Columne  6  ein- 
getragen. Den  Unterschied  des  so  berechneten  mit  dem  beobach- 
teten Stande  enthält  die  siebente  Columne.  Um  jedoch  ein  voll- 
ständiges Bild  vom  Verhalten  des  Chronometers  zu  erlangen, 
habe  ich  noch  die  in  Wiener-Neustadt  gemachten  Vergleichungen 
eingeschoben,  und  durch  Anbringen  der  (unter  e  abgeleiteten) 
Längendifferenz  (0'31*18)  und  persönlichen  Gleichung  auf  Wie- 
ner Zeit  reducirt.  Diese  letztgenannten  Vergleichungen  sind  zum 
Unterschiede  von  den  übrigen  mit  römischen  Nunmiem  versehen 
and  eingeklammert  worden. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  ich  in  der  zweiten  Co- 
lumne die  mittlere  Wiener  Zeit  der  Vergleichung  deshalb  bei- 
gefllgt  habe,  weil  sich  aus  ihr  bequemer  als  aus  der  Uhrzeit  (die, 
wie  die  vierte  Columne  lehrt,  mit  einem  bedeutenden  Stande 
gegen  Stemzeit  behaftet  ist)  das  zwischen  zwei  consecutiven 
Vergleichungen  verflossene  Intervall  erkennen  lässt. 
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Nr. 

1871  mittl. 

Uhrzt. 

Stand 

Tgl. 

Ber. 

B-K. 

Wien.  Zt. 

Mol. 

Molyn. 

Gang 

Stand 

1 

Oct. 

14     1-4 

13" 14- 

-+-1»'42»41'4G 

-h  3^73 

2« 

n 

14  10-3 

22    6 

42    42-82 

3 

n 

14  18  5 

6  18 

42    44-33 

J 

44^6 

4-0 »17 

I 

» 

14  22-3 

10    9 

42  (44-80) 

(-4-  3-85 

44-75 

(-hO-05) 

4 

n 

15    21 

14    0 

42    45-64 

45-37 

-t-0-27 

5» 

f) 

16    9-3 

21   17 

42    50-50 

\ 

50-39 

-4-0- 11 

6 

n 

17     2-5 

14  31 

42    53  14 

H-10-68 

II 

n 

17     5-9 

17  52 

42  (55-10) 

54-63 

(-hO-47) 

7» 

n 

17  10-6 

22  39 

42    56-76 

8 

n 

17  211 

9  10 

42    58-85 

1 

>+  4-89 

58-98 

— 013 

III 

jf) 

18    0-3 

12  19 

42  (59-45) 

59-55 

(-0-10) 

9. 

n 

18  100 

22     6 

43      1-53 

1 

10 

f) 

18  18-0 

6     8 

43      2-36 

j 

2-56 

-0-20 

IV 

n 

18  21-8 

9  54 

43    (3-04) 

}h-  3-09 

3-05 

(-0-01) 

11 

jj 

19    40 

16     7 

43      3-95 

i 

3-85 

-4-0  10 

12» 

n 

19    9-4 

21  30 

43      4-54 

+  3-96 

13» 

f) 

21     9-8 

22    6 

43    12-57 

14 

rt 

22    2-3 

14  36 

43    14-86 

^ 

14-83 

-h003 

V 

n 

22    5-6 

17  57 

43  (15  17) 

(-h  3-29 

15-28 

(-0-11) 

15 

n 

22     9-8 

22     7 

43    15-85 

15-86 

— 0  01 

16 

n 

23    7-2 

19  35 

43    18-85 

\ 

18-81 

-4-0-04 

17 

n 

24    2-8 

15  14 

43    21-50 

-4-  3-06 
4-  3-66 

U4-05 

^-  2-74 
-h  2-93 
-h  3-71 

18. 

n 

31     8-8 

21  41 

43    43-67 

19. 

nSv. 

5  11-0 

0  13 

44      2-33 

20 

n 

6    2-6 

15  50 

44      4-27 

21. 

1) 

10  11-9 

1  25 

44    22-79 

22 

n 

17  23-7 

13  47 

44    43-38 

23 

Dec. 

4    6-9 

22    3 

45    31-33 

24 

n 

8  23-9 

15  20 

45    48-84 

VI 

n 

9    50 

20  27 

45  (49-78) 

-4-  4-63 

49-82 

(_0-04) 

VII 

n 

9  20-6 

12    3 

45  (52-67) 

52-83 

(— 0-16) 

25 

Ti 

10    11 

16  37 

45    53-72 

-h  517 

26. 

11     61 

21  41 

-hl  45    59-99 

Vor  allem  fallt  hier  der  starke  Spning  zwisehon  den  Ver- 
gleichungen  6  und  7*  am  1 7.  October  auf,  und  noch  mehr  der 
Umstand,'  dass  die  Ühr  diesen  ganz  ungewöhnlichen  Gang,  der 
wohl  nur  vom  Transporte  derselben  herrUhren  kann,  ziemlich 
regelmässig  beibehalten  hat.  Die  rasche  Gangänderung  an  die- 
sem Tage  mag  ihre  Ursache  darin  haben,  dass  der  Sperr- 
haken der  Aufhängeringe  des  Chronometers,  den  ich  in  Wien 
noch  fest  angezogen  hatte,  sich  während  der  Eisenbahnfahrt 
nach  Wiener-Neustadt  lockerte,  und  dadurch  die  Ringe  frei 
beweglich  machte. 

Die  übrigen  Unterschiede  der  letzten  Columne  übersteigen 
wohl  nie  die  unvermeidliche  Unsicherheit  der  Vergleichung  zweier 
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• 
Uhren,  die  beide  dieselbe  Zeit  zeigen,  und  beweisen  dadurch, 

dass  der  Gang  des  Chronometers,  den  obcuerwähnten  Fall  aus- 
genommen, durch  den  Transport  nicht  merklich  beeinflusst  wurde. 
Ich  habe  daher,  um  alle  ausgeführten  Yergleichungen  möglichst 
einfach  zu  berücksichtigen ,  so  zu  sagen  Normalvergleichungen 
gebildet,  indem  ich  mehrere  zu  einem  Mittel  zusammenzog,  und 
darauf  Bedacht  nahm,  dies  Mittel  der  Zeit  einer  Chronometer- 
übertragung möglichst  nahe  zu  bringen.  Dabei  habe  ich  Itber- 
dies  dort  wo  es  anging,  jede  bei  einer  Zeitbestimmung  angestellte 
Vergleichung,  welche  insofern  sicherer  ist  als  die  übrigen,  da 
sie  vom  Gange  des  Chronometers  und  der  Hauptuhr  frei  ist,  zu 
zwei  Gruppen  gezogen,  um  ihr  so  ein  grösseres  Gewicht  zu 
geben,  und  die  in  Wiener-Neustadt  ausgeführten  Chronometer- 
vergleichungen selbstverständlich  weggelassen.  Es  ergaben  sich 
dadurch  schliesslich  folgende  Stände  und  Gänge  des  Chrono- 
meters : 


Mittel  aus 

Uhrzeit 

Stand 

Tgl. 

Nr. 

Molyneux 

Mol. 

Gang 

1 

October 

14  13^ 14- 

4-1"  42-41 '46 

4-3 »92 
-h3-79 

2-5- 

r> 

15  15  55 

42  45-82 

5»-  6 

n 

IG    5  54 

42  51-82 

6  —  7* 

n 

17  18  35 

42  54-95 

4- 

7.-  9» 

n 

17     9  58 

42  59  05 

4-3-97 
H-3-81 
43-30 
H-3-29 
4-3  05 
4-3-61 
4-4  12 
4-2-74 
4-2-93 
'    4-3-80 
-h501     "*■ 

9»~12« 

rt 

18  10  28 

43     310 

13* 

n 

21  22    6 

43  12.57 

13« -16 

n 

22  19  36 

43  15-53 

17 

n 

24  15  14 

43  21-50 

18* 

n 

31  21  41 

43  43-67 

19»— 20  November 

5    8    2 

44    3-30 

21» 

n 

10     1  25 

44  22-79 

22 

n 

17  13  47 

44  43-38 

23      December 

4  22    3 

45  31-33 

24-25 

n 

9    3  59 

45  51-28 

26. 

n 

11  21  41 

4-1  45  59-99 

10*68 


4-63 


2.  Chronometer  Kessels  Nr.  1443. 

Die  Yergleichungen  vom  Chronometer  Kessels  mit  der 
Hauptuhr  der  Sternwarte  wurden  genau  so  wie  die  des  Chrono- 
meter Molyneux  behandelt;  ich  kann  sie  daher  ohne  weitere 
Bemerkungen  unmittelbar  folgeu  lassen. 

8* 
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Nr. 


1 

2» 

3 

I 

4 

5* 

6 

U 

?• 

8 

m 

10 

IV 

11 

12» 

13« 

14 

V 

15 

16 

17 

18» 

19» 

20 

21» 

22 

23 

24 

VI 

VII 

25 

26* 


Mittl.  Wien. 
Zt.  1871 


Oct. 


Nov. 


Dec. 


14 
14 
14 
14 
15 
16 
17 
17 
17 
17 
18 
18 
18 
18 
19 
19 
21 
22 
22 
22 
23 
24 
31 
5 
6 
10 
17 
4 
9 
9 
9 

10 
11 


ührzt 
Eess. 


15" 18- 
0  8 
8  22 
12  10 
16  5 
23  24 
16  39 

19  59 
0  47 

11  17 

14  17 
0  13 
8  15 

11  59 

18  20 

23  36 

0  13 

16  50 

20  4 
0  24 

21  43 

17  23 
23  55 

2  27 
17  58 

3  41 

15  53 
0  9 

17  34 

22  33 
14  20 

18  54 

23  30 


Stand 
Eess. 


-0-24" 
24 
24 
24 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
27 
26 
25 
25 
25 
25 
25 

-0  25 


'33»04 

32-88 

32-77 

(32-70) 

57-06 

54-20 

52-46 

(52-00) 

51-13 

50-64 

(50-29; 

49-96 

49-03 

(48-46) 

47-69 

4717 

42-67 

41-13 

(51-55) 

56-54 

54-71 

52-51 

34-33 

20-48 

18-53 

5-01 

42-12 

41-87 

13-86 

(14-69) 

(9-97) 

18-77 

11-50 


tgl. 
Gang 


H-0»38 

H-2-19 
H-2-90 

>-4-l-20 

-h2-86 
-4-2-22 

H-2-36 

-h2-51 
-+-2 -91 

i^-h3-06 

-h3-05 
-h3-70 
-+-5-93 

H-6  12 


Ber. 
Stand 


32'90 
32-71 


52-23 
51-71 

50-60 
50-45 

49-01 
48-55 
47-80 

42-67 


54-45 


18-50 


B-R. 


— 0»02 
(-0-01) 

4-0-23 

(-hO-29) 

-t-0-04 

(-0-16) 

4-0-02 
(_0-09) 
—0-11 

0-00 


-+-0-26 


-4-0-03 


Von  den  drei  Sprüngen  im  Stande  des  Chronometers  rtthrt 
der  erste  daher,  dass  am  Morgen  des  15.  October  vor  der  Reise 
nach  Wiener-Neustadt  das  Aufziehen  desselben  vergessen  wurde, 
und  es  deshalb  wenige  Minuten  vor  der  Vergleichung  bei  der 
Rückkehr  nach  Wien  stehen  geblieben  war.  Die  beiden  anderen 
Sprünge  sind  reell.  Allerdings  fiel  mir  bei  der  Vergleichung  schon 
der  erste  Sprung  am  22.  October  auf:  doch  glaubte  ich,  es  sei 
hierbei  irgend  eine  Zuf&lligkeit  im  Spiele,  da  die  Vergleichung 
am  folgenden  Tage  zeigte,  dass  die  Uhr  ihren  frtlheren  Gang 
unverändert  beibehalten  habe.  Als  sich  jedoch  bei  der  nächsten 
Vergleichung  am  9.  December  genau  dasselbe  wiederholte, 
wurde  die  Uhr  näher  untersucht  und  gefunden,  dass  die  Hem- 
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mnngsfeder  nachgelassen  hatte,  und  daher  bei  der  Erschtitterung 
des  Fahrens  zuweilen  mehrere  Zähne  des  Steigrades  auf  einmal 
passiren  konnten.  Lässt  man  daher  die  Vergleichungen  nach  dem 
22.  October  weg,  nnd  bildet  man  aus  den  früheren,  wie  bei  Chro- 
nometer Molyneux,  Normal werthe,  so  erhält  man: 

Mittel  ans  Uhrzeit  Stand 

Nr.  Kessels  Kessels 

1  _  3    öctober  14  23^56-  —0^24-32» 90 

5*-  7*  ^  16  13  37  -0  27  52-60 

7*_  9*  „  17  12    6  27  50-58 

9*— 12*  „  18  12  36  27  48-46 

12*-14  „  20  13  33  —0  27  43-66 


Tgl. 
Gang 

-4-0*38 

-1-2 -23 

-h2-08 
-h2-36 


e)  Berechnung  der  Längendifferenz. 
1.  Chronometer  Molyneux. 
In  der  folgenden  Zusammenstellnng  der  in  Wiener-Neustadt 
ausgeführten  Vergleichnngen  des  Chronometer  Molyneux  mit 
der  Hanptnhr  des  dortigen  Observatoriums  ist  die  Correction  des 
Chronometers  der  am  Ende  von  rfl  gegebeneu  Tabelle  entnom- 
men, die  Correction  der  Pendeluhr  Voran  er  aus  der  Tabelle 
am  Schiasse  des  Abschnittes  h  interpolirt^  und  zugleich  die  per- 
sönliche Gleichung  angebracht,  die  sub  c  zu  W — A  =  — ^O'OT  er- 
mittelt wurde.  Das  Weitere  bedarf  keiner  Erklärung. 


ührzeit 

Correct. 

Uhrzeit 

Nr.    1871 

Vorauer 

-h  pers.  Gl. 

Molynenx 

Correction 

I  Oct    14 

11^50-45^0 

-hO-56'32 

10^  9-27 '70 

4-1^  42-44  »84 

n     „       17 

19  33  25  0 

H-0  56  12 

17  51  57-20 

H-1  42  54-63 

m     „      18 

14 

0  200 

-hO  56-02 

.12  18  47-75 

-hl  42  59-43 

IV     „      18 

11  35  200 

.+-0  55-86 

9  53  44-00 

4-1  43    300 

V     „      22 

19  38  45-0 

-4-0  55-24 

17  56  56-25 

-hl  43  15-31 

VI  Dec.      9 

22 

11  350 

-t-0  17  10 

20  26  33-50 

-hl  45  49-83 

vn    „       9 

13  48  150 

-hO  16-34 

12    3    9-85 

-hl  45  52-84 

Darans 

1  ergibt  sich : 

Mittl 

. 

Sternzeit 

Nr.     Wien. 

Zt. 

Wien.- 

l^eust' 

Wien            Längendiff.    Gew. 

I  Oct    14  22^3 

ir51-41'32        ir52-12»54        ()-31'22         1 

U     „      17 

5-9 

19  34  2112        19  34  51-83 

(30-71)        0 

lU     „      18 

0-3 

14    1 

16  02        14 

1  47-18 

3116          1 

IV     ,      18  21-8 

11  36 

15-86        11 

36  47-00 

31-14         1 

V     „      22 

5-6 

19  39  40-24        19  40  11-50 

31-32         1 

W  Dec.     9 

50 

22  11 

52-10        22 

12  23-33 

31-23         0-5 

\TI     r       9  20-6 

13  48  31-34        13  49    2-69        0 

31-35         0-5 
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Wegen  der  starken  Gangändemng ,  die,  wie  oben  gezeigt 
wurde,  bei  der  Übertragung  des  Chronometers  am  17.  Oetober 
stattfand,  halten  wir  es  fOr's  beste,  diesen  Tag  ganz  auszuschlies- 
sen.  Ebenso  haben  wir  jeder  Vergleichung  vom  9.  Deoember  nur 
das  halbe  Gewicht  gegeben,  nicht  nur  weil  beide  Resultate  aus 
derselben  Zeitbestimmung  abgeleitet  sind,  sondern  diese  in  Wien 
auch  mehrere  Tage  von  dem  Zeitpunkte  der  Vergleichung  ab- 
stand. 

Aus  der  Übereinstimmung  der  einzelnen  Werthe  folgt  für 
den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  e==it:0'084,  daher 
flir  das  Resultat: 

X  =  0-31  »226  Gew.  5 ;  £  =  ±0'038. 

2.  Chronometer  Kessels. 

Die  Vergleichungen  des  Chronometer  Kessels  wurden 
genau  auf  dieselbe  Weise  behandelt,  wie  die  des  Chronometer 
Molyneux.  Es  sind  mit  Weglassung  der  letzten  drei  die  fol- 
genden: 


Nr.     1871 

Uhrzeit 
Vorauer 

Correct.            ührzeit 
-h  pers.  Gl.        Kessels 

Correct 

I  Oct. 

14 

ll''43-40»0 

-l-0-56'32      12^   9-40» 20 

-0-24-32  »71 

n    „ 

17 

19  29  300 

56-12      1*9  58  49-30 

27  52-01 

m    „ 

18 

13  48  100 

5603      14  17  27-50 

27  50-39 

IV    „ 

18 

11  29  400 

-i-0  55-86      11  58  55-50 

—0  27  48-51 

also: 
Nr. 

Mittl. 
Wien.  Zt 

Stemzeit 
Wieii^Neu8t^"^"'^^"^en          Läng^ndiff.   Gew 

I  Oct     14  22^2 

ll''44-«6»32        11*'45-  7»49 

0-31 »17        1 

n     r, 

17 

5-8 

19  30  26-12        19  30  57-29 

3117        1 

m    „ 

18 

0-1 

13  49    6-03        18  49  37-11 

3108        1 

IV    „ 

18  21-7 

11  30  35-86        11  31     6-99 

0  31-13        1 

Der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  ergibt  sich  hier  zu 
e  =  ±0*043,  daher  als  Resultat  sammt  dessen  mittlerem  Fehler 
X  =  0-31»138  Gew.  4;  «  =  d:0»021. 
Lässt  man  das  arithmetische  Mittel  der  Angaben  beider 
Chronometer  für  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Längendiffe- 
renz gelten,  so  liegt  das  Passageninstrument  des  Observatoriums 

in  Wiener-Neustadt 

0-31 »182 

westlich  vom  Meridiankreise  der  Sternwarte  in  Wien. 
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Die  geradezn  ttberraschende  Übereinstimmong  der  einzel- 
nen Resultate  jedes  Chronometers  kann  wohl  nur  einer  zufälligen 
Ausgleichung  aller  Fehler  seine  Entstehung  verdanken.  Ich  halte 
daher  auch  einen^  aus  eben  dieser  Übereinstimmung  berechneten 
wahrscheinlichen  Fehler  des  Endresultates  filr  kein  adäquates 
Mass  der  wirklich  erreichten  Genauigkeit,  und  ziehe  es  deshalb 
vor,  keinen  solchen  beizuschreiben. 

Zur  Vervollständigung  der  geographischen  Coordinaten  des 
Observatoriums  in  Wiener- Neustadt  ftlge  ich  bei,  dass  Major 
Andres  im  Jahre  1871  an  einem  Starke'schen  Universale  mit 
12zölligem  Höhen  kreise  zahlreiche  Circummeridianhöhen  genom- 
men hat,  und  daraus  fllr  die  geographiSche  Breite  findet: 

mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  r  =  -h0'069. 
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Über  die  üntersalpetersäure. 

Von  A.  Exner^ 

k.  k.  Artillerie -Hauptmann,  Prqfeaior  an  der  technitehen  Militär- Akademie  in   Wien. 
^it  2  Holzschnitten.) 

Nach  den  Resultaten,  welche  die  Untersuchungen  über  die 
Untersalpetersäure  im  Gaszustände  ergeben  haben,  ist  die  Mole- 
cularformel  derselben  NgO^  wohl  von  allen  Chemikern  adoptirt 
worden,  und  mit  ihr  auch  die  Ansicht,  dass  dieser  Körper  als 
ein  intermediäres  (gemischtes)  Anhydrid  der  Salpetersäure  und 
der  salpetrigen  Säure  zu  betrachten  sei,  indem  beim  Zerlegen 
mit  Wasser  diese  beiden  Säuren  gebildet  werden  nach  der  Glei- 
chung: 

NgO^-f-H^O  =  N03H^N02H. 

Es  schien  mir  nicht  ohne  Interesse,  den  Beweis  für  die 
Richtigkeit  dieser  Anschauung  auf  dem  Wege  der  Synthese  zu 
liefern,  d.  h.  zu  versuchen,  die  Untersalpetersäure  aus  Derivaten 
der  Salpetersäure  und  salpetrigen  Säure  aufzubauen.  Der  Erfolg 
schien  von  vorn  herein  gesichert,  da  nach  den  Versuchen  von 
Od  et  und  Vignon*  das  Anhydrid  der  Salpetersäure  sieh  mit 
Leichtigkeit  durch  Einwirkung  des  Chlorids  der  Salpetersäure 
auf  Silbemitrat  darstellen  lässt. 

Für  den  vorliegenden  Zweck  konnten  zwei  Kcactionen  in 
Anwendung  kommen ;  entweder  die  Einwirkung  des  Chlorids  der 
salpetrigen  Säure  auf  salpetersaures  Silber: 

N0Cl-HN03Ag  =  AgCl^N.O, 


<  Compt.  rend.  69,  1142. 
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oder  die  Einwirkung  des  Chlorids  der  Salpetersäure  auf  salpetrig- 
saures  Silber : 

NO,Cl-+-NOgAg  =  AgClH-N,0,. 

Ich  habe  die  letzte  Reaction  ausgeftlhrt  und  mit  derselben 
den  gewünschten  Erfolg  erzielt. 

Das  für  die  Versuche  erforderliche  Chlorid  der  Salpetersäure 
habe  ich  theils  durch  Einwirkung  von  Phosphoroxychlorid  auf 
Sübemitrat  oder  Bleinitrat,  theils  nach  den  Angaben  von  Hasen- 
bach', durch  Einwirkung  von  Chlor  auf  Untersalpetersäure- 
daropf,  bei  höherer  Temperatur,  dargestellt  und  sorgf&ltig  recti- 
ficirt.  Um  mich  von  der  Reinheit  des  Präparates  zu  überzeugen, 
ftihrie  ich  einige  Chlorbestimmungen  aus: 
I.  0-1731  Grm.  Substanz  gaben  0-2793  Grm.  Chlorsilber  und 

0-017  Grm.  metallisches  Silber,  also  0-0747  Grm.  Chlor. 
II.  0-3260  Grm.  Substanz  gaben  0-5644  Grm.  Chlorsilber  und 

0-0048  Grm.  metallisches  Silber,  somit  0-1405  Grm.  Chlor. 

Der  Chlorgehalt  stellt  sich  demnach 

Berechnet  Gefunden 

43-567^  I.  43-157^    H.  43-097^ 

Nun  wurde  eine  Röhre  mit  trockenem  salpetrigsaurem  Silber 
geftlUt,  in  einer  Kältemischung  gut  abgekühlt  und  durch  das  aus- 
gezogene, offene  Ende  der  Dampf  des  Salpetersäurechlorids  ein- 
geleitet, welcher  sich  in  der  Röhre  verdichtete  und  das  Silbersalz 
durchtränkte.  Nachdem  die  Röhre  zugeschmolzen  war,  wurde  sie 
mehrere  Stunden  hindurch  bei  einer  Temperatur  von  30—40°  C. 
erhalten.  Der  Process  verlief  bei  allen  angestellten  Reactiouen 
ganz  glatt;  einerseits  wurde  das  Silbersalz  vollständig  in 
Cblorsilber  umgewandelt,  andererseits  entstand  üntersalpeter- 
säure.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  bei  den  Versuchen  die 
Feuchtigkeit  möglichst  ausgeschlossen  werden  muss ;  vollständig 
gelingt  dies  niemals,  weil  einerseits  das  salpetrigsaure  Silber, 
vermöge  seiner  lockeren  Beschaffenlieit,  immer  etwas  Wasser 


*  Joiirn.  f.  prakt.  Chemie,  N.  F.  IV,  pag.  1. 
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auf  der  Oberfläche  verdichtet  und  weil  andererseits  sieh  aus  der 
Luft  an  den  inneren  Wänden  der  kalten  Röhre  etwas  Wasser- 
dampf condensirt ;  darin  liegt  auch  der  Grund,  dass  die  auf  dem 
angegebenen  Wege  dargestellte  Untersalpetersäure  stets  Spuren 
ihrer  Zersetzungsproducte  mit  Wasser  enthält  und  von  der  salpe- 
trigen Säure  grün  geßlrbt  ist. 

Um  die  Untersalpetersäure  vom  Chlorsilber  zu  trennen^ 
wurde  die  zugeschmolzene  Glasröhre  eingektthlt,  hierauf  die 
Spitze  abgekneipt  und  dann,  durch  sehr  gelindes  Erwärmen,  die 
Untersalpetersäure  in  entsprechende  Vorlagen  abdestillirt  *^ 
welche  mit  Eis  gekühlt  waren. 

Das  Destillat  zeigte  die  Eigenschaften  der  Untersalpeter- 
säure, nur  war  es,  wie  bereits  erwähnt,  durch  die  in  der  angege- 
benen Weise  entstandene  geringe  Menge  salpetriger  Säure  grün- 
lich gefärbt;  es  wurden  davon  mehrere  Stickstoflfbestimmungen 
ausgeführt.  Die  Methode,  deren  ich  mich  dabei  bediente,  war 
folgende : 

Die  Untersalpetersäure  wurde  zunächst  in  ein  Glasgeföss 
von  der  durch  Fig.  1  dargestellten  Form  gebracht  und,  nachdem 
die  Luft  in  demselben  durch  den  Dampf  der  Untersalpetersäure 

Fig.  1. 


möglichst  verdrängt  worden  war,  die  offenen  Enden  zugeschmol- 
zen und  das  Ganze  gewogen. 

Die  Zerlegung  erfolgte  in  einer  Verbrennungsröhre,  welche 
ihrer  ganzen  Länge  nach  mit  spiralförmig  zusammengerolltem 
Kupferdrathnetz  ausgeftlllt  war;  an  das  eine  Ende  der  Ver- 
brennungsröhre war,  seitlich,  ein  Geiss  1er 'scher  Hahn  ange- 
schmolzen und  mit  diesem  war  ein  continuirlicher  Kohlensäure- 
apparat in  Verbindung;   in  das  mit  diesem  Hahne  versehene 


1  Um  die  einzelnen  Theile  der  Apparate  bei  den  Vereuchen  luft- 
dicht mit  einander  zu  verbinden,  bediente  ich  mich,  mit  Vx)rtheil,  der  innen 
mit  Platinblech  ausgekleideten  Verschlussstücke,  welche  von  £.  Ludwig 
(Ber.  d.  deutsch,  ehem.  Geeellsch.  1868,  pag.  232)  beschneben  wurden. 
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engere  Ende  der  Verbrennimgsröhre  wurde  das  lange,  am  En^e 
äusserst  dttnn  ausgezogene  Capillarrohr  des  mit  der  zu  analysi- 
renden  Substanz  gefüllten  Gefösses  eingesebo- 
beu;  und  mittelst  Platinblech  und  Kautschuk- 
rohr ein  dichter  Verschluss  hergestellt.  Fig.  2 
zeigt  die  ganze  Anordnung: 

Nachdem  durch  die  bei  a  eingeleitete 
Kohlensäure  alle  Luft  aus  dem  Apparate  ver- 
drängt und  die  Verbrennungsröhre  zur  Roth- 
gluth  erhitzt  war,  wurde  das,  vorher  durch 
einen  Feilstrich  geritzte  Ende  d  des  Gefösses 
bcd  durch  leichtes  Andrücken  an  die  Wand 
der  Verbrennungsröhre  zerbrochen,  so  dass 
idie  Untersalpetersäure  als  Dampf  in  die  Ver- 
brenuungsröhre  gelangen  konnte ;  der  Kohlen- 
säurestrom wurde  gkichinässig  unterhalten  und 
durch  Berühren  von  b  mit  der  Hand  wurde  die 
Substanz  allraälig  zum  Verdampfen  gebracht. 
Zum  Schlüsse  wurde  über  c  ein  Kautschuk- 
schlauch geschoben,  der  mit  einem  zweiten 
Kohlensäureapparat  in  Verbindung  war,  das 
feine,  ebenfalls  vorher  eingefeilte  Röbrenende 
im  Schlauche  abgebrochen  und  so  die  letzte 
Spur  von  Untersalpetersäuredampf  durch  Koh- 
lensäure verdrängt.  Die  Zerlegung  der  Unter- 
salpetersäure durch  das  erhitzte  metallische 
Kupfer  erfolgte  sehr  rasch ;  nur  ein  sehr  klei- 
nes Stück  des  Drathnetzes  war  am  Ende  jeder 
Analyse  oxydirt,  während  der  bei  weitem 
grösste  Theil  vollkommen  metallisch  glänzend 
blieb. 

r — ^y  Die  Resultate  der  Stickstoffbestimmungen 

/  \  sind : 

^\;  I.   0-1695  Grm.   Substanz   gaben   47  CC. 

i  feuchten  StickstoflFbei  20^C.  und  750  Mm. 

Barometerstand, 
n.   0-1153  Grm.  Substanz  gaben  32-5  CC.  feuchten  StickstoflF 
bei  20"^  C.  und  742  Mm.  Barometerstand. 


'^! 


\  1 

\! 
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Der  StickstoflFgehalt  der  reinen  Untersalpetersänre  berechnet 
sich  mit  30-47o;  die  Resultate  der  Analysen  ergeben:  I.  31-27o 
und  II.  31-3%;  der  durch  die  Analysen  gefundene  "höhere  Stick- 
stoffgehalt findet  in  dem  Umstände  seine  Erklärung ,  dass  das 
Präparat  stets  mit  etwas  Salpetrigsäureanhydrid  verunreinigt  war. 

Nachdem  einerseits,  wie  schon  längst  bekannt,  die  Unter- 
salpetersäure beim  Zerlegen  mit  Wasser,  Salpetersäure  und  sal- 
petrige Säure  liefert,  andererseits  sich  bei  der  Reaction  zwischen 
dem  Chlorid  der  Salpetersäure  und  salpetrigsaurem  Silber  bildet, 
so  muss  diese  Verbindung  wohl  unbedingt  als  das  intermediäre 
Anhydrid  der  Salpetersäure  und  der  salpetrigen  Säure  betrachtet 
werden  und  es  wird  die  genetische  Beziehung  der  Untersalpeter- 
säure zur  salpetrigen  und  Salpetersäure  durch  die  folgende  Glei- 
chung ausgedrückt : 

N03H-hN0,H— H3O  =  N,0,. 
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X.  SITZUNG  VOM  11.  APRIL  1872. 


Herr  Hofrath  Dr.  E.  Brücke  übermittelt  eine  Abhandlung, 
betitelt:  „Studien  über  die  Kohlenhydrate  und  über  die  Art,  wie 
sie  verdattt  und  aufgesaugt  werden." 

Herr  Prof.  A.  Toepler  in  Graz  übersendet  eine  flir  den 
„Anzeiger"  bestimmte  „vorläufige  Bemerkung  über  eine  verall- 
gemeinerte Zerlegung  der  schwingenden  Bewegung  in  perio- 
dische Componenten.** 

Herr  Regrth.  Dr.  ('.  v.  Littrow  überreicht  eine  für  die 
Denkschriften  bestimmte  Abhandlung,  betiteh :  „Bericht  über  die 
von  den  Herren  Dir.  C.  Bruhns,  Dir.  W.  Förster  und  Prof. 
E.  Weiss  ausgeführten  Bestimmungen  der  MeridiandiiTerenzen 
Berlin — Wien— Leipzig." 

Herr  Dr.  A.  Seh  rauf  legt  die  IV.  Reihe  seiner  „Minera- 
logischen Beobachtungen"  vor. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Anstalt,  Königl.  ungar.  geologische:  Mittheilungen.  I.  Band 
1.  Heft.  Pest,  1872;  kl.  4«.  —  Ävkönvv^.  I.  Kötet.  1871; 
H.  Kötet,  1.  filzet.  Pest,  1872;  kl.  4». 

Apotheker-Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahr- 
gang, Nr.  9—11.  Wien,  1872;  8«. 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1881  —  1882.  (Bd.  79, 
9— 10.)  Altona,  1872;  4«. 

Comptes  rendus  des  s6ances  de  TAcademie  des  Sciences.  Tome 
LXXrV,  Nrs.  11-13.  Paris,  1872;  4". 

Gesellschaft,  Astronomische,  zu  Leipzig:  Vierteyahrssehrift. 

Vn.  Jahrgang,  1.  Heft.  Leipzig,  1872;  8^ 
-—  geographische,  in  Wien:   Mittheilungen.  Band  XV  (neuer 

Folge  V.),  Nr.  3.  Wien,  1872;  8». 
—  österr.,  für  Meteorologie:  Zeitschrift.  VH.  Band,  Nr.  6. 

Wien,  1872;  4«. 
Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXHL  Jahrgang, 

Nr.  12—15.  Wien,  1872;  4<>. 
Isis:  Sitzungs-Berichte.  Jahrgang  1871,  Nr.  10 — 12.  Dresden, 

1872;  S9. 

9* 
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Istituto,  R.,  Veueto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti:  Atti.  Tomo  1% 
Serie  IV*,  Disp.  3'.  Venezia,  1871—72;  8^ 

Journal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Bd.  V, 
3.  &  4.  Heft.  Leipzig,  1872;  8^ 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  7.  Graz,  1872;  4^ 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.k.,  inWien:  Verhand- 
lungen &  Mittheilungen.  Jahrg.  1872,  Nr.  7— 8.  Wien;  8^ 

Lotos.  XXn.  Jahrgang.  Februar  &  März  1872.  Prag;  8^ 

Memorial  de  Ingenieros.  Tomo  XXV— XXVL  Madrid,  1870 
—1871;  8«. 

Moniteur  scientifique  par  Quesneville.  363*  Livraison. 
Ann^e  1872.  Paris;  4«. 

Museum  of  Comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  in  Cam- 
bridge: Annual  Report  for  1870.  Boston,  1871;  8«.  —  Bul- 
letin.  Vol.  in,  Nr.  1.  8^ 

Nature.  Nrs.  125—127,  Vol.  V.  London,  1872;  4^ 

Observations,  Astronomical  and  Meteorological,  made  at  the 
United  States  Naval  Observatory  during  the  Year  1868. 
Washington,  1871  ;40. 

Osservatorio  del  R.  Collegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri; 

Bullettino  meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  3.  Torino,  1871;  4^ 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 

1872,  Nr.  5.  Wien;  40. 

„Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger.  P*  Ann^e  (2*  s^rie),  Nrs.  39 — 41. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4''. 
Soci^t^  Imperiale  de  Mödecine   de  Constantinople :   Gazette 

m^dicale  d'orient.  XV*  Ann6e,  Nrs.  11 — 12.  Constantinople^ 

1872;  4«. 
Society,  The  Royal  Geographical,  of  London:  Proceedings. 

Vol.  XV,  Nr.  5;  Vol.  XVI,  Nr.  1.  London,  1871 ;  8^ 

—  The  American  Philosophical,  at  Philadelphia:  Proceedings. 
Vol.  Xn,  Nr.  86.  Philadelphia,  1871;  8^. 
Verein,  naturwiss.,  in  Hamburg:  Abhandlungen.  V.  Band^ 
2.  Abth.  Hamburg,  1871 ;  4''.  —  Übersicht  der  Ämter- Ver- 
theilung  und  wissenschaftlichen  Thätigkeit  in  den  Jahren 
1869  &  1870.  40. 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXIL  Jahrgang,  Nr.  12 — 14. 
Wien,  1872;  40. 

Zeitschrift  für  Chemie,  von  Beilstein,  Fittig  &  Httbner. 
XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VH.  Band,  18.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8^ 
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Notiz  über  absolute  Intensität  und  Absorption  des  Lichtes. 

Von  Dr.  Alois  HMidl, 

*.  *.   Un(9er$it3t$-Prof«»4or  in  Lemberg. 
(Vorgelegt  In  der  Sitzung  am  14.  Mirz  1872.) 

Bei  den  Messungen  über  die  Intensität  des  Lichtes  kommt 
immer  der  Umstand  wesentlich  zur  Geltung,  dass  die  von  den 
Atherwellen  erzeugten  Wirkungen  ihrer  Stärke  nach  nicht  nur 
Functionen  der  Ätherwellen  selbst  sind,  sondern  auch  von  der 
Beschaffenheit  derjenigen  Körper  abhängen,  in  und  an  welchen 
diese  Wirkungen  stattfinden.  So  z.  B.  sind  die  Wärmewirkungen, 
die  eigentliche  Lichtwirkung  (auf  das  Auge)  und  die  chemischen 
Wirkungen  zwar  einander  proportional,  solange  sie  von  einer 
einzigen  homogenen  Ätherwelle  hervorgerufen  werden ;  scheinen 
aber  gar  nicht  mehr  in  einer  deutlichen  Beziehung  zu  einander 
zu  stehen,  sobald  man  die  durch  gemischte  Strahlen  oder  durch 
solche  von  verschiedener  Farbe  hervorgebrachten  Effecte  dieser 
drei  verschiedenen  Arten  mit  einander  zu  vergleichen  sucht.  Es 
ißt  daher  mit  besonderen  Schwierigkeiten  verbunden,  die  absoluten 
Intensitäten  verschiedenfarbiger  Strahlen  durch  Beobachtungen 
mit  einander  zu  vergleichen;  unter  absoluter  Intensität  der  Strah- 
len jene  Beschaffenheit  derselben  verstanden,  von  welcher  die 
Stärke  ihrer  Wirkungen  ohne  Rücksicht  auf  die  Eigenschaften 
des  Körpers,  in  welchem  diese  auftreten,  abhängig  ist. 

Ich  habe  auch  nicht  die  Absicht,  jetzt  auf  eine  Vergleichung 
und  Messung  der  absoluten  Intensitäten  näher  einzugehen ;  wenn 
ich  dennoch  einige  Worte  darüber  sage,  so  geschieht  dies,  um 
eine  einfache  Erklärung  der  Absorptionserscheinungen  in  ver- 
schiedenen Mitteln  daraus  abzuleiten. 

Die  absolute  Intensität  einer  Ätherwelle  kann  nichts  anderes 
Bdn,  als  die  von  den  gesammten  schwingenden  Theilchen  dersel- 
ben repräeentirte  mittlere  Arbeitsfähigkeit,  und  diese  ist  propor- 
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tioiial  der  zweiten  Potenz  der  grössten,  von  jedem  schwingenden 
Theilchen  periodisch  erlangten  Geschwindigkeit  (r,  Vibrations- 
intensität). Erlauben  wir  uns,  den  Proportionalitätsfactor  =  1  zu 
setzen,  so  wird  die  absolute  Intensität  eines  Strahles  J=v^  =  «*,  k 
sein,  wenn  unter  n  die  Schwingungsamplitude,  unter  k  der 
Elasticitätsmodul  für  die  der  Betrachtung  unterzogene  Schwin- 
gungsart verstanden  wird.  Bei  den  sonst  in  der  Optik  gebräuch- 
lichen Intensitätsvergleichungen  wird  k  als  Constante  behandelt, 
und  die  Lichtstärke  nur  der  zweiten  Potenz  der  Amplitude 
proportional  gesetzt;  streng  genommen  ist  aber  das  *  nur  dann 
eonstant,  wenn  ein  einziger  Punkt  des  betrachteten  Mittels  in 
Folge  der  durch  seine  Verschiebung  erregten  Elasticitätskräfte 
in  Schwingungen  geräth.  Mit  der  Unveränderlichkeit  des  Werthes 
von  k  ist  ja  auch  die  Unveränderlichkeit  der  Schwingungsdauer 

r=[-^|  verbunden;   gehört  aber  der  schwingende  Punkt   zu 

einer  einfachen  Welle  von  der  Länge  X,  so  ist  der  bei  den 
Schwingungen  massgebende  ElasticitätscoSflFicient  selbst  eine 
Function  der  Wellenlänge,  welche  sich  in  der  Form 

darstellen  lässt,  wie  sehr  leicht  nachgewiesen  werden  kann. 

Sind  die  Wellenlängen  im  Verhältniss  zu  den  Constanten 

B,  C hinreichend  gross,  so   dass  die  späteren  Glieder  des 

eingeklammerten  Ausdruckes  alle  vernachlässigt  werden  können 
(was  der  Vernachlässigung  der  Farbendispersion  entspricht),  so 
erhält  man  für  die  absolute  Intensität  den  Ausdruck 

behält  man  aber  den  vollkommenen  Werth  fllr  k  bei,  so  wird 

y=5'.^.(i-|H-|-H....);  (I) 

die  absolute  Intensität  verschiedenfarbiger  Strahlen  ist  also, 
gleiche  Schwingungsweiten  in  allen  vorausgesetzt,  in  erster  An- 


p 
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näheruug  den  zweiten  Potenzen  der  Wellenlängen  verkehrt 
proportional,  vom  rothen  zum  violetten  Ende  des  Spectrums  und 
darüber  hinaus  fortwährend  wachsend,  genauer  aber  durch  die 
Formel  (I)  gegeben;  wobei  es  vorderhand  ziemlich  gleichgiltig 
ist,  wie  viele  Glieder  des  nach  fallenden  Potenzen  von  X  geordne- 
ten, eingeklammerten  Factors  berücksichtiget  werden  müssen. 
Wenn  auch  das  dritte  und  die  folgenden  bereits  verschwinden, 
so  bleibt  uns 


C-fI 


übrig,  und  es  ist  möglich,  das«  der  letztere  Augidruck  =  0,  X*=  Ä 
werde;  müssen  mehr  Glieder  jener  Reihe  angewendet  werden, 
so  wird  es  sogar  mehrere  X  geben,  welche  diesen  Factor  ver- 
schwinden machen.  Die  Intensität  gewisser  Wellenlängen  kann 
also  durch  die  Werthe  der  constanten  des  Mittels,  durch  die 
moleculare  Beschaffenheit  desselben  vernichtet  werden  und  dies 
kann  die  Ursache  der.sogenannten  auswählenden  Absorption  des 
Lichtes  in  verschiedenen  Mitteln  sein,  denn  es  ist  klar,  dass  die 
einmal  verlorene  lebendige  Kraft  der  Ätherschwingungen  von 
einer  gewissen  Wellenlänge  (Farbe)  nicht  mehr  restituirt  werden 
kanu. 

Das  Entstehen  von  Absorptionslinien  in  grösserer  Anzahl  in 
den  Gasen  oder  breiter  continuirlicher  dunkler  Bänder  in  den 
Spectris  des  durch  feste  und  flüssige  Körper  gegangenen  Lichtes 
dürfte  nun  in  folgender  Weise  zu  erklären  sein :  Der  Äther  im 
Inneren  eines  Körpers  kann  keineswegs  als  eine  homogene 
Masse  betrachtet  werden,  sondern  er  ist  in  der  Nähe  der  MolectBe 
und  Atome  stark  verdichtet,  in  den  grösseren  Zwischenräumen 
derselben  dünner  und  freier;  enthält  der  Körper  Molecüle  und 
Atome  verschiedener  Art,  so  kann  auch  die  Beschaffenheit  der 
Ätherhüllen  an  verschiedenen  Seiten  der  Molecüle  oder  an  ver- 
schiedenen Stellen  ihres  inneren  verschieden  sein;  für  die  Licht- 
wellen verhalten  sich  diese  verschiedenen  Partien  des  Äthers 
wie  ebensoviele  Schichten  von  absorbirenden  Mitteln,  deren  jedes 
einzelne  einer  bestimmten  Wellenlänge  den  Durchgang  verwehrt. 
Das  durch  einen  solchen  Körper  gehende  Licht  wird  also  aller 
jener  Farben  beraubt,   welche  in  einer  der  im  Innern  dieses 
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Körpers  vorhandenen  Ätherpartien  nach  Formel  (I)  ausgelöscht 
werden.  Dass  bei  wachsender  Dicke  oder  Dichte  des  durchsichti- 
gen Körpers  die  Zahl  der  absorbirten  Farben  eine  grössere  wird, 
ist  dadurch  zu  erklären:  Damit  eine  bestimmte  Wellenlänge 
durch  den  Körper  gar  nicht  hindurchgehen  könne,  ist  es  nöthig^ 
dass  die  für  diese  Wellenlänge  undurchdringlichen  Partien  des 
Äthers,  wenn  sie  auf  eine  gegen  die  Richtung  der  durchgehenden 
Strahlen  senkrechte  Ebene  projicirt  werden,  diese  wenigstens 
vollständig  bedecken,  was  nach  den  Gesetzen  grosser  Zahlen 
inmier  unter  denselben  Umständen  mit  Ausschluss  jeder  Zuföllig- 
keit  wiederkehrt. 

Auch  der  Umstand,  dass  in  Gasen  die  Absorption  auf  einzelne 
Wellenlängen  sich  beschränkt,  während  sie  sich  in  festen  und 
flüssigen  Körpern  auf  breite  Bänder  im  Spectrum  erstreckt,  kann 
etwa  folgendermassen  gedeutet  werden : 

In  Gasen  sind  die  Zwischenräume  zwischen  den  einzelnen 
Molecttlen  verhältnissmässig  gross,  die  den  letzteren  angehörigen 
ÄtherhttUen  daher  gewissermassen  vollständig  entwickelt  und 
abgeschlossen ;  in  festen  und  flüssigen  Körpern  dagegen,  wo  die 
Molecüle  viel  näher  an  einander  liegen,  greifen  auch  deren  Äther- 
hüllen in  einander,  so  dass  eine  grössere  Mannigfaltigkeit  und 
ein  Wechsel  von  Übergängen  in  den  Dichtigkeiten  und  Elastici- 
täten  der  einzelnen  Ätherpartien  dadurch  herbeigeführt  wird, 
welche  die  Ausdehnung  der  Absorption  auf  eine  continuirliche 
Folge  von  Wellenlängen  bedingen  können.  Es  sind  dies  nur 
vorläufige  Andeutungen,  welche  durch  ein  näheres  Eingehen  in 
diese  Idee  vielleicht  eine  grtlndlichere  Bestätigung  ihrer  Richtig- 
keit und  weitere  Folgerungen  daraus  zu  Tage  zu  fördera  geeignet 
sein  werden.  Es  ist  klar,  dass  zwischen  dieser  Erklärung  der 
Absorptionserscheinungen  aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  dir 
die  absolute  Intensität  des  Lichtes  und  zwischen  den  Dispersions- 
constanten  der  Körper  ein  gewisser  Zusammenhang  bestehen 
muss,  dessen  Erörterung  vorläufig  dahingestellt  bleiben  mag. 


I 
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Über  Fourier'sche  Integrale  und  Analogien  derselben. 

Ton  Hermann  Frombeck^ 

»tud.  phU. 

Das  Studium  der  rein  analytischen  Partien  der  Integral- 
rechnung, die  Untersuchungen  über  geschlossene  Integrationen, 
über  die  Fourier'schen  Integrale  und  ihre  Analogien,  besonders 
aber  die  Erforschung  der  überall  durchgreifenden  Transcen- 
denten  der  Integralrechnung  setzt  die  Zweifellosigkeit  zweier 
nicht  genug  scharf  hervorzuhebender  Sätze  voraus,  welche  wir 
als  die  Äquivalenz  des  Unendlichkleinen,  sowie  des  Unend- 
lichgrossen bezeichnen.  Die  Nothwendigkeit  der  Annahme  der- 
selben erhellt  genügend  aus  der  Thatsache,  dass  berechtigte 
Folgerungen  aus  jenen  eben  genannten  Disciplinen  nur  durch 
ihre  Hilfe  mit  dem  GrundbegriflFe  des  bestinamten  Integrales  in 
Einklang  zu  bringen  sind ;  ja  es  besitzt  eine  solche  indirecte 
Überlegung  mehr  überzeugende  Kraft  als  die  directe  Beweis- 
ftlhrung,  weil  die  Kürze  der  letzteren  den  Verdacht  einer  dog- 
matischen Festsetzung  immer  wachrufen  muss.  Wir  drücken 
die  Äquivalenz  des  independ-ent  Unendlichkleinen  in  der 
Gleichung  aus 

Lim^^=^=l,  (1) 

welche  in  der  vorliegenden  Form  zunächst  zweierlei  besagt. 
Es  bezeichnet  dxp  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  der  unab- 
hängig Veränderlichen  x  an  der  Stelle  x=  x^]  die  Gleichung 
enthält  in  diesem  Sinne  nichts  weiter  als  die  Grundlage  der 
Integralrechnung,  die  gegenseitige  Vertauschbarkeit  beliebiger 
Grenzzuwächse  im  Änderungsbereiche  der  unabhängig  Ver- 
änderlichen, die  überall  gleiche  Geltung  des  DiflFerentiales  in 
demselben  oder  überhaupt 
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—  —  1  CD 

(l.  h.  sie  reducirt  sich  auf  die  allgemeine  Definition  des  Moduls 
der  Multiplication(l),  übertragen  auf  den  Fall  des  indenpedent  Un- 
endlichkleinen. Man  kann  statt  (1)  wohl  auch  dXp  =  dxg  sub- 
stituiren;  die  Gleichung  (2)  würde  bei  der  Schreibweise  dx  =  dx 
oder  dx  —  dx  =  0  ihre  eigentliche  Bedeutung  einbttssen.  Es 
mag  bemerkt  werden,  dass  ohne  die  Voraussetzung  der  Rich- 

dx 
tigkeit   der  Annahme    —  =  1  die  Identität 
dx 

T  im  y  (^^  "^  ^)  —  y(^^^^)  _  fK)  rvi 

^""  .^  («  ^e)   ~  ^{^a-i-  dv)  ~  f  (fl)  ^'  ^ 

für  r^((i)  =  ^((i)  =  0  eine  fragliche  wird;  dieselbe  sei  in  der 
vorliegenden  allein  giltigen  strengen  Fassung  nur  erwähnt,, 
um  auf  sie  sogleich  einen  Schluss  in  Betreff  der  sogenannten 
discontinuirlichen  Integrale  stutzen  zu  können.  In  dem  Falle 
einer  Unterbrechung  der  Continuität  des  Diflferentialfaetors 
innerhalb  des  Integrationsintervalles  gilt  bekanntlich  die  Formel 

'f(x)dv  =  F{h)  —  F(a)  —  Lim  [F(k  -h  o)  —  F(k  —  s)] ; 

a 

wegen  Lim  F(k  -\-  o)  =  F(ä  h-  Lim  o)  und  Lim  o  =  Lim  £  =  dx 
ist  hienach 

\'f(x)dx  =  F{h)  —  F(a)  -  [F{k  -+-  dx)  —  F(k  —  dx)\    (4) 

die  neue  Fonn  der  üiscontinuitätsgleichung,  wie  sie  aus  dem 
Begriife  des  bestimmten  Integrales  mit  Nothwendigkeit  her- 
vorgeht. Es  ist  demgemäss  die  Definition  des  Hauptwerthes 
eines  discontinuirlichen  Integrales  die  einzig  annehmbare  und 
richtige  Definition  des  letzteren  selbst. 

Beispielsweise  möge   f{x)  =  -  und         '-  bestimmt  wer- 


'—b 


denj  die  Formel  (4)  gibt 
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—  =  /A*  —  /(—  hf  — 1(0  -+-  (ixy  -^  1(0  —  (fxy  = 

=  21—  =  211  =,  0. 

Nach  der  Definition  des  bestimmten  Integrales  ist  an  der 
Stelle  ,r  =  0  ein  erst  zu  bestimmender  Werth  O.oo  oder  ^ 
in  die  Summirmig  einzubeziehen ;  derselbe  kann  nach  (3)  nur 
oder  TT ;-,   d.   h.   er   kann  nur —  und 


0 — (hv  0-Hrf.r'      '      '  (Lv  dx 

oder  —  1-4-1=0  sein.  Ebenso  ist  weiter 

da.'  dx 


0—2dx       0  '^2dx 


=  -i-^l=o, 


so  dass  stets  im  negativen  Integrationsbereich  ein  entsprechen- 
der Werth  des  positiven  Bereiches  liegt,  der  sich  mit  diesem 
zu  Null  reducirt.  Wie  die  Summe  aller  negativen  Werthe 

—  (1  H-  I  H-  I  -^  .    •    .in  inf.) 

und  die  ähnliche  der  positiven  Werthe  trotz  ihrer  Divergenz  sich 
gegenseitig  tilgen  können,  wird  später  bei  der  Äquivalenz  des 
Unendlichgrossen  dargelegt  werden ;  hier  musste  das  Illusorigche 
der  Annahme  eines  unbestimmten  (i.  e.  unbestimmbaren)  Werthes 

O.oo  oder  ^  ohne  genaue  Präcisirung  des  Begriffes  aus  der 
Natur   sich    ändernder  Functionen   besonders    betont    werden. 


Nehmen   wir   (2)  f{x)  = 1  und  bestimmen 


/.OO 


dx 


haben  wir 
daher 
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Die  Lehre  von  den  Fourier' sehen  Integralen  und  ihren  Ana- 
logien bestätigt  dieses  Resultat,  indem  sie  unter  Berücksichtigung 
fiänuntlicher  Beschränkungen  die  Formel  ableitet 


cos  bx     ,         ^    .      , 


sie  benützt  in  derselben  Weise,  ohne  einen  Fehler  zuzulassen,  die 
allgemeinere  Beziehung 


flti?=- cot  -  ;r;    /jl  <:  v. — 

1  —07''  V  V 


Die  Discontinuitätsformel  (4)  ist  mit  der  folgenden  identisch 

nb  r^k—O  rb 

fQv)  dx  =\      f  {x)  dx  -K.        f{x)dxy 


''i-t-O 


worin  der  Kürze  wegen  0  für  dx  eingeführt  ist.  In  dieser  Gestalt 
erlaubt  sie,  wie  unmittelbar  einleuchtend,  die  Anwendung  sämmt- 
licher  Hilfsmittel  zur  Transformation  der  Integrale,  unter  diesen 
in  erster  Reihe  die  Substitution  neuer  Variabein.  So  ist  z.  B. 


dx 

X 


dx 

X 


dx         dx 


X 


dx 


X 


wenn  im  ersten  Integrale  x  durch  — x  ersetzt  wird;  ebenso 
hat  man 


dx 


I  —x^ 


dx 


1  —  x^ 


dx 


dx 
1  -x^' 


dx 


^ 


bei  Subetitution  der  Function  -  für  x  im  zweiten  Integrale.  Man 

X 

erhält  auf  diesem  Wege  Differenzen  divergenter  Integi^ale  von 
gleictiör  Beschafienheit,  da  man 
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X  «3 


in  inf . , 


dx 


1  —  a^' 


3  -^-5 


.    .   in  inf. 


findet;  es  fragt  sich,  welchen  Werth  diese  Differenzen,  die  an- 
scheinend von  der  unbestimmten  Form  cxd  —  oo  sind,  annehmen» 
Unter  der  Annahme  des  Satzes  von  der  Äquivalenz  des  ünend* 
lichkleinen  als  eines  nothwendigenPrincipes  der  Integralrechnung 
erhielten  wir  fttr  die  Integrale  linker  Hand  gleichmässig  die  Null : 
dasselbe  muss  folgerichtig  mit  den  DiflFerenzen  rechter  Hand  der 
Fall  sein ;  d.  h.  es  ist 


(*a 


dx 

X 


dx 

—  =0, 

X 


dx 


\—x^ 


dx 


=  0. 


Wir  nennen  diese  hier  auftretende  Erscheinung  der  voll- 
kommenen Bestimmtheit  zweier  Ausdrucke  oo  —  oo  die  Äquiva- 
lenz des  formgleichen  Unendlichgrossen,  die  aus  der  Äquivalenz 
des  indenpedent  Unendlichkleinen  mit  Nothwendigkeit  entspringt 
und  wollen  mit  dieser  neuen  Bezeichnung  nur  eine  praktisch- 
wichtige Specialisirung  der  Definition  des  Moduls  der  Addition 
(0),  bezogen  auf  die  formale  Identität  zweier  Divergenzen  her- 
vorheben. Bezeichnen  wir  eine  solche  Divergenz  mit  [oo],  so 
haben  wir 

[oo]-[oo]  =  0,  (5) 

eine  Formel,  deren  vollkommenes  Verständniss  einige  wesentliche 
ergänzende  Bemerkungen  erfordert. 

Der  Ausdruck  formal-identisch  ist  an  sich  klar.  Formal  gleich 
ist  nur  formal  Bestimmtes.  Es  ist  die  Reihe 

1  -H 1^  H- 1-  -f-  ,    .    .    in  inf. 

der  unbestinunte  Ausdruck,  unter  den  sich  eine  grosse  Anzahl 
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r" 


bestimmter  Operationen  ii.A. 


da^ 


<?-«*  cos  hj? 


X 


d,v ,    wo  n ,    fß 


und  c  willkürlich  sind,  subsummirt.  Man  mag  diesen  unbestimm- 
ten Ausdruck  als  Typus  einer  besondem  Classe  von  Integra- 
tionen ,  Reihenentwicklungen  etc.  betrachten  und  benennen ; 
unterscheide  denselben  jedoch  sorgfältig  von  dem  Modul  (der 
Norm)  dieser  Classe,  worüber  alsbald  das  Nöthige  folgt.  Man 
darf  nun  zwei  Reihen  1  -4-  |^  h-  |  -h  .  .  .  nur  dann  als  äquiva- 
lent im  Sinne  von  (5)  betrachten,  wenn  man  weiss,  dass  sie  die- 
selben formal  bestimmten   Operationen  vertreten.    Ebenso  sind 

.00 


weder 


dar       , 
—    und 


d.v  , 

—  ,  noch 


^.r  und 


rf.r   äquiva- 


lent.    Ein  zweiter  Punkt,  der  ausdrücklich  erwähnt  zu  werden 
verdient,  betrifft  den  Ausdruck  der  Äquivalenz  (5).    Gerade  wie 

^  =  l  bedeutungslos  wird,  ist  es 
d,v 


d.v  —  d.v  =  0  an  Stelle  von 


mit  dem  Ausdruck  -   =  1  an  Stelle  von  (5)  der  Fall.   Die  Be- 


dingung  formaler  Identität  fällt  in    —  =  1  ganz  hinweg,  wie  in 

00 

da;  —  dx  =  0  die  der  Indepedenz  des  rfo?,  wie  sattsam  bekannt 
ist,  indem 


da- 

a' 

) 

a 

da- 
a' 


e—""  cos  bx 


dx 


etc. 


«f-*'-^  cos  dx 


X 


dx 


ohne  Unterschied   und  ohne  Gefahr   eines  Fehlers  der  Einheit 
gleichgesetzt  werden  dürfen. 
So  ist  z.  B. 

/.oo  ^00 


^-«'  cos  bx 


-dx—C  —  ilUt^-^b^) 

X  X     \  / 


=  1, 


e-"  cos  d.v 


fix 


-(ir  — C— y(c*-Hrf*) 


siehe  imten. 
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Der  Grund  hievon  ist  einfach  der,  dass  alle  formal  bestimm- 
ten Operationen,  welche  sich  unter  einem  unbestimmten  Typus 
(etwa  1h-|-+-|-+-.  .  .)zu  bezeichnen  als  „logarithmische 
Divergenz"  vereinigen,  nur  durch  endliche  Werthe  (Constanten, 
Functionen)  von  einander  verschieden  sind.  Sind  die  Operationen 
formal-identisch ,  so  wird  die  Constante  der  Nulle  gleich. 

Sind  nunmehr  die  Operationen  nicht  identisch,  aber  wenig- 
«ftens  verwandt,  so  sind  jene  Constanten  und  Functionen  nicht  nur 
endlich,  sondern  vollkommen  bestimmte  Ausdrücke  in  den  Con- 
stanten jener  Operationen.  Der  Theil  jener  Lehre  von  den  ge- 
schlossenen Integrationen,  der  auf  der  Elimination  der  Divergenz 
der  Integrale  längs  eines  Contours  mit  mehreren  Divergenzpunk- 
ten beruht  und  welcher  an  und  ftlr  sich  die  Äquivalenz  des  Uu- 
endlichgrossen  zur  unabweisbaren  Voraussetzung  hat ,  liefert  zu 
derselben  eine  sehr  wesentliche  Erweiterung.  Es  existirt,  so  zeigt 
er,  fttr  jede  selbstständige  Classe  von  Operationen  (u.  A.  z.  B. 
Integrationen  mit  gemeinschat^lichem  Divergenzfactor)  ein  ge- 
meinsamer Modul ,  auf  welchen  sich  dieselben  in  jedem  Falle 
durch  Hinzufügen  endlicher  bestimmter  Ausdrücke  zurückführen 
lassen.    Die  Integration  der  Functionen 


^^(x-hip) 


»y 


und 


.V 


nach  .r  -+-  iy  und  o?  —  iy  längs  eines  Rechteckes  mit  den  Seiten 
/r  =  oo  und  bi  lehrt  die  Gleichheit  der  Integrale 


iV 


dx     und 


cos  X    , 

(Lv ; 

x 


die  Analogien  der  Fourier'schen  Integrale  liefern  hiezu  die  Er- 
klärung dieser  Gleichheit  mittelst  der  allgemeinen  Formel 


r 


"  cos  bx 


X 


dx  = 


dx 

X 


rVa-^b 


koHT« 


dx 

X 


X  ^ 
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1  I    dar 

womit  als  Modul  für  den  Divergenzfactor  -    das  Integral 

gegeben  wird.  Die  Constante  —  C — k  i{o}  -h  6*)  nennen  wir 

den  Hauptwerth  der  links  befindliehen  identischen  Integrale  und 
bezeichnen  denselben  mit 


.(oo) 


^-«*  cos  biv 


rioo) 


dx     und 


(0) 


(Va*+*«) 


dx 
1^' 


r(Va»H-*«) 


(0) 


dx 

X  ' 


Diese  Bezeichnung  lässt  sich ,  wenn  y  (x)  den  Divergenzfactor 


r(*i) 


eines  Diiferentiales  (p(x)F(x)dx  darstellt,  zu 


y  {x)  F(x)  dx 


(X.) 


erweiteiTi ;  unter  Bentttzung  des  Moduls  zu  f(x)Jnt  besteht  die 
Gleichung 


F{x)  f  (x)  dx  =  J«  ■ 


F(x)  <p{x)  dx. 


W 


Eine  letzte  Verallgemeinerung,  zu  welcher  die  Gleichung  (5)  an- 
regt, ist  nun  die  Einftlhmng  eines  Aggregates  theils  positiver 
tlicils  negativer  Functionen  F{x)  f  (x)  in  die  vorstehende  Modu- 
larforinel.  Da  nach  dem  Äquivalenzsatze  an  Stelle  von 


r't 


Fp{x)f{x)dx    auch 


ll[F,{x)f{x)]dx 


oder 


f{x)Y.[F,{x)]dx, 


wenn  allen  Functionen  F{x)  derselbe  Divergenzfactor  beigefügt 
i^t,  treten  darf,  so  lautet  die  neue  Gleichung 

y(a?)2[i?;,(a?)]rf^  =  2[^]-f-S        <f{x)F,{x)dx, 
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welche  ftlr2o[JJ  =  0  in 

f{^)MFpi^)]d^  =  ^o        fi^)F,(a:)dx  (6) 

übergeht.  Das  öfter  angeführte  Beispiel 

(f,  (o?)  =  -,   F{x)  =  ^-^cos  qx 

%f Q  =  0 ,    a?|  =  oo , 

möge  die  eben  angedeutete  Auffassung  der  Integration  eines 
continuirlichen  Aggregates  divergenter  Functionen  F(a?)y(a?) 
erläutern.   Indem  wir  blos  eine  Differenz 

er-p*  cos  qa: — e^''*  cos  s.v 
in's  Auge  fassen^  erbalten  wir  wegen 

J(oo) 
^-^COSyo?     ,  />         1  ,/    f  2N 


-  /te  =  —  C —  ^  /(r*  -4-  «*) 


0? 

(0) 


sogleich  die  bekannte  Integralformel 

l.r*-f.«* 


re-"^  cos  g:v  —  e-^'  coBsx  .  1  ,r*  - 
^ dx  =  ^l-r- 
X                               2   p«. 


Es  war  nothwendig^  gegenwärtig  einige  Resultate  aus  dem 
Folgenden  zu  anticipiren^  um  hiemit  den  beiden  Grundsätzen  von 
der  Äquivalenz  des  ünendlichkleinen  und  Unendlichgrossen  jenen 
Grad  von  Durchsichtigkeit  und  Festigkeit  zu  verleihen,  ohne 
welche  dieselben  von  keiner  ttberzeugenden  Wirkung  auf  die 
Folgenden  sowohl  als  auf  irgend  welche  rein  analytischen  Ent- 
wicklungen sein  können. 

Die  Theorie  der  Fourier'schen  Doppelintegrale  fusst  auf  den 
Formeln 

Shsb.  d.  mftthem.-natanr.  C1.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  10 
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F  I-  o  m  b  e  c  k. 


Lim 


Lim 


'^Fi^)^^  =  0, 


r^ 


ß>cc>  0, 


A 


)  y.  =  OCj 


welche  blos  die  unendliche  Discontinuität  der  Function  F{S) 
zwischen  «  und  ß  ausschliegsen.  Fragt  man  nach  der  Bedeutung 
des  analogen  Integrales  mit  dem  Factor  cos  fA^,  so  ist  die  Ant- 
wort hierauf  vermöge  der  Beziehung 

2  cos  fx^  sin  5  =  sin  (fji  -4-  1)  ^  —  sin  (ju.  —  1)  ^ 

und  bei  der  Willkttrlichkelt  des  unendlich  anwachsenden  jul  leicht 
zu  geben ;  sie  lautet 


Lim 


cos  fX^ 


F(^)rf5=0 


0) 


tlir  alle  reellen  «  und  ß  sowohl ,  wie  für  irgend  welche  beliebige 
Functionen  F(^).  Es  ist  jenes  Integral  gleich  a  —  «,  das  Diffe- 
rential einer  willkürlichen  Function  nach  fx,  daher  auch  im  Falle 
rt  =  oo  für  die  gewöhnlichen  Anwendungen  geradezu  und  con- 
stant  gleich  Null.    Wir  werden  dieses  Resultat  in  der  Form 


Lim  2 


^*'(^)^^  = 


F(^) 


rf^ 


(2) 


den  folgenden  Betrachtungen  zu  Gründe  legen.  Bestätigungen 
der  Gleichung  (1)  sind  aus  der  grossen  Zahl  der  bestimmten 
Integrale  mit  dem  Factor  cos  b^  für  6  =  cx)  nach  Belieben  vor- 
zunehmen, beispielweise  sei 

die  bereits  benutzte,  im  Folgenden  näher  zubegiilndendeFonnel 


^-«^  cos  6^ 


d^ 


^-^-.j/K-t-*') 
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geht  für  6  =  oo  in 


'J_C'-^i/(oo.)=(> 


confonn  mit  (1)  über.   Bezüglich  der  Formel  der  Einleitung 


C08A5    ,^         7:    .     , 


wird  später  ausdrücklich  bemerkt,  dass  sie  nur  für  jedes  end- 
liche b  Geltung  behält. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  den  Fourier'schen  Integralen 
parallellaufenden  Doppelintegrale 


cos  .riirfw     »muy^ydy 


(3) 


and 


Hin  XU  du 


cosuy^ydyy 


deren  Discussion  zu  nicht  minder  bedeutenden  Resultaten  führt, 
wie  das  Studium  der  Fourier'schen  Integrale  selbst  Vertauscht 
man  in  (3)  die  Produeto  cos.rw  sin  ny  und  sin  ccu  coswi/  mit  den 
Summen 


nnd 


^  jsin  (y  -+-  .r)  w  -+-  sin  (y  —  .r)  u? 
g  jsin  (y  -+-  ,r)  n  —  sin  (y  —  .r)  f/>  > 


80  erhält  man,  wenn  man  sofort  nach  n  integrirt 


cos.rwrfw 


sin  uy  ^  y  dy  = 


Lim 


r  jsin  V(jr- 
J   (     0^  -^  i 


-+-  y)        sin  V  Lv  —  v)  )  , 


10* 
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Lim 


rsin'ju 


sin  oTfi^M     cos  ny^ydy  = 


Lim  fj«i"V(^-^y)  _  BinV(a.-y)|  _ 


Lim         ^  t{/  («  —  or)  —  Lim 


rh—X 


sin'fiui? 


^  («  H-  o?)  rf« 


und  hat  nur  mehr  die  Formel  (2)  zu  verwerthen,  um  als  allge- 
meine Resultate  die  folgenden  Transformationen  zu  gewinnen 


r* 


cos  X  u  du 


Bmuy^ydy  = 


.ft-4-x 


^(z  —  x),         1 


nb—X 


Ch 


dz  = 


^'y^  (4> 


sin  xudu  j  cos  uy^ydy  = 


rb-\-x 


2  2  ;r 


^^y 


a^  —  y 


t^y- 


Diese   Gleichungen  sowie    die  "analogen  Formeln  für  die 
Fourier'schen  Doppelintegrale 


cos  xiidu    cos  ny  ^  y  dy  = 


sin  XU  du 


sin  uy^ydy=  ^  ^x 


(5) 
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mögen  jetzt  mit  (fxdx  mnitiplicirt  und  von  a  bis  b  integrirt  wer- 
den; es  ist  dies  gleichbedeutend  mit  der  Integration  der  vier 
Producte 

cos  ,       cos       ,      , 

sm       ^  sin    ^^^  ^ 


nach  Uy  somit 


du\(px  cos  ux  dx 


^pyBinuydy  = 


9     f^dx 


Tf;(« — x)  ,        1 

fl+X 


fxdx 


!Kl±f)rf. 


r* 


ri 


yt   ^t 


dxdyj 


(6) 


rftt     yo?  sin  ux  dx 


•^y  cos  uy  dy  = 


i-(izz£lrf,_iL^.rf^r  :Ki±£) 


•4-Jr 


</« 


O?* V* 


rfti     5pa?  cos  uo^d^     ^y  cos  wy  rfy  = 

0    K  K 


f 


rftt     y^  sin  uxdx     ^y  sin  «y  rfy  =  |    fz^zdz.       (7) 


0      •'« 


Bemerkenswerth  ist  zunächst  in  (6)  und  (7)  der  Fall  j>  =  ^; 
die  genannten  Gleichungen  gehen  theilweise  in  einander  Über 
mid  laaten 
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du 


y»r  cos  uxd^ 


fy  sin  ny  dy  = 


fxdx 


y(^-^)rf,^ 


J 


fxdx 


y 
I  9^9y 

x-^y 


r —  x^ 
dxdy , 


'd%  = 


l^y-dxdy  =  0, 
x—y 


(8) 


du 


^a?cos  nxdx 


M 


du 


fx  sin  ux  dx 


rb 


[fzY  dz , 


(9) 


Schliesslich  erwähnen  wir  des  speciellen  Falles  o?  =  0  in 
den  Integralen  (4)  und  (5) ;  es  ist 


(10) 


und 


du  I  sin  vy^ydy  =     —  dy 


3  /*b  /«OO  /»6 

rfw     COS  uy^ydy  =  0  ,        rfw     cos  ny^ydy  =  ^^0 


Einer  allgemeinen  Regel  gemäss  sind  anch  die  einfachsten 
Specialisirungen  des  gegenwärtigen  Formelsystems  zugleich  die 
wichtigsten  und  anregendsten,  indem  sie  die  nothwendige  und 
befriedigende  Übersichtlichkeit  bei  der  Aufstellung  neuer  Begriffe 
und  Symbole  gewähren.  Demzufolge  wählen  wir  für  die  Glei- 
chungen (4),  (6)  und  (8)  statt  f  und  ^  die  Exponentielle  r-^*^'*)* 
und  die  Potenz  «»*-* ;  in  (9)  substituiren  wir  die  zusanmienge- 
setzte  Function  y  =  ,p  ==  tf-(«-+-**)*  «i*-<  (fo)» .  In  wenigen  Worten 
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zQsamniengefassty  läuft  die  ganze  UntersnchuDg  in  beiden  Fällen 
hiDaus  auf  eine  Discnssion  der  genannten  Functionen;  bezogen 
auf  das  Argument  rt-+-i(6±w),  nach  den  zwei  entgegengesetz- 
ten Richtungen:  Integration  dieser  Functionen  in  unendlichen  Rei- 
hen nnd  endlichen  bestimmten  Ausdrücken  in  a,  6,  fx  und  «. 


I.  Ableitung  des  complexeii  Integrallogarithmns. 

Im  Falle  ^  =  ^~(«+»*)* ,  a  >►  0  lassen  die  Doppelintegrale 
linker  Hand  von  (4)  eine  erste  Integration  zu ;  bezeichnet  man 
dieselben  kurz  mit  A  und  B,  so  ist 

2A  =  i(a  —  ib)     \z rrr 1  —  7 ^=r rV  tos  arudu 


2B  =  (a  —  ih) 


1  1 


(,i^6)«-Ha*        (w— *)«-+-a* 


sin  xudu 


(/i-+-ft)*-^a«       (m— A)«^a* 


sinaMi//ii. 


Rechter  Hand  von  (4)  erhält  man  hiezu ,  ohne  vorläufig  weiter 
vereinfachen  zu  kOnnen,  folgende  Ergänzungen 


.=i| 
-^ 


g-hia-hi6)x 


p— (rtH-i( 


•*)f 


d^  -f-  ^-(**-*-**)-«^ 


^- («+'*)  ^ 


^ 


rff 


^(«  -t-  /*)*  // ^^^a-t^ibx^  ^  ^_(a  +  ib)x  II  ^^4-a-4-.d4:) 


y^-''^  cos  i 


y^  —  ^ 


■dy—i 


y^-«y  sin  by 
f  —  a:^ 


(12) 
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B  =  l-  L-K«-H^4)* 


^-(«4-i*)e 


r^ 


rff_ß-(«-f-«>r 


e-  («+»*)^ 


<Kl 


=  -i|. 


-  ;tf-*-(«-*-»'*)*  /t(c-«+***)  —  ^-("+^*)*«(a-*-(«-^-»*^'' 


ore-*^  cos  Ay 


^oo 


^— y 


T-dy—i 


a?e-"y  sin  6y  , 


Ehe  wir  hierin  zur  Entwicklung  von  Reihen  für  die  Function 


/t(e-«-^^): 


^-(a+iOe 


rf? 


tibergehen,  suchen  wir  die  Frage  nach  den  Grenzen  der  Giltig- 
keit  speciell  fttr  den  Fall  a  =  0  zu  beantworten.  Wir  gehen  zu 
diesem  Zwecke  nochmals  auf  die  Doppelintegrale  (4)  zurtlck ; 
sie  gewinnen  jetzt  die  Gestalt 


cos  anidu 


"0 

/»OO 


'  0 


COS  xudu 


=  Lim 


cos  amdu 


sin  uy  (cos  by — /  sin  by)  dy  = 

sin  (ii  -4~  b)y  -h  sin  (u  —  b)y 

-H  t  cos  (u  -H  b)y  —  i  cos  (tt  —  b)y  v  dy 
(sin*fx(M-t-A)      sinV(u  —  b) 


M 


=  Lim 


cos 


I      (ii-t-6)       '        (w  — A) 

.  sinfji(t<-Hft) .  sinfjL(M  —  b)) 

"^*     2{u-hb)        *     2(tt  — 6)    } 

.,       .(sinV      .ßinp^)    ,. 


Lhn       cos  x{b  -^t) 


sin^fjL^      ,  sin  fx/ ) 


rff 
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sin  xtidu 


Lim 


cos  %iy  (cos  by  —  i  sin  by)  dy  = 


dt 


Lim 


.  (sin  ikt       .sin'of)   , 
sm .r  (6^0    -gr"  "^' ~7^  "'^^ 


and  lassen  sich  nach  diesen  Umformungen  mittelst  der  bekann- 
ten Grenzgleichungen  leicht  endgiltig  bestimmen;  mit  Rücksicht 
anf  die  übrigen  Theile  der  Gleichungen  (4)  ergeben  sich  die  fol- 
genden Reductionen. 


y  cos  by 


dy^ 


U  cos  .VH 


W 


6« 


du  = 


.     ,    cosA«    ,         .    . 
cos  bx dz  —  sin  b.v 


sin  bz 


dz, 


(13) 


X  sin  by    , 


^oo 


b  sin  «r?/ 
6*  ~  w* 


rfw  = 


—  cos  A.r 


sin  6z 


r* 


rf«  —  sinAo? 


cos  bz 


dzy 


ysiaby 
y^—  a^ 


r 


=  cos  ba: 


^0 


sin  6«  ,        n        . 
dz=^  cos  bxj 

Z  6* 


X5  /»OO 

X  COS  6i/   .          .    .        sin  6«   ,       k 
—5 f  //«  =  sm  Ao?     'Z*  =  - 


Aus  den  beiden  ersten  Formeln  ergibt  sich  unter  andenu 
die  Vertaaschbarkeit  der  Constanten  b  und  x  und  hiemit 
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M» 


COS  bz 


sin  bz 


dz  = 


dz  = 


Cosopt 


dz, 


sm  xz 


dz 


ein  Resnltat,  welches  im  zweiten  Theile  durch  Substitution  der 
Sinusreihe  leicht  zu  bestätigen  ist.  Die  beiden  letzten  Formeln 
liefern  auch  die  Fourier'schen  Integrale  ohne  die  weitere  Bestä- 
tigung durch  die  Anwendung  des  Integrales 


sin  bz    ,         n 


Wir  kommen  später  auf  die  Eingangs  angeführten  Grenz- 
gleichungen und  die  damit  coincidirende  Vei*wendung  oscilliren- 
der  Integrale  noch  einmal  zurfück. 

Um  nun  fllr  die  Reihenentwicklung  des  complexen  Integral- 
logarithmus einen  Ausgangspunkt  zu  gewinnen^  wenden  wir  uns 
zur  ersten  der  Gleichungen  (10),  in  welche  die  Formeln  (11)  und 
(12)  oder  die  folgenden  mit  ihnen  identischen 


2 


y^-«ycos  Ay  , 


t/—  0?- 


C08»rw 


^.   "~*    .irf»^(14) 


(tt-H  6)*-H«*        (W— 6)*-H/I*  ' 


ye^^^srnby 


]/  -  ^' 


fdy=-a 


C08A'«  ' 


;(«+J)'-i-«' "(»-*)■+«■(''"•<'*) 


,|  f^y,^^„ 


0 

,'0O 


%mxu 


I, 


t\  flu , 


xe-'^mkby  , 


|(m-i-ä)»  -+-a*  («-*)«-t-a* 

kOO 

(       tt-t-6  n—b       )    . 

/(tt-H6)*-Ha*  (w— 6)*-+-a*  ( 


für  X  =  0  übergehen;  d.  h.  wir  ermitteln  die  Grenzfölle 
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^-«y  (.Qg  i,y 


riy     und 


^-«y  sin  by 

y 


dy. 


Es  kommt  dies  auf  die  ausserordentlich  leichten  Bestimmungen 

du 


pri ^du     und 


(l/±6)*-H«^ 


znrtlek,  für  deren  erste  wir  noch  den  Satz  von  der  Äquivalenz 
fonngleicher  divergirender  Ausdrücke  zu  Hilfe  zu  nehmen  haben. 
Es  ist  nämlich 


w4-6 


(„H-ft)t^^,: 


folglich  die  Summe  in  (14) 


dit  = 


dift 


oder 


.-^* 


dz -^2 


«*  -f-  a* 


;t  ^^> 


dz 


:ä^^> 


worin  jetzt  das  Integral  zwischen  —  b  und   -h  ft  verschwindet. 
FUr  das  Cosinusintegral  bleibt  demgemäss 


^-'"*  cos  by 


dy^ 


zdz 


dz 

z 


and  hiemit 


^Ä^-f-«' 


«7 


Behufs    einer  Reduction  des   divergirenden  Integrals   auf 
einen  Modnl  haben  wir  nur  die  Gleichung 


/oo  = 


dz 


-  C 
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zu  benutzen;  womit  wir  nichts  weiter  erreichen,  als  alle  logarith- 
misch divergirenden  Integrale  auf  ein  Normal  integral  zurück- 
zuführen. Lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung  auf  irgend  eine 
Weise  bestätigen,  so  ist  damit  zugleich  die  bekannte  Grenzbe- 
stimmung 

auf  ihre  einzig  giltige,  fehlerfreie  Form 


n 


Lim 


?-'.h 


C ,     Lim  «  =  oo 


(17) 


gebracht ,  in  welcher  bestimmte  Operationen,  nicht  allgemeine 
Typen  mehr  vorkommen.  Die  Bestätigung  unserer  Grenzglei- 
chung liegt  in  der  bekannten  Formel  der  Lehre  von  den  Gamma- 
functionen 


rf/r(fx)  _ 


für  fji  =  1   geht  dieselbe  in 


X 


i^J  ^^; 


~c= 


djc  — 


(Lv  = 


iV 


dx 


dx 

X 


über,  welches  mit  Gleichung  (16)  unter  der  Bedingung  (17)  über- 
einstimmt.   Sonach  ist  allgemein 


i:l|:i^^,=   |!_c-|k.'-»^= 


(18) 


und  —  C—  ö  K«*  -+-  **)   der  Hauptwerth  der  links  und  rechts 


stehenden  Integrale,  wenn 
wird. 


—  als  Modul  derselben  angesehen 

y 
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Man  kann  noch  zu  einem  anderen  Ansdnicke  ftlr  das  Integral 


e-"^  C08  by 


dy 


gelangen^  wenn  man  in  (14)  die  Summanden 


M-Hft 


u — b         , 


za 


(tt  -♦-6)*-+-a' 


rfw  =  J 


vereinigt.    Die  Substiution 

«♦  -H  2ti«  (a«  -  fr»)  -4-  (a«  -♦-  6«)*  =  «* 

fllhrt  auf  den  vorigen  Ausdruck ;  entwickelt  man  aber  den  reci- 
proken  Werth  des  Nenners  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  w*, 
und  trennt  hiebei  das  Intervall  von  0  bis  oo,  in  0  bis 


/a*H-A«     und     ]/a^  -+-  6* 
bis  oo,  weil  jene  Reihe  fUr 
u  < 


eonvergirt,  so  erhält  man  für  J,  wenn  R  die  Reihe  vertritt, 

J= 

Jo 


^^  \u''  H-  2u  (g»  —  b^)  H-  (g^-H  ft»)«)  |.  rfif  _ 


demnach 


cos 


^at-hb* 


y 


.    (18b)  =  (l8) 


Es  ist  ttber  die  gewählte  Form  der  Äquivalenz  divergenter 
Integrale  eine  Bemerkung  nachzutragen.  Strenge  genommen  sind 
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F  r oin  1)0  c  k. 


alle  derartigen  Resultate  nur  in  der  Form  \oo'  —  oo"j  =  C 
richtig  und  von  Bedeutung;  besteht  eine  zweite  Äquivalenz 
|oo,  —  oojj]  =/>,  so  kann  eine  Addition  der  beiden  Gleiehungen 
nur  in  der  genauen  Prüeision 

vorgenommen  werden.  So  wäre  z.  B.  eine  Verbhidun^' der  beiden 
Formeln 


U 


iiti 
U 


Vn'^f.-- 


l/nMT* 


du 
u 

du 
u 


zu 


du 


—  2 


u 


du 
u 


0  -^  Vu'-^b- 

durchaus  fehlerhaft  und  unstatthaft.  Die  8ubtraction  zweier  Aus- 
drucke oo  —  oo  ist  dagegen  in  der  Weise  erlaubt,  dass 

{oo'  —  oc"}  —  {oo,  —  oo.^J  =  \oo'    -,;  —   Joe"  —  oc,} 

gesetzt  werden  darf.    In  diesem  Sinne  findet  nun  auch  die  Fra^^c 
nach  der  Berechtigung  der  Relation  (6)  der  Einleitung: 


?0^0  2:o[A(.OW/.'-  =  ^c 


.(.r)/;(.ry.r 


ihre  Erledigung. 

Als  Specialisirungen  der  Formel  (18)  sind  die  Hauptwerths- 
fomieln  des  Integrallogarithmus  und  Integraleosinus  zu  erwähnen, 
nämlich 


^-/»y 


r(«>) 


ro) 


y 


dy  =  —  ('      la ,     a  :>  (» 


coBby 


dy=  —  C  —  ^l{b^)j     -  oo^Z/^-f-oc. 


(0) 
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Es  bleibt  noch  die  Bestimmnng  des  Integrals 

> 
e-^  sin  by 


y 


dy 


übrig.   Gleichung  (15)  oder 


e-*^  sin  by 


r^ 


dy=  —  a 


—  a 


dz 


(i<-H6)*-t-a*       (n^by^a^ 


dz    )  \         dz 


du 


U 


— Ä 


—  6 


=  2a 


dz  o        ^      * 


-'o 


enthält  die  bekannte  Bestimmung  in  der  Form  der  Reduction 
eines  transcendenten  Differentiales  auf  ein  algebraisch  -  ratio- 
nales.  Verbindet  man  das  letztere  Resultat 

f- ^r/y  =  arctan-,    a>0,    — oo^&^-i-oo,  (19) 
y  a 

«*  -+-  6*  >  0 
mit  dem  correlativen ,  unter  den  gleichen  Bedingungen  gütigen 


>(oo» 


^dy=^C^,jl(a*^b^), 


so  erhält  man  den  Hauptwerth  des  complexen  Integrallogarithmus 


rioo) 


^-(«H-/i)y 


rfy=~  C-/(/n-t*), 


(20) 


(0) 


wobei  die  Verbindung  einer  reellen  Hauptwerthsformel  mit  einem 
imaginären  endlichen  Integrale  selbstverständlich  keine  Bedenk- 
liehkeit  er^vecken  kann. 
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Um  die  Bestimmung  des  Hauptwerths  des  complexen  Inte- 
grallogarithmus zur  Ermittelung  einer  convergirenden  Potenz- 
reihe verwenden  zu  können ,  bedarf  man  noch  einer  weiteren 


Beziehung  des  Logarithmus  zum  Modul 
gleichung 


dz 


,  die    der  Grenz-' 


fo  (  =  C,     z  =  oo 


Lim 


gewissermassen  parallel  läuft.   Wir  meinen  die  Formel 


Ltaj 


dz 


-(-fo(  =  0,     z  =  0, 


(21) 


deren  Beweis  aus  der  Potenzreihe  für  den  natürlichen  Logarith- 
mus l{l  —  ai)  nicht  vollkommen  ttberzeugend  ist.  Viel  besser 
benutzt  man  die  Entwicklung  von 


li  (l?-'^)  = 


ß-ae 


fttr  Lim  x  =  dx.   Es  ist  einerseits 

li  {e'^'<^')  =C-¥-la-h-  Idx , 
anderseits  nach  (18) 

/«oo 


rf? 


2  '     2! 


/i(e-«^-^)  = 


d^::^C-\-la-- 


JÜ 

?     ' 


woraus  die  obige  Bestimmung  sofort  hervorgeht. 

Die  Nothwendigkeit  der  Annahme  einer  Grenzformel  (21) 
liegt  nun  ausgesprochen  in  der  unmittelbar  evidenten  Zerlegung 


li{e-'^  cos  hx)  =  — 

.00 

^-'•^  cos  6?   ,^ 
j: a% 


e-"^  cos  6? 


rf? 


^-«f  cos  A? 


rfC, 
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worin 


^-«^  cos  b^ 


für 


^-«^  cos  b^ 


d^ 


dnrch  die  Reihe 


1  /,       cf  cos  ^       c«C*  cos  2^       e^^  cos  35 

JV^ i -^—2! -^ 3! 


r*  =  a*  -H  6*,     5  =  arc  tan  - 

a 


ersetzt  werden  möge.  Die  unbestimmte  Integration  der  letzteren 
liefert 

,      1       cgcos^       1      c^i^  cos  2Sr       1      c^g^  cos  35 
^■^r  •         i         ^2  •  2!  ^3  •  3!  ^  •    • 


also  für  Lim  ^=dx  den  Logarithmus  des  indepedent  Unendlich- 

Ioo 
-j-  y  dem  Mo- 
0 
Ioo 
c^**^  cos  b^ 
-p d^  zu  Null,  so  dass  schliesslich  als  Ent- 
0 

Wicklung  des  allgemeineren  Integrallogarithmus  mit  zwei  Con- 
stanten übrig  bleibt 


li  (^-"•''  cos  bx)  = 


^-"^  cos  6? 


rf? 


(22) 


^c^^i^cxy^^,^ 


1  c.i'C0s5      1  e*;r*cos25      1  e^;r^cos35 


■^2'"       2! 


-Hr». 


3        3! 


c^z=a^-^b^,  5  =  arctan~,   a>0,   — oo<:a7<-*-oo. 

a 

Die  Oiltigkeit  dieser  Entwicklung  auch  für  negative  Werthe 
von  j-  erhellt  aus  der  Zerlegung 


e-^^  cos  b^ 


rf?  = 


e-^«c  —  ^-«5                        e-«^cos  64  ,. 
p cos6?rf?—      r rf| 


0  • 


Sltzb.  d.  mathem.-natnrw.  C1.  LXV.  Bd.  II.  Abth. 


11 
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deren  erster  Theil  leicht  integrirbar ,  deren  zweiter  Theil  be- 
kannt ist. 

Schneller  ergibt  sich  die  Reihe  für  den  Integralbogen 


arci(e--"-^sin*^)  = 


tf-"5  sin  b^ 


dt; 


wegen 


^-"^  sin  b£ 


^-//f=~ 


e-'"'-  sin  b^ 


rf£ 


*"  0 


=  -  3-H 


e-''^^  sin  bc 


^-"^  sin  />C 


und 


e-«5  sin6?      1  ( c^sin  5      c*4*sin  23      c^"^  sin  33 


;_1  (ggsi 
~fl     1 


2! 


hat  man  sogleich 

arc  /(^-"'^sinÄa;)  = 


3! 


e>--«=  sin  A£ 


^f 


^c 


(23) 


1  CO?  sin  3      1    c*a;*8in23       1  c^.r^sin33 

~""  1'       i        ^2'         2l  ^3  3l  ^'    '    •' 

eine  Formel,  die  in  derselben  Weise  wie  vorhin  auf  negative  .r 
ausgedehnt  werden  darf. 

Aus  den  Entwicklungen  (22)  und  (23)  resultirt  die  Entwick- 
lung des  complexen  Integrallogarithmus  und  zwar  ist 


//  (e-«-*-'**)  =  ~ 


I 


d£ 


3^.3 


1   («-4-lÄ)'.r 

3"       3l 


in  anderer  Form 
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(0)  « 


(•^) 


(0) 


-2'v^^     r       1        "^2"        2!  3*       3!         ^  •    •    •    • 

Diese  letzteren  Formeln  »ind  zunächst  für  die  Gleichun- 
gen (11)  und  (12)  von  Bedeutung.  Sie  zeigen,  dass  die  Integrale 


a  -^  bu 
cos,  8in.rw— -^^ du 


OLX ßl/ 

— ^ !:^^-«vcos,  Hinbydy 

^     y  • 

0 

gemäss  (11)  und  (12)  stets  in  unendliche,  convergirende  Reihen 
verwandelt  und  als  solche  berechnet  werden  können.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  dieser  Andeutung,  ohne  das  Detail  zu  verfolgen 
und  gehen  auf  die  Gleichungen  (6)  über,  in  welchen  wir 

belassen,  für  fx  aber  die  Function  ,r:*-*  substituiren. 

Die  Formeln,  welche  hiebei  zur  Anwendung  kommen,  sind 


,         r(|üi)cosl-fJL;r      i 
x^-^  co%tixdx  =  -^^ ^^— y  j 

f*       ,    •         ^         r(fx)sin^^r 
x^-^  sm  uxdx  =    ^*^^  ^  *  *^   ; 


^  0  ^  /x  <:  1 , 


/ 


der  Fall  fx  =  0  gibt  hier  einerseits  die  Äquivalenz 


e 


— K.r 

dx — 

X 


COQUX   ,  ,, 

dx  =  0, 

X 


anderseits   wegen 


11- 
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r((*)      r 

'  '  |»=0 


dt     ^    Cdt 

T-^     1  - 


^J-c 


dt 


=  1  (8.  FoiJiel(18b) 


0 

Der  Fall  fx  =  1  ist  von  Bedeutung ,  wenn  es  sich  um  wie- 
derholte Integrationen  handelt^  wie  im  vorliegenden  Beispiele; 
es  zeigt  sich  dabei,  dass  die  Geltung  der  Cosinusformel  bis  jul=2 
ausgedehnt  werden  darf.  Nach  diesen  Bemerkungen  gehen  wir 
daran,  die  Formeln 

2         "%/_..»      ä.dy  =  2A  = 


^^_]  \^_(„4.rt).r  li{^Q-¥n-^ibx^  ^  ^^.(«-f.,-6) .r  ^  ^^^a^i6x^  f  ^^        ^24) 


'••'o 


=  r(|UL)  cos  J-fAff 

-+-l(fl tb) 


1  1  )   du 


rfw" 

(m  -h  ä)*  -h  a*  ""  (w  —  by  -+-  /?*(  w»^ 


10O 

_  .  [°°(         1 1         (  rf« 

'J    j(„.H6)»-t-a*        («  —  6)»-+-«*  («•'-* 
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auf  ihre  einfachste  Gestalt  zurückzuführen.   Sie  lassen  sich  voll- 
kommen integriren.   Die  Formel  der  Einleitung 

dz  =  — cot— Ky     fx-<:v 


1  «^  V  V 

0 

liefert  die  Werthe  der  linksseitigen  Integrale 

„       ff  .      pi;:  r(a)  ^ 

Ä  =  TT  tan  ^  .  - — ^^TT-  ,     pt  <  1 , 

in  den  rechtsseitigen  irrationalen  Integralen  aber  eine  Bestätigung 
ODserer  Bestimmung  des  discontinuirlicben  Integrales  (23),  in- 
dem wir  nach  einigen  Vereinfachungen  die  bekannte  Formel 

7 rr= r  =ff. r— r .    ^ ^  ,      3   =  arCtaU  - 

(wir  6)* -Ha*  smXff  a  a 


oder 


.  —. f.^-*,     —  1<a<-h1 

am   ^    ^  ' 


•'p 


(}'^2up  C08(y-H?i*       sin  Xff  *    sin  a 


erhalten.  Wir  verbinden  noch  die  mittleren  Ausdrücke  in  (24) 
und  (25)  durch  Addition  und  Subtraction;  es  entspringen  hieraus 
die  Werthbestimmungen 

r  — 

a?»*-*e-(«"*-'*)'/i(^-*"'*"*"**'')rf^-  (26)    • 

— dtdx 

=  -;rcot^r— !^Ö^,     0<fx<l, 
'^    (a  -+-  iby 
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o 


(27) 


r(/*) 


dS.dx  = 


Gleichung  (26)  lässt  sich  linker  Hand  mittelst  der  Entwick- 
lang des  Integrallogarithmns  integriren  and  ftihrt  derart  anf  eine 
Reihe  fttr   n  cot  \t.n ;   es  ist       '  ' 

.eot;x._       jCH-      ^^    -Hp     ^^^^      ^g.    2p(^)    -^...f 

0^/x^  1. 

Diesen  allgemeinen  Ergebnissen  reihen  sieh  einige  speeiellere 
zwanglos  an. 

Die  Gleichung  (24)  lautet  fttr  fx  =  1 
Gleichung  (25)  fttr  fx  =  0 

Ioo 
)  ^-(a-f-i6)*  /|(<.4-«T^)  ^4.(rt-Hrt)jr  ^j-  ^^-^^I^^M  __ 


/OO  rOO 


d^dx  =  2 


e-"'  sin  Af 
ar*  — ^" 


^_^  d^dx  =  ^, 


d^dx  =  0. 


In  (26)  nnd  (27)  nehmen  wir  11=^^  und  erhalten 
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^_r„4.,6)x«  II  ^^a-^ibx^^  ^^.  _  0, 


die  erstere  Fonnel  ist  durch  directe  Integration  leicht  zu  be- 
stätigen. 

Die  Möglichkeit,  Disoontinuitätsformeln  bei  mehrfachen  In- 
tegrationen zugleich  mit  beliebiger  Reihenfolge  dieser  letzteren 
anzuwenden;  ist  stets  an  nicht  zu  übersehende  Bedingungen  ge- 
banden.  Die  Limite  der  ersten  Integration  nach  a:  in 

/*00  yCO 

gibt  mit  der  zweiten  Integration  von 

«-"«  cos  6? 

I 

immer  noch  eine  endliche  Grösse. 

Wenden  wir  uns  nunmehr,  um  die  Formelkette ,  welche  ftir 
den  Integrallogarithmus  aus  den  Analogien  der  Fourier'schen 
Integrale  ableitbar  ist,  zu  schliessen,  zu  den  Gleichungen  (8),  so 
haben  wir  auch  hier  sehr  wenige  Schritte  nothwendig  um  zu 
unserem  Ziele  zu  gelangen.   Die  dreifachen  Integrale  sind  für 

sämmtlich  ausführbar  und  liefern  zunächst  nach  zwei  Integra- 
tionen für 


^-.(a-hiS)  (x-Hf) 


iV 


dwdy 


^0  ''O 


=  2 


1/*   /!?* 


d.vdy  =  2 


0  •'o 


dxdy 
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den  halben  Werth  des  Integrals 

'/  (g  —  iby  —  IM*  -H  2  («  —  ib)  u 


[(u-^by-^ay 


i  (g  —  iby  —  iu*  —  2(a  —  tb)ti 


l(u  —  by  -+- «»} 


tit 


du  =  J, 


Hierin  sind 


und 


i(a  —  iby  —  IM*  -H  2  (a  —  ib)  u 


i(a  —  iby  —  /w*  —  2  (rt  —  ib)  u 
vollständige  Quadrate,  jenes  von 
1 


«  -H  6  -f-  ?/  H-  I  (( 


a  —  b  —  ti)i 


dieses  von 


]f2 


—  |a  -H  Ä  —  fi  -4-  i{a  —  b-\-  w)[ ; 


setzt  man  ?i  -+-  6 ,  sowie  n  —  6  gleich  z ,  so  wird  jenes  Integral  J 


'—6 


azdz 


(««  -H  ««)* 


-+-  "^ 


—6 


(««  +  «*)* 


rf«  — 


—  9 


"       -2i      * 


azdx 

g'  — z* 
2 


</« 


*« 


a*  H-  6*        o  -H  I* 


iiud  Liemit 
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y^-a(j:-f-y^  COS  6  (j?  -H  y) 


/«OO/^OO 


y»-.r» 


(Lvdy 


^  are-«(-^-<-y)  cos  b  (iv  -h  v)    ,     , 


"o  •'o 


•'o  ''o 


^^aix+!,)  ^Qg  ^  (^.  _^  y\  ff 


Die  zweite  der  Formeln  (8)  besagt  in  unserem  Falle,  dass 


dxdy  =  \ ^^ ^  dxdu 

J    ^  ~ »  J  J         '^~y 

•^0  •'o 


.r  — y  . 

/  oo  r  oo 

ß-«(vH-y)  gin  ^,1.  giu  l^y 

~\  J         •^•  — » 


V  —  y 


dxdy  =  0; 


es  bestätigt  sich  in  der  That  die  mit  diesen  Folgerungen  iden- 
tische Beziehung 

r  _ 

durch  Substitution   der  llir  den  eomplexen  Integrallogarithmus 
geltenden  unendlichen  Reihe. 

Die  Leichtigkeit  der  Specialisirung  der  Formeln 


f*fy(,r)y(y)^.W,_r.w ..,...['    Vc^ -*-^^ 


.V—  y 


-  dxdy  =  1  ^  {x)  d,v 


y 


dy  =  0, 


I 
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dz 


(p  (x)  cos  zxdx 


f  (y)  sin  zydjf 


auch  bei  unveränderten  Grenzen  o  und  6  mögen  anhangsweise 
die  Fälle  y(a?)  =  a?p~*  für  die  erste,  y(a?)=l  für  die  zweite 
Formel  darthun. 

Bezeichnet  p  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  im  ersten 
Falle 


f{y-^ai)_ 


yP"^  -+-  (j) —  1),  yp-^x  -+-  (p —  1  \  yp-^x^ 


XP' 


Das  Integral 


f(x)  dx 


h^x 


Vilf-^^) 


y 


dy 


ist  hienach  leicht  bis  auf  das  letzte  Glied  zu  berechnen,  fUr  wel- 
ches aber  die  Formel  sehr  einfach 


^"-".^>=  '»^^^^ 


=  2 


'0 
Jn ^«         J2p-n— 1  —  ^  2/»— n— 11»»=;»- 


n — 1  f,  2p— n — l"]n=;>— I 

2p—n—l        J^^, 


ergibt,  eine  Bestimmung,  welche  für  6  =  a  leicht  zu  bestätigen  ist. 
In  der  zweiten  Formel  ist  für  y  (a?)  =  1 


r 


2     dz 

•^0 


cos  zx  dx 


sin  zydy  = 
)  2 sin  (rt  H-  6)«  —  sin  2az  —  sin  26«  (  —^ , 


woher  wegen 


fb  f*b 


dxdy 
x-^y 


=  bm  H-  al2a  —  (6  -h  u)l(b  -f-  a) 


eine  willkürliche  Formel 
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—^dz  =  —  ala 

K 

abstrahirt  werden  kann.  Um  dieselbe  zu  berichtigen,  d.  h.  sie  zu 
einer  Hanptwerthsformel  zn  ergänzen,  muss  man  beachten,  dass 
die  Divergenz  des  in  Rede  stehenden  Integrals  eine  afaehe  loga- 
rithmische, der  Divergenzfactor-  und  der  Modul  desselben  folg- 

foo 
J 
—  ist.  Es  geht  also  auch  die  Hauptwerthsbestimmung 


für  1   — 5 — dz  aus  derjenigen  fttr  den  Integralcosinus  ebenso 

hervor  durch  Integration  dieser  letzteren  nach  a  wie  der  Difife- 
rentialfactor  aus  selbst.    Diese  Bemerkungen  genUgen, 


nm  das  dem  Modul   a 


—    angehörige   Integral 


"0 

sin  az 


dz    ,als 


z  2      ^    ^         <: 


"0 


und  fftr  den  Hauptwerth 

zu  erbalten.  Das  Aggregat  solcher  Functionen  hat  die  Eigen- 
schaft, verschiedene  Moduli  zu  besitzen;  nichtsdestoweniger 
kann  auch  hier  ein  continuirliches  Aggregat  gebildet  werden,  wie 
da*  eben  analysirte  Beispiel  zeigt  und  es  gehören  demnach  Mo- 
dnli,  die  sich  nur  durch  constante  Factoren  unterscheiden,  in  eine 
Kategorie.   Es  ist 
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z 


der  allgemeinste  Modul  logarithmischer  Divergenz  oder  einer 
Divergenz  ersten  Grades. 

Noch  möge  der  Potenzreihenentwieklung  fUr  das  Integral 


sin  az 


(h 


gedacht  werden.  Wie  sich  aus 


cos  az 


dz  = 


cos  az 


dz- 


cos  az  , 
dz 

z 


gemäss  der  Grenzformel 


Lim 


dz 


Iz 


=  0,    z  =  0 


die  Divergenz 


--  eliminii-t,  so  aus 

z 


sfn  az 


dz  =  — 


sin  az 


dz- 


sm  az 


dz 


ihr  afacher  Werth.  .Die  Entwicklung  des  Integralcosinus  zieht  die 
folgende 


miaz  f^irti\      «     *       ^*    * 


unmittelbar  nach  sich. 
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II.  Die  Integrale  1   ?-r4r,du 


'  0 


{v'u"y 


nnd    I    .^''^ /r  du   fllr     w'  =  «  h- /(ä-hm),     ii"  =  a-+-i(Ä  — w) 


nnd  ihre  Dependenzen. 


Die  Gleichung,  welche  auf  Integrale  der  genannten  Ai-t^ 
sowie  auf  ein  der  Entwicklung  des  wten  Differentialquotienten 
der  Ganunafunction  adäquates  Gesetz  der  Integration  derselben 
fllhrt,  ist  die  Gleichung  (9) 


(fz^  (lz=  \    du 

•^0 


r^ 


cos  HZ  ozdz 


sin  tizfzdz 


(^) 


=      du 
wenn  in  ihr  die  Function  f  durch 

ersetzt  wird.  Die  allgemeine  Integralformel,  welche  dabei  zur 
Anwendung  kommt,  ist 


(P  -^  ^lY     «''"*  ('«)"*  e-^p-^''^)'  dz  = 


(Aa) 


r(-)  (^u)  —  {n\  rC-O  (pi) l{p  +  iq)  -f-  (n),r(«  -  \ix)  {l{p  -H  ig)} ' 

—  .  .  .  ±:Wnr(/iL){/(p-HiV)}%    i»>0,     /x>0. 

Dieselbe    hat  die  Form  der  Binomialreihe  und  folgt  aus  der 
«maligen  Derivation  der  Gleichung  des  Euler'schen  Integrales 


«»*-*  ^- (/>+'?)'  dz  =  7 ^^ 


nach 
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Es  ist  nun  nicht  allein  vortheilhaft,  sondern  auch  nothwen- 
dig,  einen  stufenweisen  Gang  in  der  Verwerthung  der  Doppel- 
gleichung (Ä)  einzuschlagen,  in  der  Weise,  dass  wir  zuerst  den 
Fall  6  =  0  erörtern  und  dabei  gleichzeitig  von  Anfang  eine 
Trennung  der  reellen  und  imaginären  Bestandtheile  vornehmen, 
'  sodann  unter  Beibehaltung  der  anfänglichen  Trennung  den  all- 
gemeinen Fall  zunächst  fftr  w  =  0,  1 ,  2  etc.,  endlich  ohne  jene 
Sonderung  bis  zu  dem  in  den  Gleichungen  (9)  verborgenen  all- 
gemeinen Gesetze  verfolgen. 

Unserer  Absicht  entsprechend  fuhren  wir  die  Trennung  unter 
der  Voraussetzung  6=0  schon  in  der  Formel  (Aa)  durch,  so  dass 

z^-' (/t)«  e- ("^^")'  dz-     ^"  ~  *^" 


0 

und  speciell 

z^-^^hye-"*'  cos  nzrlz  =  {Ra  cos  ix^  —  R„  sin  fx^)  (a* -4- m*)— «*, 


«i^-i(/«)"e-^^  sin  uzdz  =  (Ä«  sin  fj.^  -h  /2„coSfjL3)(Ä*  -+-  w*)-f*, 


'  0 


R,  =  IW(^)  —  (h\  r  ^-')  (fx)  fr  H-  (/i),r<«-2)  (ix)  {Irf  —  ^«)  — .... 


r*  =  /i*  H-  w*,     5  =  arctan  -  ; 

a 


die  Doppelgleichung  {Ä)  liefert  jetzt  sogleich 

(Äa  sin  fjL^  -+-  fi„  cos  ,U.&)*       _ 


(Rg  cos  fx>^  —  Ru  sin  jul.5)^      _ 


*  0 
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Die  beiden  Beziehangeu ,  welche  hieraus  durch  Addition  und 
Subtraction  entspringen,  lauten 


K         «2!^-2(fo)2«^-2a,^^^  (l) 


RJ-Jt,* 


*« 


COS  2\kädu  — 


"0 


-1^^-  sin  2i,^dH  =  0,       (II) 


und  zeigen  die  Spaltung  des  vorliegenden  Problems  in  einen  auf 
endliche  bestimmte  Ausdrücke  führenden  Theil  und  ein  auf  dem 
betretenen  Wege  nicht  weiter  zu  vereinfachendes  isolirtes  Re- 
«öJtat  (II).  Indem  wir  dies  letztere  sowie  eine  analoge,  aus  den 
Gleichungen  (8)  abzuleitende  Formel 


(a*  -f-  ny-         ^ 


^^'^^^      C08  2,U^f//. 


(a*  -H  u^Y 


e-<-^y\xyY-'{LvlyY  ^^ 


von  der  allgemeinen  Betrachtung  ausschliessen,  erwähnen  wir 
zugleich  jene  Eigenschaft,  welche  alle  hier  einschlägigen  Ent- 
wicklungen kennzeichnet :  sie  reduciren  sich  nach  Potenzen  der 
in  den  verschiedenen  Differentialquotienten  r  (fx)  und  r(2fjL—  1)  auf- 
tretenden Constanten  des  Integrallogarithmus  entwickelt,  in  den 
Coöffieienten  ihrer  Potenzen  auf  Null.     Man  erkennt  dies  in 

nnserem  Falle,  wenn  man  vorerst  für  arctan  -^  und  damit  die 

a 

Grenzen  0  und  ^  einführt ;   die  Co^flRcienten  einer  neuen  be- 

rechtigten  Entwicklung  nach  Potenzen  von  /«  geben  in  ihren 
Nullwerthen  dieselben  kettenartig  sich  ergänzenden  und  erwei- 
ternden Resultate.  Es  ist  leicht  einzusehen  und  bedarf  keines 
besonderen  Beweises,  dass  diese  Eigenschaft  auch  bei  der  Ein- 
drang einer  neuen  Constante  h  noch  richtig  bleibt;  eine  Be- 
stätigung' dieser  Verallgemeinerung  ist  indessen  auch  für  diesen 
Fall  leicht  zu  geben  (siehe  unten). 
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Wir  fassen  dies  erste  wichtige  Resultat  in  kurzen  Worten 
dahin  zusammen,  dass  die  speciellen  sich  isolirenden  Integrale 
nicht  in  den  DifTerentialquotienten  der  Gammafunctionen 

r(/Ji)     und    r(2fx— 1) 

selbst,  sondern  in  denen  ihrer  Logarithmen  ausdrttckbar  sind. 

Es  ist  jetzt  der  Ort,  jener  Analogie  zu  gedenken,  welche 

zwischen  der  Entwicklung  der  Qammafunction  nach  Potenzen 

ihres  derivirten  Logarithmus  und  der  Integration  des  Binomes 

\l{a  -4-  in)}  '^  -H  {/(g  —  in)\  >' 

besteht.   Um  sogleich  mit  der  letzteren  zu  beginnen ,  haben  wir 
in  den  vollkommen  identischen  Formeln 


{-lY 


[*  ((/  sec  ä  -¥-  i^Y  -f-  (/  sec  ^  —  i^Y ) 


(III) 


■  {t,,  —  "..) 


io 


(«,— ^  +'^)"  -^  («)» {tt  -  h)  (»I— u  -^  i'^y-^  ■ 

■K 

(sec  ^y^-^ 


■(-1)"(^«-M 


zunächst  die  Zeichen  s^  und  t^  zu  definiren  und  sodann  jene 
Analogie,  respective  die  Modificationen  des  Gesetzes  für  DT(a) 
zu  entwickeln. 

Jene  Zeichen  s^  und  t^  haben  die  Bedeutung 

8,  =  ZK/r(/x),     t,  =  DUr(2ix-l) ; 

die  Abweichungen  vom  bekannten  Gesetze  beschränken  sich  auf 
die  Vertretung  des  gemeinsamen  Factors  r(a)  durch  das  Normal- 
integral 
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t 


(C08  ^y^-'^  d^j 

Jo 

des  Ausdruckes   DlV{a)  durch   t^  —  «, — /2,  beziehungsweise 
jjj  —  /,-+-  ß ,  sowie  der  weiteren  Differentialquotienten 

D9ir{a)y     q>l     durch     t^- »^      oder     8^—tqy 

endlich  bezüglich  der  letzteren  Formel  allein  —  auf  die  Zeichen - 
änderung  aller  in  q  geraden  Ausdrücke  Sj—.t^  noch  ausserdem. 
Es  möge  hiezu  bemerkt  werden,  dass  die  Formel  (I)  die  Integra- 
tionen (HI)  nach  la  entwickelt  nicht  direet  zu  Tage  bringt,  son- 
dern verschiedene  Aggregate  der  einzelnen  Binomglieder  linker 
Hand  von  (HI)  ,  welche  zunächst  zur  Spaltung  dieser  Formeln  in 
die  isolirten  Bedeutungen  ihrer  einzelnen  Theile  und  hierdurch 
erst  zur  inductiven  Abstraction  des  Gesetzes  (III)  hinleiten.  Wir 
begnügen  uns,  diesen  inductiven  Weg,  der  bei  Entwicklung  nach 
Potenzen  der  Constanten  C=  0-57721 .  . .  unmittelbar  zum  Ziele 
fthrt,  in  der  Angabe  der  getrennten  Resultate  für  die  Substitu- 
tionen n  =  Oy  1  und  2  anzudeuten.  Jedes  einzelne  derselben  hat 
auf  diesem  Wege  der  Ableitung  alle  vorhergehenden  zur  uoth- 
H^endigen  Voraussetzung. 

1)   Fall   71  =  0. 


3 

r 

Jo 


<"'  ^)'-V3  =  -^-J^, .  j,SM^  =  n , 


hiezu  aus  (II) 

Jo 

2)   Fall  «  =  1, 

{l  sec  5  (cos  3)V-«  (t^  =  («,  —  f,  -t-  /2)  n , 

Jo 


l  sec  ^)*  (cos  5)2''-»rf^  = 

Ja 

(»i-fi-^i'^y-^tf-lh 

■'9 

$iUb,  «L  mathem-DÄturw.  Cl.  LXV.  Bd. 

II.  Abth.                                    12 

n, 
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5*(C0s5)«''-*rf5  =  ,y«,n: 


3)  Fall  «  =  2. 


(/  sec  ^)»  (cos  5)«H-»rfy= 


(,^_^,^/2)3+3k-    ^   («,_/, -H/2)  +  j«,-/3 


II, 


^*/8ec^(co8^)«i'-'rf^  = 


1     .  ,«1 

9  «»  (»i-'i-*-'2)-j«, 


11; 


(/8ec^)*(cos^)«(^-V^  = 


(»,  -  ^  -t- «)* ^- 6(^- 2  »,)  (». -<,^fö)«+(«3-4g(«,-f ,-H/2) 


3  1 


n, 


5«  (/  sec  5)*  (cos  5)»i'-»  rf^  = 


2  «»  (»1—  'l-^-  ^2)*-  2  »3  (»1  —  'l  -^-  '2)-  -  V  ^-  -  «,^,H-g    «4 


n, 


^♦(cos5)'''-*rf^  = 


4  »r         8  »4 


n. 


Die  Annahme  ^  =  1   erledigt  sich  durch  die  Bemerkung^ 
ju,  =  2/x  —  1 ;  dann  ist 


*=oo 


,-^  =  t\={-\y{q-l)\S{kr^)       ,   q  =  2,'d,  .  .  .  n 


*=l 


«',=fj=_C=- 0-5772156649  .  . 
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und  68  ergeben  sich  die  Bestimmungen 


\i8ec^ffS  =  '^l2, 


7Z 

r 


(/8ec^)V^  =  ^-*-^(/2)«, 


'(/8ec5)3rf5=|»'3;r  -H  ^/2  ^  I  (/2)» , 


19     . 


i(/8ee^)»rf3=^g^;r->  +  3/2*',;r-H^(/2)«H-J(ß)», 


4  z4 


^(/8ec3)*rf^=^^-«^H-i/z«>-H|^(fe)«, 


welche  darch  die  Reihe 


leicht  controlirt  werden  können. 


Die  Einftahmng  einer  Constante  b  in  die  Untersuchung,  in 
der  Art,  dass  nunmehr 

l^nommen  wird,  ist  gleichbedeutend  mit  der  Erweiterung  des 

12* 
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Argnments  »zu  u  -^-  b  oder  a  —  6  in  den  Reihen 

Ra  =  r(")w_(ii),r(-  ')(,x)/r  -H  («),r(»-«)(,x)(/r»  -  ^- 
Ä«=(«),r(-"(/*)-^-(«)«i^*"-%)2/r.^-H 


r^  =  a*  -^  M*, 


^  =  arctan-. 
a 


Es  möge  diese  Erweiterimg  an  R  bezüglicli  durch  einen  oder 
durch  zwei  Striche  (Ä',  Ä")  erkenntlich  gemacht  werden.  Die 
Formel  (Ä)  fordert  die  Quadrirung  der  neuen  Gleichungen 


a:^-^  {Lvy  ^-(« -*-'*)'  cos  uxdx  = 


u:^-\Lvy  e-^[  { cos  (u  -+-  6);r-+-  cos  {u—  b)a:]  —  i  { sin  (m  -+-  b)x  — 

—  sin  (u  —  b),v\](ix 
=  [\Jt'a  eosfx5'  —  Ä'^sinfjL^'l  —i  {R'a  siufx^'-f-  Ä'^cosfx^'}  ]r'-^ 
-K  [ {Ä"aCOS  1x5"—  R'u sin /x^"| -^i\R"a sinjtx^"-+-Ä"„cos/x5"} ]r"-J^, 


oH*-'  {Uy  ^-(«  +  **>^  sin  fu?  fltr= 


0?»*"*  (lxYe-''^[  \  sin  (w  h-  Ä).r  -h  sin  (m  —  b)jc]  -f-t  { cos  (m-+-6)  a^ — 

—  cos  (u  —  b)x]  ]  dx 
=  [{Ä'aSin/x^'-H  R'u  cos  fjL^'l  -Hi{Ä'a  cos|üL.a'—  Ä'uSinfx^'}  y-'^ 
-+-[{Ä"aginfjL5"-f-Ä"«cos  /x^"}  -t{Ä"a  cos  fx^— Ä"„sinfiL^"}]r"-H^ , 

wobei  sich  als  neue  Kürzungen 

Ra  COS  [kä  —  Ru  sin  jül^ 


rv- 


=  A, 


Ru  cos  fx^  -4-  Ra  sin  jtx5 


=  Ä 
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empfehlen.  Hiemit  nehmen  bei  der  nnn  folgenden  Sonderung  der 
reellen  nnd  imaginäre  Theile  die  Formeln  (A)  eine  sehr  compen- 
diöse  Gestalt  an ;  indem  man  fUr  sie 


[• 


[{A'  H-  A"y  -  {B-  —  *")*]  du  = 
[{B'  ■+-  B"y  —  {A'  —  A")*] du=2nA (2^- 1 ,  2«,  2a,  26) , 


{A'  -t-  A")  (Ä'  —  B")  dit  =  \    -  {A'  -  A'C)  {B'  -t-  B")  du 

=  »rÄ(2,x-l,  2n,  2a,  26) 
erhält,  erkennt  man  anf  der  Stelle  die  bereits  erwähnte  Doppel- 
natur  des  Problemes;  man  hat  nämlich 


[■ 


{A'A"-\-B'B")dH  =  7:A, 
I    {(A-*  -+-  A"*)  —  {B'*  ■+-  «"«)}  rf«  =  0 , 
{A'B"  —  A"B')du  =  —  KB, 


[■ 


(A'B'  -  A"B")du  =  0, 


oder  indem  man  für  A  und  B,  A^  A"y  B'  und  B"  ihre  ursprüng- 
lichen Bedeutungen  restituirt 


[{R'a  R"u  -  R"a  Ä'u)  8in  V-{P'  —  •&") 
'0 

{R'a R'a ■+-  R'uR'u)  C08  ja (^'  —  S")](rY')-^ du        (o) 

/•OO 

=  ;:      «»»*-«  (fo)««^-««  cos  2bzdzy 
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I   [(Ä',t  _  B'j-^  cos  2)*^'  —  2B'aS  „sia  2jii^'J  r'-'f  dn  (//) 

[(Ä"a*— Ä".*)co82/x^"—  2Ä"„  Ä ",  sin  2)x-a"]r"-«i'  </«  =  0  ; 

[(Ä'.Ä"„  -  Ä'„Ä"«)  cosi^i^'-  ^") 
—  (Ä'„ R'a  ■+■  R'u R"u)  sin  (X (^'  -  ^")] (r V")- (> du         («•) 

-  CO 

=  —  ff     «'!*-*  (&)«"  e-»«  sin  2*2//«, 

•'o 

o 

[(Ä'a*  —  Ä'u*)  sin  2fx^'  -H  2Ä'aiB'a  cos  2fx^']r'-«»^  rfw  (^/) 


0 


[(J?"a«  —  J?"«*)  sin  2fji^"  -H  2Ä"aÄ"«cos2|UL^"]r"-2f^  rf/i  =  O. 

,•          •        /          ,.•            fs,             ^      u  -\-  b 
r'*  =  a«  -H  (m  -t-  Ä)*,         3'  =  arctan , 

r"^=  a«  -H  (ii  —  Ä)*  ^"=  arc  tan  '^-^ . 

Die  Gleichungen  (6)  und  (rf)  stehen  zu  (a)  und  (c)  in  Gegen- 
satz; sie  lassen  sich  nicht  auf  einfachere  Resultate  durch  Spe- 
cialisirung  des  n  zurttckflihren,  wenn  mit  dem  Begriffe  grösserer 
Einfachheit  zugleich  auch  der  Begriff  der  weiteren  Spaltung 
durch  Combination  der  speciellen  Resultate  verbunden  wird.  Wir 
lassen  auch  hier  die  isolirten^  durch  Gleichungen  von  den  Analo  - 
gien  der  Fourier'schen  Integrale  her,  d.  h.  durch  unendliche  Rei  - 
hen  zu  ergänzenden  und  zu  erläuternden  Formeln  {b)  und  (f/) 
ausser  Betracht ;  bezüglich  der  Formeln  (a)  und  {c)  flihren  wir 
die  Specialisirungen 

M  =  0,    1   und  2 

wieder  vollständig  durch,  schicken  aber  vorerst  eine  allgemeine  Bt^- 
merkung  Über  deren  gegenseitiges  Verhältniss  voraus. 
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Es  ist,  wie  bemerkt 

z*J^-*  (/«)««  e-^  cos  2bzdz  = 
ß^a  COS  (2,u— 1)  :^—R^ö  Bin  (2fx—  1)  ^ 

CO 

««{*-«  (/«)«'V-*«'  sin  2bzdz  = 

R2aBm  (2fA  —  1)3  -H  Rio  cos  (2jul  —  1)3 

r*  =  4a*  -+-  46*.       3  =  arc  tan  ~: 

a 

linker  Hand  von  (a)  and  (c)  stehen  nnter  den  Integralzeichen 
Differentiale  verwandten  Baues,  so  dass  3'  —  3"  durch  — 3, 

R'aR'u  —  Ä'«Ä'„     durch    J?,^ 

Ä'aÄ'a  -f-  Ä\,Ä"u     durch     —  Ru 

vertreten  ist.  Es  legt  diese  Symmetrie  die  Abkürzung  nahe,  jede 
der  Formeln  (a)  und  (c)  in  zwei  Formeln  ,  eine  mit  dem  Cosinus, 
die  andere  mit  dem  Sinns  als  beiderseitigem  Factor  zu  zerföUen. 
Danach  correspondiren  die  folgenden  durch  ^^  geschiede- 
nen Ausdrücke,  deren  je  vier  gemäss  o)  und  c)  zu  verknüpfen 
sind. 


(^R'aR  u  —  R'aRu)  sin  [K{ä'  -  3")  {r'r'y^du 
./.  _  ;rr»-»J*Ä2A  sin  {iiK  -  1)^, 

(Ä',  R\  —  R\R\)  cos  fx(^'  —  ä")  {rV')-^  du 
^  —  Ttr^-^v^Ru  cos  (2|ui  —  1)^, 
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Ioo 
{R'a  R"a  H-  R\  R"u)  sin  fx(^'  -  ä")(r'r")'^  du 
0 

^  nr^-^^Rta  sin  (2fjL  —  1)^, 
(iß'a  Ä"«  -K  Ä'„Ä"«)  cos  fjL(5'  -  ä")  (r'r'Y^^  du 

K 

^  nr^-^v-R^^  COS  (2/1  —  1)^, 

wobei  die  früheren  Bezeichnungen  gelten. 

Bezüglich  der  Specialisirungen  nun  w  =  0,  1  und  2  und 
der  damit  verbundenen  Entwicklung  nach  Potenzen  von  C,  ^ei 
zuerst  im  allgemeinen  erwähnt ,  dass ,  weil  in  der  Entwicklung 
von  DT(a)  als  höchster  Exponent  von  Dir(a)  gleichfalls  die 
Zahl  ?t  erscheint  und 

i>/r(fjL)  =  <7,  -  r,   Dir(2ii—i)=  r^  —  c 

der  Fall  «  =  w   an  Stelle  der  vorstehenden  Formeln   rechter 
und  linker  Hand  Entwicklungen  folgender  Art  liefert 

oder 

-H       .       .       .       .       -+-  Vi  C  -H  7o  =  0. 

Nimmt  man  nun  vorerst  n  =  O  so  enthält 

die  Formel  für  das  Nonnalintegral  des  Problems;    ist  sodann 
w  =  1,   so  zeigt  sich  in 

7,^-^7,^'^7o  =  ^ 
7,  als   c,  .  7  ^SS  also 

v,  =  o. 
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Dasselbe  ist  allgemein  in  der  Entwicklung  des  Falles  n=:  n 
der  Fall,  d.  h.  auch  y,«  ist  cin  .  r%^    ^nd 

lu  =  0. 

In  dieser  Entwicklung  stellen  die  CoSfficienten  7^^,  7,  etc. 
big  7t^  ein  Gesetz  dar  und  lassen  nach  demselben  7^^,  7,,  7,  etc. 
gich  sämmtlich  blos  durch  7,«  ausdrucken ;  nunmehr  liefert  die 
obige  Entwicklung,  da  72«  von  C  unabhängig  ist, 

7x«  =  72«-i  =  72„_2  =     .     .     .     =  7j  =  7„  =  0. 

Man  überzeugt  sich  bald,  dass  für  jede  Specialisirung  w=;i 
nar  die  CoßfBcienten  7^^)  bis  7(5)  neue  Resultate  enthalten. 

Diese  Resultate  nun  lauten  der  Reihe  nach  ohne  weitere 
Vereinfachung  • 

1)  im  Falle   w  =  0. 
1  co8Mf.&'  —  2;"^  K  V(2tx\ 


(r'r'y  (2fjL-l)r««*-*  r(|üL)r(|üi)        *^  '^       ^    ^        *' 


0 


2)  im  Falle   w  =  1. 


p 


ApT^  cos,  sin  ft(5'  —  ^")  du  ^  2  (»,—/,  -+-  Ir)  il(,,  j,, 

II 
f     3'   3" 

j     .  ,^.^^    COS  sin  ix{ä'  —  .5'')  du  ^  250(1,  j) ; 
Clrlr'  H-  5'5" 
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\&7r"  —  ä"lr' 


cos,  sin  fjL(^'  —  ^")  du 


0 


2^(«,  —  f, -4-/r)n(,.,); 
3)  im  Falle  «  =  2. 

^   ^^'''''"^'~^^^~^'  cos,  sin  ^(^'  -  ^")  rf«  ^ 


1    ^•^'     rZV^''''"''  '^^'  «'°  F(-^'  -  ■&")  rf« 


0 


(r'r  ')•' 


(/r7r"  -t-  3'3")  Ijr'r")  —  {p'lr"  -  ^"/r')  (^  —  .y) 

cos,  sin  /x(5'  —  ^")  rfM 
^  2  [(«,  - <,  +  /,f  +  (3^,  -  3^«-  «,)(«,  -^  H- fr)  - *3]n(, .  ,„ 

I  °°(^'fr"  —  3"/r')/(rV')  -H  (.5'  —  ^")  (/r7r"  -i-  ^'^') 
I  (r'r")" 

•  0 

cos,  sin  fi  ^'  —  5")  rf«  ^ 
^  2[3(«,  —  /,  H-  /r)»  -1-  (3<,  —  «,  —  3»)]  ^n^,,  gj ; 

|°°(/r7r"-i-5'^")*  — (37r"— ^7r')«  .        ,^.        ^„.    , 

1   ^^ — jy^ji^* cos,  sm  ^  (^'  -  ^")  rf„ 


0 
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i PPy^ ^  C08,  sm  y^ip-  -  3")  du 

Ehe  wir  zur  allgemeinsten  Discussion  der  Gleichungen  (A) 
übergehen,  reduciren  wir  fünf  der  vorstehenden  Formeln  auf 
einen  Bogen  als  unabhängiges  Argument ;  es  sind  die  Formeln^ 
welche  die  Ausdrücke  /(rV*)  und  {ä'  -—  ä")  allein  enthalten. 
Wir  setzen 

S;'  ^  ä"  =  äy 

woraus  der  Reihe  nach 

I 
rV"  =  2abcscSf ,      bu  =  (*  —  n*  -*-  2ab  cot  3)  * 

du  =  —  abcsc^^  (Ä«  —  ««  -f-  2ab  cot  ä)    *  rf^ 

zQ  substituiren  ist  und  erhalten  für  die  bezeichneten  tUnf  Formeln 

b 
-  "  (Ä*  —  rt*  -h  2a6  cot  ^)    *(8in  äy-^  cos ,  sin  jm^rf^ 

^ ,  f2abcncä{b'^—a^'^-2ab cotÄ)~^(sin  3iy-^  cos ;  sin  [k  M^ 


b 

1  <  2  areun  — 
1  I  a 


^  2|«,  —  ^,  -H  /r  jrVi  "), 


1  .  2  arcUD  —  •  I 

1  i  -  — 


^(A*  —  a*  -h  2a6  cot^)    *(sin  5)»*-*  cos;  sin  fi^/iS- 

1  p  srcuo  —  1 

- '  "  \{l2abcBc3)^  —  5*}  (6«  —  a^-^2ab  cot  ^)    *  (sin  äy-^co^ ; 


('S  srctan 
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sin  fji^rf5  =  4)U  —  ^,  -f-  /r  j   -*-  ^,  —  ^  ^^  _ 

^I2abc8c  S  (A* — /i*  -i-2ab  cot  ^)    *  (sin  ^y-^  cos ; 


b 

t  trc  tan  — 


sin  ^3^rf3  vx^  45(«i  —  ^  -^-  l^'^c,  ")• 
Ist  h  =  fij   so  nehmen  dieselben  folgende  Formen  an 


lAtan^  (sin  ^^-^  cos,  sin  fi^rf^  = 


^  ^^-  .COS,  sin(2/jL— 1)  j  =  J(i,  2), 


(2,ji.l)2*»^-«T(fx)r(fx)         '     ^^^       ^4 
2r«r3l/tan  ^  (sin  ^)i*-*  cos,  sin  [kBdä 


n 


5  l/tan  ^  (sin  ^)!*-2  cos,  sin  ixJ^dä  uo  -  J^,,  ,), 


2 

r  {(/2«c3)»— ^«}  |/'tänT(8in  ^y-'  cos,  sin  ft^rf^ 

■'o 

^4\(^,^-,^^l2]f2y^t,-^~s,-~^^n^\j,,.,,, 


^2/c«c5/tan  3  (sin  3)«^-^  cos,  am iiixd^ 

^'^{s,  -f, -f-/2/2)J(,,  2), 
nnd  es  ist  schliesslich  fWr  /m  =  1 
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(cot,tan^)*~  d^=  — , 


^ Icsc^  1/cot  ^,  tan^rf^^^  /2;r/2, 


^/cot  ^,   tan  ^rf^  vxi  — -, 

I  2/2 

'  [ (I2csc^y — ^*)] /cot  ^,  tan  ^ rf^  ^ 
^./2J2(/2/2)«+^j, 


' 3l2c8cJ^ l/cot^,  tan^rf^ c/^ -^  /2  /2. 

Um  nunmehr  aus  dem  vorBtehenden  Foimelsysteni  ein  die 
Formel  (III)  als  speeiellen  Fall  in  sich  enthaltendes  allgemeines 
Gesetz  zu  finden,  auf  welches  die  grosse  Regelmässigkeit  des 
Baues  der  einzelnen  Formeln  hinweist ,  gehen  wir,  wie  bemerkt^ 
zu  den  Gleichungen  (Ä)  zurück,  in  welchen  wir  jetzt 


fj-hiux      i_   p—iux 


cos  luv  = 


sin  ux  = 


e-^iu^  _«  e- 


2i 


sabstitniren.  Hiedurch  werden  die  Gleichungen  (A)y  wenn, 
tt'  =  a  -t-  i(b  -+-  m),     ü"  =  a  -*-  i{b  —  m). 


^oo  oo 


du 


X^' 


{Lvy\ 


e-^"  -f-  e-"''*  \  dx 
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oo 

oo 

—      du 

.trf-'  (te)»  {c^*''  —  e-"'"]  dx 

Jo 

'- Jo                                                             -* 

100 
0 

5  =  rW(2]UL— 1)  —  {2n\  V^'^-')  (2fx— 1)  fe  -h     .     .     .     . 
-f.  {2n)2n r (2f^— 1)  (/«)*" ,     s  =  2{a^  ib) . 

Fuhrt  man  für  die  Integrale  linker  Hand  die  analogen  Bezeich- 
nungen Uy  ü"j  u'  und  li"  ein,  so  lauten  dieselben  Gleichungen 
in  sehr  knapper,  Übersichtlicher  Schreibweise 


''\X-\'du=. 


u'v-       n"^ 


-r, ;7-     du  =  27r— — - 

u"v-      u"^  «'»*-* 


und  man  entnimmt  ihnen  die  doppelte  Beziehung 


du 


— — —  du  =  0, 


Die  erstere  Gleichung  lassen  wir  ausser  Beti*acht,  in  der  zweiten 
«pecialisiren  wir  sofort,  ohne  vorherige  Trennung  des  Reellen 
und  Imaginären,  die  Zahl  n  und  erhalten  in  den  drei  ersten 
Fällen  w  =  0  bis  w  =  2  die  Formeln ,  in  welchen  «  durch  w 
ersetzt  ist, 


M  =  0. 

OO 

du 

{u'n"y 

n 

r(?^^) 

(2f,_i)„«.— •r(^)r(^i) 

=  A; 
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2)   n  =  1. 


f   Ku'u") 

Jo 


lu'lu" 


^^-;-^  du  =  {(»,  —  ^,  -H  /«)*  -H  ^,!  A; 


3)   «  =  1>. 

) 

I  L^L_^^  rf„  =  2  {(,,  -  f,  H-  /„)*  ^  <,  -  s,]  A; 

riu'l(u'u")lu-'  „.,  .  X,       ,„ 

Jo 

-  4^3  («1  -  'i-^  ^«)  ■+■  tt*  -  %'t  -t-  h*  -^-  '♦}  A, 
»'=«-+;  »(*  -•-  »*)>     «"  =  «  -<-  »■(*  —  «)  >     M  =  2 (a  H-  ?7;) . 
Der  Ansdruck 


(fap*  -4-  (/«")' 


(«'«")!' 


</k 


gehtfttr   4  =  0  in 
2 


{/(o»-H  «»)}»- (arctan^ 


oder 


0  (a*  -H  «»y 


•du 


Digitized  by  LaOOQ  IC 


1 88  F  r  o  m  b  e  c  k. 

über,  welches  sich  unter  die  allgemeine  Form  in  (III)  linker 
Hand  einreiht,  und  in  der  That  hat  auch  rechter  Hand  obige 
Formel  den  Ausdruck  des  Gesetzes  rechter  Hand  von  (UI).  Hie- 
nach  ist  nunmehr  der  Schluss  vom  Besonderu  auf  das  Allge- 
meine sehr  leicht. 

Bedenkt  man  y  dass 

in'  =  l{a  -+-  ib  -h  ///)  =  ^(tt  -\-  ib,  u)  h-  r<^(a  -t-  ib,  ?i), 

lu"  =/(«-+-  ih  —  tu)  =  y  (a  H-  ibj  u)  —  r]/(a  -f-  iby  u), 

wo  yund'^  für  b  =  0  in  j  l(n^  -+-  u*)  und  arc  tan  -  ttbergeheu, 

so  kann  man  mittelst  dieser  Auffassung  die  Analogie  des  Integrals 

mit  demjenigen  in  (lU)  unmittelbar  darstellen  und  wird  mit  Rück- 
sicht auf  die  obige  Bestimmung  des  speciellen  Falles  n  =  2  von 
selbst  auf  die  allgemeine  Formel 


2{h'  u'y 


du  =  (—  1  y[{i^  —s^  —  /w)'» 


"+-  ('0«(^— *«K^— ^i— ^'0""'  -H  .  .  .  -t-  (^„  — 5„)]A 

(-l)»(f„— ^„.)]A, 

geleitet.  Sie  ist  von  (III)  nur  durch  die  Grössen  lu  und  A  ver- 
schieden ,  welche  hier  an  die  Stelle  von  12  und  n  treten.  Es  ist 
diese  Formel  durch  die  weiteren  Specialisirungen  n  =  3,  4  etc., 
welche  die  Integrale  mit  (/m')^ -f- (/M")^  {lu'Y-^{lu"f  etc.  direet 
liefern,  leicht  zu  bestätigen.  Die  Trennung  der  reellen  und  ima- 
ginären Theile,  die  Annahmen  6  =  0,  b  =  a  und  11=  1  geben 
aus  den  allgemeinen  Resultaten  alle  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten Einzelheiten  wieder. 
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Theorie  der  Schwmgungscurven. 

Von  Dr.  Felix  Ritter  r.  Stnelecki, 

Prti/esior  der  PhptÜt  an  der  k.  k.  technischen  Akademie  in  Lemberg. 
(Vorg«Ugt  In  der  Sitzung  am  22.  Februar  1872.) 

Einleitnng. 

I. 

Wir  bezeichnen  die  Schwingnngsdauern  von  n  elementaren 
Schwingungen  mit 

T,,T,,...  Tn,  (1) 

und  nehmen  an,  dass  dieselben  gegen  einander  messbar  sind  ^ 
Ist 

rt,  6,...t  (2) 

eine  Gruppe  der  in  (1)  erscheinenden  Zeiger,  und 

Py  qy-   «  (^) 

die  Gruppe  der  übrigen^  so  werden  wir  die  Gruppe  (2)  unmit- 
telbar entweder  direct  mit 

a,  Ä, . . .  I, 

oder  indirect  mit 

bezeichnen ;  umfasst  die  Gruppe  (2)  i,  also  die  Gruppe  (3)  n— * 


'  Diese  Annahme  thut  der  Allgemeinheit  des  vorliegenden  Problems 
keinen  Abbrach,  da  beliebige,  gegen  einander  nnmessbare  Grössen  immer 
<iirdi  gegen  einander  messbare  ersetzt  werden  können,  die  von  den  gege- 
benen beliebi§r  wenig  differiren. 

aub.  d.  ntJbthein.-natarw.  Ol.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  13 
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Zeiger,  so  werden  wir  die  ftruppe  (2)  auch  symbolisch  ent- 
weder direct  mit 

oder  indireet  mit 

bezeichnen.  Bei  allgemeinen  Untersuchungen  werden  wir  uns 
der  symbolischen  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppen  bedienen. 
Eine  Folge  der  ttber  die  Grössen  (1)  gemachten  Annahme 
ist,  dass  jeder  Anzahl  derselben  ein  kleinstes  gemeinschaftliche 
Vielfache  zukonmit.  Wir  bezeichnen  dasselbe  für  diejenigen  der 
Grössen  (1),  denen  die  Zeiger  (2)  angehören,  mit 

T...  (4) 

Wenn  z^  aus  allen  n  Zeigern  besteht,  werden  wir  die  Grösse 
(4),  die  Zeigergruppe  «„  nicht  anschreibend,  kurz  durch 

T  (5) 

ausdrücken. 

Die  Grösse  (4)  ist  nicht  nur  durch  jede  der  Grössen  (1),  auf 
welche  ihr  Zeigerausdruck  hinweiset,  sondern,  unter  «^^  eine  in 
%k  ganz  begriffene  Zeigergruppe  verstanden,  überhaupt  durch 

Tn,  (6) 

theilbar.  Den  Quotienten,  welchen  man  bekommt^  wenn  (4)  durch 
(6)  dividirt  wird,  und  welcher  sonach  eine  ganze  Zahl  ist,  be- 
zeichnen wir  mit 

K)..-  (7) 

Insbesondere  ist  der  Quotient,  welchen  man  bekommt,  wenn 
(5)  durch  (4)  dividirt  wird, 

(«*)•  (8) 

Die  Zahl  (7)  ist  aus  zwei  Ausdrücken,  dem  höher  und  tiefer 
angeschriebenen,  gebaut,  von  denen  wir  ersteren  den  Haupt- 
ausdruck, letzteren  den  Zeigerausdruck  der  zugehörigen 
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Zahl  nenoen  wollen.  Bei  der  Zahl  (8)  ist  der  Zeigerausdruck  z^ 
Irinzazadenken. 

Das  Gesagte  begründet  die  Relation 

nnd  insbesondere  die  folgenden 

T=  (fi)  Ta  =  (a^)  r«._6  =...  =  («, 6)  7;.Ä  =  («)  Ta , 

Wir  werden  in  der  vorliegenden  Abhandlung  beweisen,  dass 
e/öe  Schwingung,  die  aus  den  durch  zj,  markirten  elementaren 
Schwingungen  resultirt,  und  die  wir  die  «x- Schwingung  nennen 
wollen,  zur  Schwingungsdaner  (4)  besitzt.  Die  Zahl  (7)  gibt 
sonach  an,  wie  vielnial  die  Schwingungsdauer  der  «^^-Schwin- 
gung in  jener  der  «^-Schwingung  enthalten  ist.  Wir  wollen  sie 
deshalb  die  Schwingungszahl  der  «^.-Schwingung  in  Bezug 
aofdie^i-Schwingung  nennen.  Ist  «^^  eine  Zeigergnippe,  in  wel- 
cher jede  der  Zeigergruppen  «x.,,  «^,. .  .«^^,  und  Zk„  eine  solche^ 
welche  in  jeder  dieser  Zeigergruppen  ganz  begriffen  ist,  so  geben 
dem  (tesagten  zu  Folge  die  Zahlen 

^e  Schwingungszahlen  der  «x,,-,  «^-, . .  .«x^^chwingung  in  Bezug 
anf  die  «^  -Schwingung,  und  die  Zahlen 

jeneder«^- Schwingung  in  Bezug  auf  die  «4,-,  «i^-, . .  .«^^^-Schwin- 
^ng  an.   Insbesondere  geben  in  nachstehenden  Zahlengruppen 

(1),  (^)..  ••(»), 

.:..'../.  (11) 

(ö)a.*,c,  (^)a,V>   (<^)«.*,'^> 


13* 
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die  Zahlen  einer  jeden  die  Schwingungazahlen  der  durch  den 
Hauptausdruck  markirten  Schwingungen  in  Bezog  auf  die  durch 
den  Zeigerausdrnck  markirte  »Schwingung,  und  in  nachstehenden 
Zahlengruppen 

(«)a.i,(«)a,cv.C«)a,o 

(12) 

die  Zahlen  einer  jeden  die  Schwingungszahlen  der  durch  den 
Hauptausdruck  markirten  Schwingung  in  Bezug  auf  die  durch 
den  Zeigerausdruck  markirten  Schwingungen  an. 

Die  Zahlen  der  Form  (7)  können  durch  jene  der  Form  (8) 
ausgedruckt  werden.  Es  ist  nämlich 

Dies  begründet  die  Relation 

und  insbesondere  die  folgenden 

(fi)  =  (^b)  {a\  =  (bj^c)  (a\^=  ,..  =  (ft,b)  (a)«,* , 
(a,  h)  =  (c)  (a,  h\  = =  {a,b,c)  (a,  b\b,c  • 


(a,  6,^,)  =  (a)  {ii,  b,  c)a  =  («,  6)  («>  M)«^? 

(^)  ==  (?)  (^l^h 

Die  Grösse  (4)  ist  kleinstes  gemeinschaftliche  Vielfache 
nicht  nur  derjenigen  der  Grössen  (1),  aufweiche  ihr  Zeigeraus- 
druck hinweiset,  sondern,  unter «^fc^,  «*,,...  Zk^  Zeigergruppen  ver- 
standen, welche,  alle  zusammen,  blos  auf  alle  in  Zf,  enthaltenen 
Zeiger  hinweisen,  überhaupt  der  Grössen 

Daraus  folgt.  <^a8S  die  Zahlen 
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relative  Primzahlen  sind.  Mehrere  Zahlen  der  Form  ( 7) ,  welche 
im  Zeigerausdrucke  übereinstimmen,  sind  sonach  gegen  einander 
prim,  wenn  die  HauptausdrUcke  derselben,  alle  zusammen,  blos 
auf  alle  jene  Zeiger  hinweisen,  auf  welche  ihr  Zeigerausdruck 
hinweiset.  Insbesondere  sind  die  Zahlen  jeder  der  Zahlengruppen 
(11),  sowie  die  Zahlen  jeder  der  folgenden 

in  (leren   letzter  t^.^,   «^  Zeigergruppen  vorstellen,  die  keinen 
Zeiger  gemeinschaftlich  haben,  gegen  einander  prim. 
Dividirt  man  jede  der  Zahlen  (9)  durch  die  Zahl 

so  erhält  man  durch  Vermittlung  von  (13)  zu  Quotienten  die  Zah- 
ten  (14),  Daraus  folgt,  dass  die  Zahl  (15)  das  grösste  gemein- 
schaftliche Mass  der  Zahlen  (9)  ist.  Mehrere  Zahlen  der  Form 
(7),  welche  im  Zeigcra Umdrucke  tibereinstimmen,  haben  so- 
nach zum  grössten  gemeinschaftlichen  Masse  eine  Zahl  dersel- 
ben Form ,  welche  im  Zeigerausdrncke  mit  den  gegebenen  tiber- 
eittstimmiy  und  deren  Hauptausdruck  blos  anf  alle  jene  Zeigei* 
hinweiset,  auf  welche  die  HauptausdrUcke  der  gegebenen  Zahlen, 
alle  zusammen,  hinweisen.  Für  die  einzelnen  Bezeichnungsarten 
der  Zeigergruppen  leiten  sich  aus  diesem  Satze  folgende  ab : 

I.  Mehrere  Zahlen  der  Form  (7),  welche  im  Zeigerausdrucke 
übereinstimmen,  und  deren  Hauptausdrttcke  direct  bezeichnete 
Zeiger^uppen  besitzen ,  haben  zum  grö8st(3n  gemeinschaftlichen 
ifasse  eiue  Zahl  derselben  Form,  welche  im  Zeigerausdrucke  und 
in  der  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppe  des  Hauptausdruckes 
Ulk  den  gegebenen  Übereinstimmt ,  und  in  deren  Hauptausdrucke 
blos  alle  jene  Zeiger  vorkommen,  die  in  den  Hauptausdrticken 
aller  gegebenen  Zahlen  zusammen  vorkommen. 

2.  Mehrere  Zahlen  der  Form  (7),  welche  im  Zeigerausdrucke 
ibereinstiiiimen ,  und  deren  Hauptausdrücke  i  n  d  i  r e  c  t  bezeich- 
nete Zeigergruppen  besitzen ,  haben  zum  grössten  gemeinschaft- 
bchen  Masse  eine  Zahl  derselben  Form,  welche  im  Zeigeraus- 
drucke  und  in  der  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppe  des  Haupt - 
ansdruckes  mit  den  gegebenen  ttbereinstimmt,  und  in  deren  Haupt- 
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ausdrucke  blos  alle  jene  Zeiger  vorkommen ,  die  in  den  Hanpt- 
ausdrücken  aller  gegebenen  Zahlen  gemeinschaftlich  vor- 
kommen. 

Insbesondere  haben  in  (11),  in  der  ersten  Zahlengruppe, 
alle  Zahlen  nach  Ausschluss  von  (a)  die  Zahl 

(«> 

alle  Zahlen  nach  AuKBcblusf«  von  (a)  und  {h)  die  Zahl 
n.  8.  w.,  die  Zahlen  (a)  nnd  (6)  die  Zahl 

in  der  zweiten  Zahlengruppe  alle  Zahlen  nach  Ausschluse  von 
{b\  die  Zahl 

0.  8.  w.  u.  8.  w.  die  Zahlen  der  Zahlengruppe 


die  Zahl 


jene  der  folgenden 


die  Zahl 


(«*,),  («*.)'• --C*!») 


Eum  grössten  gemeinschaftlichen  Masse. 

Dividirt  man  durch  jede  der  Zahlen  (10)  die  Zahl 

SO  erhält  man  zu  Quotienten  gleichfalls  die  Zahlen  (14).  DamiiiB 
folgt,  dass  die  Zahl  (16)  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
der  Zahlen  (10)  ist.  Mehrere  Zahlen  der  Form  (7),  welche  in^. 
Hauptausdrucke  tibereinstimmen,  haben  sonach  zum  kleii>^ 
sten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  eine  Zahl  derselben  Fomi^ 
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welche  im  Haaptaasdrucke  mit  den  gegebenen  Ubereiustimnit, 
uud  deren  Zeigerausdruck  blos  auf  alle  jene  Zeiger  hinweiset, 
auf  welche  die  ZeigerausdrUcke  der  gegebenen  Zahlen ,  alle  zu- 
sammen, hiBweisen.  Für  die  einzelnen  Bezeichnungsarteii  der 
Zeigergruppeu  leiten  sich  aus  diesem  Satze  folgende  ab : 

1.  Mehrere  Zahlen  der  Form  (7),  welche  im  Hauptausdrucke 
übereinstimmen,  und  deren  ZeigerausdrUcke  direct  bezeichnete 
Zeigergmppen  besitzen,  haben  zum  kleinsten  gemeinschaftlichen 
Vielfachen  eine  Zahl  derselben  Form,  welche  im  Hauptaüsdrucke 
nnd  in  der  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppe  des  Zeigeraus- 
drackes  mit  den  gegebenen  übereinstimmt,  und  in  deren  Zeiger- 
aasdrucke blos  alle  jene  Zeiger  vorkommen ,  die  in  den  Zeiger- 
ausdrücken aller  gegebenen  Zahlen  zusammen  vorkommen. 

2.  Mehrere  Zahlen  der  Form  (7),  welche  im  Hauptausdrucke 
übereinstimmen,  und  deren  Zeigerausdrücke  in  direct  bezeich- 
nete Zeigergruppen  besitzen,  haben  zum  kleinsten  gemeinschaft- 
lichen Vielfachen  eine  Zahl  derselben  Form,  welche  im  Haupt- 
ausdrucke und  in  der  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppe  des 
Zeigeraußdruckes  mit  den  gegebenen  übereinstimmt,  und  in  deren 
Zeigerausdrucke  blos  alle  jene  Zeiger  vorkommen,  die  in  den 
Zeigerausdrücken  aller  gegebenen  Zahlen  gemeinschaftlich 
vorkonuaien. 

insbesondere  haben  in  (12),  in  der  ersten  Zahlengruppe,  alle 
Zahlen  die  Zahl 

(«X  ■ 

alle  Zahlen  nach  Ausschluss  von  («),,,&  die  Zahl 

alle  Zahlen  nach  Ausschluss  von  {a)a,b  und  (a)^,^  die  Zahl 

ö.  s.  w.  die  Zahlen  (a)^^^  und  (a)^^  die  Zahl 

in  der  zweiten  Zahlengruppe  alle  Zahlen  die  Zahl 
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alle  Zählen  nach  Ausschluss  von  (n,  A)«,*,-  die  Zahl 

u.  s.  w.  u.  s.  w.  zum  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen. 

II. 

Wir  bezeichnen  p  combinatorische  Elemente  mit 

1,2,3,...;;,  (17) 

und  wollen  aus  denselben  derartige  Zusammenstellungen  bilden, 
dass  nicht  nur  einzelne  der  Elemente  (17),  d.  i.  deren  Oombina- 
tionen  zur  ersten  Classe,  sondern  überhaupt  beliebige,  materiell 
verschiedene  Gruppen  der  Elemente  (17),  d.  i.  deren  Combiiia- 
tionen  ohne  Wiederholungen  zur  beliebigen  Classe,  von  denen  je 
zwei  kein  Element  gemeinschaftlich  besitzen,  als  A  Elemente 
einer  Zusammenstellung  erscheinen.  Wir  wollen  derartige  Zu- 
sammenstellungen Verbindungen  der  Elemente  (17)  zur  ClasBe 
h  nennen,  und  die  verschiedenen  Verbindungselemente  einer  Ver- 
bindung durch  Verticalstriche  von  einander  absondern. 
So  z.  B.  sind  von  den  Elementen 

1,2,  ;5,  4  (18) 

Verbindungen  der  zweiten  Classe 

112;  13;  1|4;2|3;2!4;3|4; 
1|2,3;  1|2,4;  1|3,4;  2|1,3;  2,1,4;  2|3,4;  3|1,2;  3il,4;  3|2,4; 

4|1,2;4|1,3;4|2,3;      (19) 
1|2,3,4;  2,1,3,4;  3|1,2,4;4|1,2,3; 
1,21.3,4;  1,3|2,4;1,4|2, 3. 

Man  stellt  alle  Verbindungen  der  Elemente  (17)  zur  Olaase 
h  geordnet  dar,  wenn  man  sowohl  in  der  Erhöhung  der  Elemente 
eines  Verbindungselementes,  als  auch  in  der  Erhöhung  der  Ele- 
mentenzahl desselben  einen  allmäligen  Stufengahg  einhält ,  wie 
dies  an  den  Verbindungen  (19)  beispielsweise  zu  sehen  ist. 

Die  Anzahl  alier  Verbindungen  der  Elemente  (17)  zur  Classe 
hj  welche  mit  VJ^^  bezeichnet  werden  soll,  ergibt  sich  aus  nach- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Theorie  der  8cliwingung8cun'eii.  197 

stehender  Betrachtung:  Da  in  den  Verbindungen  der  Elemente 
(17)  zur  ersten  Classe  jede  Combination  ohne  Wiederholungen 
dießer  Elemente  zur  l'«",  2*«" ;>*«"  Classe  als  Verbindungs- 
element auftreten  kann,  so  ist 

1  !  ^2!(/;-2)! 

P'(p-P)''       MZ^k^l{p^k)\       1!^  ^' 

In  dem  Ausdrucke  unter  dem  Summenzeichen  hat  man  k^ 
gleich  jedem  der  Werthe  (17),  und 

k  =  k^ 

zn  setzen.  Alle  Verbindungen  der  Elemente  (17)  zur  zweiten 
Classe  können  erhalten  werden,  w^enn  man  einer  jeden  Combi- 
nation ohne  Wiederholungen  dieser  Elemente  zur  1*^",  2^«»,... 
ip—  1)*«°  Classe,  als  erstem  Verbindungselemente  eine  jede  Ver- 
bindung aller  in  derselben  nicht  enthaltenen  Elemente  (1 7)  zur 
ersten  Classe,  als  zweites  Verbindungselement  zugesellt.  Durch 
dieses  Verfahren  wird  aber,  wie  eine  einfache  Überlegung  lehrt, 
jede  Verbindung  der  Elemente  (17)  zur  zweiten  Classe  doppelt 
erhalten.  Wir  haben  daher 


'         2!Li!(p-1)!ZjA, 


(/,-!)! 


!(p-]-*)! 


^2l(p-2)!Zj*,!(p-2->)T^-*- 
pl VI        1 !         I      J^  Y'  p! 


Hp-(*)2p-i--il. 


Jn  dem  Ausdrucke  unter  dem  letzteu  Suminenzeiclieii  hat 
man  jede  der  Zahlen  k^,  k^  gleich  jedem  der  Werthe  (17),  wo- 
«lnreh  ihre  Summe  nicht  grßaser  wird,  als  p,  und 

*  =  *,-(-*, 

zu  »et^en.  Macht  man  Überhaupt  die  Voraussetzung,  das«  die  An- 
zahl aller  Verbindungen  der  Elemente  (17)  zur  ('lasse  h  durch 
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+  (-1)*]     (2<)) 

angegeben  wird,  wo  man  in  dem  Ausdrucke  unter  dem  Sammeu- 
zeichen  jede  der  Zahlen  A, ,  k^,.  ,  .k^  gleich  jedem  der  Wertlie 
(17),  wodurch  ihre  Summe  nicht  grösser  wird,  als  p.  und 

zu  setzen  hat,  so  liefert  ein  auf  gewöhnliche  Weise  geführter 
Indnctionsschluss  den  Beweis,  dass  dieselbe  vollkonmien  rich- 
tig ist. 

Aus  (20)  folgt 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass 

(p-Hiy—(^)pp -+-...-+-(- 1)''^^! 

ist. 

Werden  nur  diejenigen  Verbindungen  der  Kiemente  (17)  zur 
Olasse  A  verlangt,  in  deren  jeder  alle  Elemente  (17)  erscheinen, 
wie  dies  die  in  den  zwei  letzten  Zeilen  von  (19)  vorhandenen 
Verbindungen  der  Elemente  (18)  sind,  so  ergibt  sich  die  Anzahl 
aller  dieser  Verbindungen  einfach  aus  der  Bemerkung,  dass  sie 
alle  erhalten  werden  können,  wenn  man  aus  p  —  1  der  Elemente 
(17)  alle  Verbindungen  zur  Classe  A—  1  bildet,  und  jeder  der- 
selben alle  in  ihr  nicht  vorkommenden  Elemente  (17)  als  ä***  Ver- 
bindungselement zugesellt.  Für  die  fragliche  Anzahl,  welche  mit 
H^''^  bezeichnet  werden  mag,  hat  man  daher 

^yi,,  _  y,,-.  _  _,.  1 .__  y  _  .  .        SiLrl)}. = 

"^         '*-!         (/,-1)!Zj*,!*,!...ä*_,!(/»-] -*)' 

^_J_^[/,.-._(Y')(A-lV--H...-4-(,-l)*-l.       (^21) 
Es  sei 
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eine  Gruppe  der  in  (1)  erseheineuden  Zeiger, 

eiue  andere  (iruppe  dieser  Zeiger,  von  denen  keiner  in  (22)  Hieb 
vorfindet,  und 

^k\  I  Zk\  .  . .  Xk\  (24) 

eine  beliebige  Verbindung  der  Zeiger  (23)  zur  ('lasse  A.  Bezeicb- 
nvt  man  die  Zeigergruppe,  die  aus  der  Vereinigung  aller  Zeiger- 
gruppen  (24)  in  Eine  hervorgeht,  mit 

«x-M  (25) 

und  diejenige,  die  aus  der  Vereinigung  der  Zeigergruppen  (22) 
und  (25)  in  Eine  hervorgeht,  mit 

^k^^-k'  j  (2<)) 

und  legt  einer  in  Klammern  eiugefassten  Zeigergruppe  die  Be- 
deutung unter,  die  ihr  im  ersten  Theile  der  Einleitung  zuerkannt 
wurde,  so  kann  man  aus  (24)  und  (2(3)  die  Zahl 

(*i'0  (**iO  •  •  •  <^^  **^-*' )  ^^'  ^ 

bilden.  Die  »Summe  der  Zahlen,  die  aus  (27)  dadureh  hervor- 
^hen,  dass  man  (24)  jede  der  Verbindungen  der  Zeiger  (23)  zur 
riasse  h  sein  lässt,  kann  durch 

vorgestellt  werden. 

Ertheilt  man  der  Zahl  h  nach  einander  die  Werthe  1,2,... 
A—  1,  so  entstehen  aus  (28) 

^{Zkj,)(zk^k')=-{Zk\  (29) 


Jeder  Zahl  in  (28),  etwa  der  Zahl  (27)  entsprechen  in  (29) 
diejenigen,  in  denen  die  Verbindungen  der  Verbindungselemente 
(24)  zur  ersten  ('lasse  vorkommen,  d.  i.  die  folgenden 
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deren  es  nach  (20)  — ,  (2*  —  1)  gibt.  Durch  Anwendung  der  Prin- 

cipien,  welche  nn  ersten  Theile  der  Einleitung  gelehrt  worden 
sind,  findet  man,  dass  alle  Zahlen  (32)  zum  grössten  gemein- 
schaftlichen Masse  die  Zahl  (27)  haben,  und  dass  die  letztere 
nicht  von  mehr  der  Zahlen  (29)  grösstes  gemeinschaftliehe  Mass 
ist.  Jede  der  Zahlen  (28)  ist  sonach  nur  von 

f  ;(-*-')  (33) 

Zahlen  (29)  grösstes  gemeinschaftliche  Mass.  Ähnliche  Schlüsse 
zeigen,  dass  jede  der  Zahlen  (28)  nur  von 

2^jf3'.-(«)2*H-l|  (34) 

Zahlen  (30) ....  und  nur  von 

_J__  !/,/._(/.-.)(/,_  ])*^..  .^(_  i)/.-.j  (35) 

Zahlen  (31)  grösstes  gemeinschaftliche  Mass  ist. 

Nimmt  man  zur  Zeigergruppe  (22)  diejenige,  welche  alle 
Zeiger  in  (1)  nach  Ausschluss  jener  (23)  enthalt,  also  die  Zeiger- 
gruppe 


so  übergeht  (26)  in 

(28)  in 

2  (^r .)  (z^:,) .  . .  (n-'.)  (x^')  =  (zp). .  im) 

unter  «^__^.»  die  Zeigergruppe  verstanden,  die  aus  der  Zeiger- 
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gruppe  (23)  durch  Weglassung  jener  (25)  hervorgeht ,  und  (29) 
(30)...  (31)  übergehen  in 


Es  ist  daher  aucli  jede  der  Zahlen  (36)  grösste»  gemein- 
scbaftliche  Mass  nur  von  so  viel  der  Zahlen  (37),  (38),.  .  .(39), 
ak  beziehungsweise  (33),  (34),. .  .(35)  angeben. 

Aus  obiger  Untersuchung  heben  wir  noch  nachstehende 
Folgerung  hervor:  Nimmt  man  k  =  0  an,  und  lässt  die  Accente 
weg,  so  übergeht  (32)  in 

fe)  (^*.)'  fe)  (**«)'  •  •  •  (?^*)  (***)'  (-^^0 

(^M^)  (**,-h-t,)> (^kk^t-^ik)  («Ar/U.i-4-u)? 

(41) 
und  (27)  in 

wo  z^  die  Zeigergruppe  ist,  die  aus  der  Vereinigung  aller  Zeiger- 
gmppen 

in  Eine  hervorgeht.  Es  haben  daher  die  Zahlen  (40)  und  (41) 
zum  grössten  gemeinschaftlichen  Masse  die  Zahl  (42).  Für  die 
Zahlen  (40)  allein  findet  man  auch  dieselbe  Zahl  als  grösstes 
gemeinschaftliche  Mass. 
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Entwicklung  der  Oleichungen  der  Schwingungscurven. 

Unter  einer  ^Schwingun^scurve**  verstehen  wir  die 
Bahn,  die  ein  freier,  materieller  Punkt  in  Folge  mehrerer  elemen- 
taren Schwingungen  besehreibt,  welche  auf  ihn  gleichzeitig  über- 
tragen werden. 

Um  die  Schwinguugscurve,  welcher  ti  elementare  Schwin- 
gungen zu  Grunde  liegen,  analytisch  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
die  w  Geraden,  in  deren  Abschnitten  diese  Schwingungen  vor 
sich  gehen  sollen,  zu  Coordinataxen  au,  indem  wir  uns  vorneh- 
men, die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  durch  //  auf  diese  Axen 
bezogene  Coordinaten  .r^,  a\,..  .  .r„  anzugeben.  Den  InbegriiT 
von  irgendwelchen  *■  dieser  Toordinaten ,  sowie  den  denselben 
entsprechenden  C'oordinatraum  wollen  wir  mit  x^^  bezeichnen,  wo 
2;.  auf  die  Zeiger  der  zugehörigen  Toordinataxen  hinweiset.  Die 
positiven  Halbaxen  ji%,  und  .r*  mögen  den  Winkel  a^,*,  die  posi- 
tiven Halbebenen  .rÄ.„  und  .r^^„  jenen  a^,« ,.  einsehliessen. 

Die   Zeit  /  der  Bewegung  Überhaupt  zählen  wir  im  Allge- 
meinen von  einem  beliebigen  Zeitmomente,  die  Zeit  jeder  elemen- 
taren Schwingung,    welche  Phase  derselben  genannt   v^^crden 
soll,  insbesondere,  immer  von  einem  bestimmten  jener  Zeitino- 
mente,  in  denen  der  Ausschlag  der  Schwingung  der  betreffenden 
positiven  Amplitude  gleich  ist.  Sind  die  der  Zeit  /  =  0  entspre- 
chenden Phasen   der  elementaren   Schwingungen,   welche    An- 
fangsphasen derselben  genannt  werden  sollen,  /, ,  t^,.  .  .  tnj 
also  die  der  Zeit  t  entsprechenden  ^  -f-  ^, ,  /  -4-  ^, , . . .  t  -^t^^   und 
sind  die  Amplituden  dieser  Schwingungen  «j,  a^,. .  .  «„,  80  sind 
in  Folge  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen 

X.  r=rt  co8  2;r   ~=r^  , 


■■  a„  vos'2n  -^- 


(l) 
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die  Coordinaten    des  der  Zeit  /  entsprechenden   Punktes   der 
.^biFingungscurve. 

Die  derselben  Zeit  entsprechenden  (-oordinatgeschwindig- 
keften  des  schwingenden  Panktes,  wenn 

^1-    y^    , 


27t(ln 


*  n 

die  Schwing^ngsintensitäten  der  elementaren  Schwingungen  vor- 
ste\]en,  sind 

r,  =  ^  =  -  c,  sin  2n    ^^^  , 
Ar.  •    «    ^  -+-  ^t 


(2) 


dx^  .   „    t  -+-t 


Dieselben  geben  zugleich  die  Richtung  der  Tangente  an  die 
.Scbwingxingscurve  im  Punkte  (1)  an,  diese  Richtung  im  Sinne 
der  Bewegangsrichtung  genommen. 

Da  über  den  Sinn  der  positiven  Coordinataxen  keine  beson- 
dere Unterstellung  gemacht  worden  ist,  so  werden  die  Ausdrücke 
(I)  und  (2)  keine  ersichtliche  Zeichenänderung  durch  den  Um- 
stand erleiden ,  dass  man  zu  positiven  Richtungen  einiger  Coor- 
dinataxen statt  der  angenommenen  die  gerade  entgegengesetzten 
nimmt  ^  wofern  nur  der  Anfangspunkt  der  zugehörigen  Phasen 
wif  die  oben  angegebene  Art  bestimmt  wird. 

Das  System  der  (ileichungen  (J)  drückt  die  Schwingungs- 
eunre  aus,  ivelcher  n  elementare  Schwingungen  zu  Grunde  liegen, 
ind  welche  wir  kurzweg  Schwingungscurve  nennen  wollen. 
Nennt  man  Projection  des  Punktes  ;r, ,  ar^ , . . .  o;  „  auf  den  Coor- 
dinatraam    -sr,»   den  Punkt,  dessen  Coordinaten  ans  jenen  des 
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ersteren  dadurch  hervorgehen,  dass  mau  die  *  derselben,  aul' 
welche  Zk  hinweiset,  nimmt,  und  die  übrigen  gleich  0  setzt,  so 
drückt  das  System  der  Gleichungen,  die  aus  (1)  dadurch  hervor- 
gehen, dass  man  die  k  derselben,  auf  welche  «^  hinweiset,  nimmt, 
und  die  übrigen  gleich  0  setzt ,  die  Projection  der  Schwingungs- 
curve  auf  den  Coordinatraum  a.*:^  aus.  Da  dieses  System  der 
Gleichungen  dem  Systeme  jener  *  Gleichungen  gleich  gilt,  so 
stimmt  diese  Projection  mit  der  Schwingungscurve  überein,  >yel- 
cher  die  k  elementaren  Schvvingungeji ,  auf  welche  «x.  hinweiset, 
und  welche  wir  «^.-Schwingungscurve  nennen  wollen,  zu  Grunde 
liegen.  Es  stimmt  daher  insbesondere  die  Projection  der  Schwin- 
gungscun-e  auf  die  Coordinatebene  .r«^  mit  der  </,  Ä-Schwingungs- 
curve  überein. 

Ebenso  drücken  die  Gleichungen  (2)  die  Coordinatgeschwin- 
digkeiten  des  in  Folge  n  elementaren  Schwingungen  schwingen- 
den Punktes,  hingegen  die  k  derselben ,  auf  welche  Zk  hinweiset, 
die  Coordinatgeschwindigkeiten  der  Projection  desselben  auf  den 
Coordinatraum  a?,^,  sowie  jene  des  in  Folge  der  betreffenden 
elementaren  Schwingungen  schwingenden  Punktes  aus. 

Ertheilt  man  k  der  Coordinaten  (1),  auf  welche  z^  hinweiset, 
bestimmte  Werthe,  so  drückt  das  System  der  Gleichungen  (1) 
die  »x-Schwinguugscurve  aus,  welcher  der  Punkt  x^f,  als  Gleich- 
gewichtsort des  schwingenden  Punktes  entspricht.  Die  Gleichun- 
gen (2)  drücken  unter  derselben  Voraussetzung  die  Coordinatge- 
schwindigkeiten des  in  dieser  Schwingungscurve  schwingenden 
Punktes  aus. 

Curven,  welche  aus  den  Gleichungen (1) durch  Variation  meh- 
rerer der  Grössen  ^,,  ^,,  . . .  ^n  hervorgehen,  wollen  wir  mit 
einander  verwandt  nennen. 


Allgemeine  Bemerkungen. 

Indem  wir  nun  zur  Enthüllung  der  Eigenschaften  der  Schi?vm- 
gungscurven  aus  den  Gleichungen  derselben  übergehen,  schicken 
wir  folgende  Bemerkungen  voran. 
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Ein  Zuwachs   der   «-Phase  t-\-taj   der  den  numerischen 
fferth  von  Xa  und  v«  nicht  ändert,  ist  entweder 

A(^H-^,)  =  r.J%  (3) 

oder 

A(^^^,)  =  r,^«-  2(1^0,  (4) 

nnter  r«  eine  ganze  Zahl  verstanden,  a»«  und  i?«  werden  durch 
(3)  in 

(-ly.^-«,     (-ly-e?«,  (5) 

durch  (4)  in 

(-l^;f„  -(-l)-r«  (G) 

nmgewandeit.  Dem  Zeichen  nach  wü-d  also,  wenn  r«  gerad  ist, 
,i\  weder  durch  (3),  noch  durch  (4)  geändert,  r^  durch  (3)  unge- 
ändert,  durch  (4)  geändert,  und  wenn  Va  ungerad  ist,  Xa  sowohl 
durch  (3),  als  durch  (4)  geändert,  v^  durch  (3)  geändert,  durch 
(4)  ungeändert.  Der  Zuwachs  (3)  ist  von  der  Phase  t-^ta  unab- 
hängig, jener  (4)  davon  abhängig. 

Wenn  man  bloss  t  als  veränderlich  betrachtet,  so  geben  (3) 
und  (4),  in  denen  nun  das  unter  demDiflFerenzzeichen  erscheinende 
4  wegzudenken  ist,  die  Zuwächse  der  Zeit  t  an,  welche  den 
numerischen  Werth  von  Xa  und  Va  für  dasselbe  ta  nicht  ändern. 
Wenn  man  hingegen  blos  f«  als  veränderlich  ansieht ,  so  geben 
(3)  und  (4),  in  denen  nun  das  unter  dem  Differenzzeichen  er- 
scheinende t  zu  unterdrücken  ist,  die  Zuwächse  der  Anfangs- 
pbase  ta  an,  welche  den  numerischen  Werth  von  Xa  und  Va  llir 
dasselbe  t  nicht  ändern. 

Den  zunächst  folgenden  Untersuchungen  möge  die  blosse 
Veränderlichkeit  der  Zeit  zu  Grunde  liegen.  Von  denselben  wer- 
den sich  die  Untersuchungen  im  §.  3  weder  auf  besondere  Werthe 
der  Anfangsphasen,  noch  jene  der  Zeit,  die  Untersuchungen  im 
§.  4  anf  besondere  Werthe  der  Anfangsphasen,  nicht  aber  jene 
der  Zeit ,  die  Untersuchungen  im  §.  5  auf  besondere  Werthe  der 
Zeit,  nicht  aber  jene  der  Anfangsphasen,  die  Untersuchungen  im 
§.  6  endlich  sowohl  auf  besondere  Werthe  der  Anfangsphasen, 
als  jene  der  Zeit  beziehen. 

Siizb.  d.  xnAthem.-iuitunr.  Cl.  LXV.  Bd.  11.  Abth.  14 
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§.   3. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Schwingungscurven 
überhaupt 

Soll  ein  Zeitzuwachs  (3)  den  numerischen  Werth  aller  Coor- 
dinaten  und  Coordinatgeschwindigkeiten  ungeändert  lassen,  so 
müssen  die  Gleichungen 

in  ganzen  Zahlen  llir  r, ,  r,,.. .  r„  lösbar  sein.  Die  allgemeine 
Bedingung  dafllr  ist,  dass 

r^l\=r^T^  =  .  .  .  =  rnTn  =  rT 

ist.  Hieraus  erhalten  wir  för  r^ ,  r,^j. ,  .Vn 

r,  =  r(l),r,  =  r(2),...r„  =  (n),  (7) 

und  mit  Hilfe  eines  beliebigen  dieser  Werthe  aus  (3)  fllr  den 
gesuchten  Zeitzuwachs 

T  (8) 

Er  bewirkt  zu  Folge  (5) ,  dass  der  schwingende  Punkt ,    der 
vor  demselben  den  Punkt 


mit  den  Coordinatgeschwindigkeiten 


(9> 
(lO) 


passirte,  in  den  Punkt 

(-.iy»;r,,(-iy=a7„...  (-ly-^r«  (11) 

mit  den  Coordinatgeschwindigkeiten 

(-l)^.r,,(-iy^i;„...  (-l)-rn  (12) 

gelangt. 
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Ist  r  eine  Zahl  von  der  Form  2r,  so  übergeht  (8)  in 

Af  =  rT,  (13) 

nnd,  da  die  Zahlen  (7)  gerad  werden,  (11)  und  (12)  in  (9)  und 
(10).  Nach  jedesmaligem  Zeitzuwachse  (13)  kehren  hiemit  die- 
selben Werthe  aller  Coordinaten  und  Coordinatgeschwindigkeiten 
zurück,  die  vor  demselben  bestanden.  Erwägt  man  überdies,  dass 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zufolge  alle  Coordinaten  und  Coor- 
dinatgeschwindigkeiten für  jedes  Zeitintervall  stetig  und  endlich 
bleiben,  so  sieht  man  ein,  dass  die  Schwingungscurve  ein  stetiger 
und  endlicher  Linienzug  ist,  der  vom  schwingenden  Punkte  in 
der  Zeit 

lf  =  T  (1.4) 

einmal  umlaufen  wird.  Der  Sinn  der  Bewegung  wird  durch  die 
frJeichungen  (2)  angezeigt. 

Ist  aber  r  eine  Zahl  von  der  Form  2r  -h  1 ,  so  übergeht  (8)  in 

A<  =  (2r-+-l)|',  '    .  (15) 

nnd,  da  die  Zahlen  (7)  in  Bezug  auf  Geradheit  oder  Ungeradheit 
mit  den  Schwingungszahlen 

(1),(2),...(„)  (16) 

beziehungsweise  von  gleicher  Natur,  oder,  wie  wir  diese  Eigen- 
schaft nennen  wollen,  gleichgeltend  werden,  (11)  und 
(12)  in 

(-l)0^a',,(-l)-'^^'„...   (-iy"^r„,  ■    (17) 

(-l)0)r,,  (-1)C^)^„...    (-iy»)i.„.  (18) 

Nenut  man  die  Pimkte  (9)  und  (11)  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  ihre  Projection  auf  den  Coordinatraum,  auf  welchen  sich 
die  geraden  der  Exponenten  r  beziehen ,  so  lässt  sich  das  gefun- 
dene Resultat  in  folgende  Worte  kleiden :  Die  Schwingungscurve 
besteht  aus  zwei  Ästen,  die  in  Bezug  auf  die  Projection  der- 
selben auf  den  Coordinatraum,  auf  welchen  sich  die  geraden  der 
Sebwiu^^ngszahlen  (16)  beziehen,  symmetrisch  sind.  Wenn  daher 
keine  der  Schwingungszahlen  (16)  gerad  ist,  so  ist  die  Schwin- 

14* 
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gungscurve  in  Bezog  auf  ihre  Projection  auf  den  Coordinal 
Ursprung  symmetrisch,  d.  i.  sie  besitzt  einen  Mittelpunkt  im  Ur- 
sprünge der  Coordinaten.  Zum  Anfangspunkte  der  sjonmetrisehen 
Aste  der  Schwingungscurve  kann  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve 
genommen  werden.  Jeder  der  symmetrischen  Äste  der  Schwin- 
gungscurve wird  vom  schwingenden  Punkte  in  der  Zeit 

Ir 

einmal  und  mit  Coordinatgeschwindigkeiten  umlaufen,  die  mit 
denen  des  andern  im  angegebenen  Sinne  symmetrisch  sind. 

Aus  obigen  Resultaten ,  und  der  bekannten  Beziehung  der 
Projection  der  Schwingungscurve  auf  den  Coordinatraum  x^^  zu 
der,  diesem  Coordinatraume  entsprechenden  Schwingungscurve 
ziehen  wir  nachstehende  Folgerungen : 

1.  Nach  jedesmaligem  Zeitzuwachse 

M  =  rT,,  (19) 

kehren  dieselben  Werthe  der  Coordihaten  x,^  und  Coordinat- 
geschwindigkeiten r,4  zurück,  die  vor  demselben  bestanden. 

2.  Die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  den  Coordinat- 
raum x\^  wird  von  der  Projection  des  schwingenden  Punktes  in 
der  Zeit 

M  =  71, 

einmal,  also  in  der  Zeit  (14),  («^)mal  umlaufen.  Dieselbe  besteht 
aus  zwei  Ästen,  die  in  Bezug  auf  die  Projection  derselben  auf 
den  Coordinatraum,  auf  welchen  sich  die  geraden  der  Schwin- 
gungszahlen 

beziehen,  symmetrisch  sind.  Wenn  keine  der  Schwingungszahleii 
(20)  gerad  ist,  so  ist  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf 
den  Coordinatraum  x^^  in  Bezug  auf  ihre  Projection  auf  den 
Coordinatursprung  synmietrisch,  d.  i.  sie  besitzt  einen  Mittel- 
punkt im  Ursprünge  der  Coorditiaten.  Zum  Anfangspunkte  der 
synunetrischen  Äste  der  Projection  kann  ein  beliebiger  Punkt 
der  Curve  genommen  werden.  Jeder  der  symmetrischen  Äste  der 
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Projection  wird  von  der  Projection  des  schwingenden  Punktes 
in  der  Zeit 

einmal  und  mit  Coordinatgeschwindigkeiten  umlaufen,  die  mit 
denen  des  andern  im  angegebenen  Sinne  synunetrisch  sind. 
Die  Zeitzuwächse 

M  =  rTa  (21) 

ertheilen  den  Coordinaten  .r«  nach  (19)  keine  Werthänderung, 

hingegen  der  Coordinate  .r«  wegen 

^t  _rTa_r{fi) 
Ta~  T,  ~  {a) 

{a\  verschiedene  Werthe,  die  im  nachstehenden  Ausdrucke 

enthalten  sind.  Nennt  man  Punkte,  die  verschiedenen  Werth- 
systemen  der  Coordinaten  entsprechen,  verschieden,  so  ist 
die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  der  Schwingungscurve, 
welche  einem  bestimmten  Punkte  der  «-Schwingungscurve  für 
verschiedene  Zeitzuwächse  (21)  angehören,  sonach 

Die  Zeitzuwächse 

A^  =  r7;,,  (23) 

ertheilen  den  Coordinaten  .r„^^  keine  Werthänderung,  hingegen 
den  Coordinaten  Xa^i,  wegen 

7;~"ir~(^~(«i6)' 

ät _rTaj^_  r{b)a  __  r(b) 

7^~Tr""(Mj'"(^ 

(ayb\  verschiedene  Werthsysteme,   die  in    nachstehenden  Aus- 
drücken 
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^-^^  (24) 

enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  der  »Schwin- 
gungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der  a,  6-Schwin- 
gungscurve  für  verschiedene  Zeitzuwächse  (23)  angehören,  ist 
sonach 

Die  Zeitzuwächse 

A/  =  rr.,^  (25) 

ertheilen  den  Coordinaten  a^a.ö,'-  keine  Werthänderung,  hingegen 
den  Coordinaten  0?«,»,^  wegen 

At_rTa^  _     r{a)i^   ^    fja) 

(g,  by  c)  verschiedene  Werthsysteme ,  die  in  nachstehenden  Aus- 
drücken 

o    l^-^ta         r(a)    1 

-    (t-^t         r(c)    ] 
x,  =  a,co«2.[^^-^^-^J 

enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  der  Schwin- 
gungscurve,  welche  einem  bestinmiten  Punkte  der  a,ft,c-Schwin- 
gnngscurve  für  verschiedene  Zeitzuwächse  (25)  angehören,  ist 
sonach 
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Analoge  Schltlsse  lassen  ersehen,  dass  überhaupt  die  Zeit- 
zQwächse 

M=rT,^  (27) 

den  Coordinaten  x,^  keine  Werthänderung ,  hingegen  den  Coor- 
dinaten  ar„,  («.)  verschiedene  Werthsygteme  ertheilen,  die  in 
nachstehenden  Ausdrucken 


o    [*^ti     KOI 


(28) 


enthalten  sind,  und  dass  die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte 
der  Schwingungscurve,  welche  einem  bestinamten  Punkte  der 
«rSchwingungscurve  fttr  verschiedene  Zeitzuwächse  (27)  an- 
gehören, 

kt 

Fttr  die  directe  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppe  in  (27) 
sprechen  sich  diese  Sätze  folgendennassen  aus :  Die  Zeitzuwächse 

M=rT.,  (29) 

ertheilen  den  Coordinaten  a--,,  keine  Werthänderung,  hingegen 
den  Coordinaten  x^,,  («t)  verschiedene  Werthsysteme,  die  in 
nachstehenden  Ausdrucken 

,     (t-^L        r(p)  1 
.,  =  «,cos2.[^-.r^J,  (30) 
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enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verscbiedenen  Pnnkte  der  Schwiii- 
gungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der  ^^-Schwingungs- 
curve  für  verschiedene  Zeitzuwächse  (29)  angehören,  ist 

Aus  der  Reihe  der  speciellen  Fälle,  deren  allgemeines  Ge- 
setz soeben  angegeben  worden  ist,  heben  wir  noch  die  zwei  End- 
glieder hervor. 

Die  Zeitzuwächse 

M  =  rT„,,  (31) 

ertheilen  den  Coordinaten  or^,  t  keine  Werthänderang,  hingegen 
den  Coordinaten  Xa,  * ,  («,  b)  verschiedene  Werthsysteme ,  die  in 
nachstehenden  Ansdrtlcken 

.r.  =  «.cos2.[-y--^^^J, 

r{s) 


_     [t-i-t,        r(a)\ 
.r.  =  «.cos2.|-^^  +  ^^J 


enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  der  Schwin- 
gungscurve ,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der  a,  6-Schwm- 
gungscurve  för  verschiedene  Zeitzuwächse  (31)  angehören,   ist 

(«,*). 

Die  Zeitzuwächse 

Af  =  rr„  (33) 

endlich  ertheilen  nur  der  Coordinate  .Va  keine  Werthänderang, 
hingegen  den  Coordinaten  Xa,  («)  verschiedene  Werthsysteme,  die 
in  nachstehenden  Ausdrucken 

„     it-^-to        r(h)\ 
.n  =  «.C082;r[-^^H--^J, 

^,  =  «.cos2«('^^''-t--^J,  (34) 
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enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  der  Schwin- 
j^gscnrve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der  «-Schwingungs- 
cnrve  für  verschiedene  Zeitzuwächse  (33)  angehören,  ist 

§.  4. 

Allgemeine  Eigenschaften  besonderer  Schwingungs- 

cnrven. 

Soll  ein  Zeitzuwachs  (4)  den  numerischen  Werth  aller  (Koor- 
dinaten und  CoordinatgeschAvindigkeiten  ungeändert  lassen,  so 
müssen  die  Gleichungen 

r,r,  — 4^,  =  r,r,— 4/,  =  . .  .  =  r„7;— 4/„  (35) 

in  ganzen  Zahlen  für  r,,  r^, . . .  r„  lösbar  sein.  Diese  Forderung 
«cbreibt  vor  allem  Andern  allen  Anfangsphasen  besondere  Werth- 
formen,  und  zwar,  wenn 

r,r, -4f,  =  rX  — 4/,  =  ...=:rX  — 4/.  =  — 4^^ 

gesetzt  wird,  unter /,,  eine  beliebige  Zeitgrösse  verstanden,  die 
folgenden 

TT  T 

U  =^1  -^-^U^    ^  =  »2  f -*-^^  •  •  •  fn  =  r,  ^-\'t,,       (30) 

vor.  Es  seien  also,  unter  t,,  t.^,  . . .  t„  gegebene  ganze  Zahlen 
nnd  unter  t^  eine  gegebene  Zeilgrösse  verstanden, 

TT  T 

gegebene,  der  Vorschrift  entsprechende  Werthe  der  Anfangs- 
phasen.  Dieselben  wandeln  die  Gleichungen  (35)  in  folgende 

(^1-^.)  T,  =  (r,-x,)  7;  =  .  . .  =  (r„-t,)  T, 

am.  Die  allgemeine  Bedingung  der  genannten  Lösbarkeit  dcr- 
i^ben  ist,  dass 

(r,—t,)3rj  =  (r,—t,)r,  =  .  ..  =  (/•,-!„)  r„=rr 
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ist.  Hieraus  erhaltei)  wir  für  r, ,  r^, . . .  r« 

r,  =  r(l)-f-t,,  r,  =  r(2)-^V2,...r„  =  r(/i) -+-!.„,       (38) 

1111(1  mit  Hilfe  eines  beliebigen  der  Werthe  (38),  und  des  entspre- 
chenden der  Werthe  (37)  aus  (4)  für  den  gesuchten  Zeitzuwachs 

At  =  r^-'2(t-,^Q.         .  (39) 

Er  bewirkt  zu  Folge  (G) ,  dass  der  schwingende  Punkt,  der 
vor  demselben  den  Punkt  (9)  mit  den  Coordinatgeschwindig- 
keiten  (10)  passirte,  in  den  Punkt 

(-ly.^-,,      (-l)"u-,,   ...    (-])-"^-„  (40) 

mit  den  roordinatgeschwindigkeiten 

-(-l^t.„-(-l^^«v..  -(-1)'-"^«  (41) 

gelangt. 

Ist  r  eine  Zahl  von  der  Form  2r,  so  übergeht  (39)  in 

M  =  rT-2{t-^-t:),  (42) 

und,  da  die  Zahlen  (38)  mit  den  Zahlen 

t,,  t.,  ...  v„  (43) 

gleichgelteud  werden,  (40)  und  (41)  in 

(-ly.a-,,    {-ly^x,,  ...  (-1)""^«       (44) 

-(-1)".^,  -(-l)^"«„  . . .  -{-ly-v,.  (45) 

Ist  aber  r   eine  Zahl  von  der  Form  2/'h-1,  80  übergeht 
(39)  in 

d/  =  (2rH-l)|-2(/-f-g,  (46) 

und,  da  die  Zahlen  (38)  mi}  den  Zahlen 

v,-t-(l),v,-.-(2),...t.,  +  («)  (47) 

gleichgeltend  werden,  (40)  und  (41)  in 

(_l)r,  +  (l)j.,  ,       (_l)r,  +  (SU.^,      ...     (_l)t-  +  (n).j,^,      (4«) 
_^_])r,+  0)p,,_(_  l)t.+(:-')p.,,  .  .  .  _(_])t.+(")p,.        (^49) 
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Wenn  die  Zahlen  (43)  entweder  alle  grerad,  oder  mit  den 
Schwiiigungszablen  (16)  gleichgeltend  sind,  so  ist  im  ersten  Falle 
(44)  von  (9),  und  (48)  von  (17);  im  zweiten  (48)  von  (9),  und 
^44)  von  (17)  nicht  verschieden.  Kh  ftlhrt  sonach  im  ersten  Falle 
der  Zeitzuvvachs  (42)  zum  Punkte  (9),  jener  (46)  zum  Punkte 
(17);  im  zweiten  der  Zeitznwachs  (46)  zum  Punkte  (9),  jener 
42)  zum  Punkte  (17).  Die  Coordinatgeschwindigkeiten  (45)  und 
(49)  sind  aber  immer  alle  entgegengesetzt  denjenigen  der  (^oor- 
diuaf^eschwindigkeiten  (10)  und  (18),  welche  sich  auf  die  zu- 
sammenfallenden Punkte  beziehen. 

Wenn  dagegen  die  Zahlen  (43)  weder  alle  gerad,  noch  mit 
deu  Schwingungszahlen  (16)  gleichgeltend  sind,  so  sind  sowohl 
(44)  als  (48)  sowohl  von  (9)  als  (17)  verschieden.  Dem  Punkte 
|9)  derSchw^ingungscurve  entspricht  sonach  nicht  nur  der  symme- 
trische Punkt  (17)  sondern  auch  noch  jeder  der  symmetrischen 
Pnnkte  (44)  und  (48).  Die  letzteren  Punkte  stehen  zu  einander 
in  demselben  Symmetrieverhältnisse,  wie  die  ersteren. 

Die    gefundenen  Resultate  lassen  sich  in  folgende  Worte 
kleiden : 

Wenn  alle  Anfangsphasen  die  durch  (37)  angegebenen 
Werthfomien  besitzen,  in  denen  die  Zahlen  (43)  entweder  alle 
gerad,  oder  mit  den  Schwingungszahlen  (1(>)  «rieichgeltend  sind, 
so  fallen  zwei  Äste  der  Schwingungscurve ,  die  bei  anderen 
Werthformcn  der  Änfangsphasen  gesondert  sind,  in  einander  zu- 
Kammen.  üie  beiden  zusammenfallenden  Aste  werden  vom 
schwingenden  Punkte  im  entgegengesetzten  Sinne  durchwandert. 
Wir  wollen  diese  besondere  Schwingungscurve  die  z  u  s  a  ni  m  e  n- 
f allende  nennen. 

Wenn  alle  Anfangsphasen  die  durch  (37)  angegebenen 
Werthformen  besitzen,  in  denen  die  Zahlen  (43)  weder  alle 
gerad,  noch  mit  den  Schwingungszahlen  (16)  gleichgeltend  sind, 
so  ist  die  Schwingungscurve  nicht  nur  in  Bezug  auf  ihre  Pro- 
Jeetion  auf  den  Coordinatraum,  auf  welchen  sich  die  geraden  der 
»Schwinguugszahlen  (16)  beziehen,  sondern  auch  in  Bezug  auf 
ihre  Projection  auf  den  Coordinatraum,*  auf  welchen  sich  die 
geraden  der  Zahlen  (43),  so  wie  auch  auf  den  Coordinatraum , 
Änf  welchen  sich  die  geraden  der  Zahlen  (47)  beziehen,  symme- 
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triscli.  Wir  wollen  diese  besondere  Schwingungscurve  die  d  o  p  p  e  1 1 
symmetrische    nennen. 

Die  angegebenen  Kriterien  der  genannten  besonderen 
»Schwingnngscurven  setzen  uns  in  den  Stand,  zu  entscheiden,  ob 
eine  Sehwingungscurve,  deren  Anfangsphasen  in  den  Formen 
^1 ,  ^-2 . .  •  •  tn  gegeben  sind,  der  einen  oder  anderen  Art  dieser 
Curven  angehört,  oder  nicht.  Man  bilde  zu  dem  Ende  die  Glei- 
chungen (36),  und  aus  ihnen  die  folgenden 

oder,  wenn  im  Allgemeinen 

Ja  J-h 

gesetzt  wird,  die  folgenden 

Die  erwähnte  Entscheidung  wird  nun  auf  Grundlage  der 
Untersuchung  vorgenommen,  ob  die  Gleichungen  (50)  in  ganzen 
Zahlen  für  r, ,  ?-j,  ...  i\  lösbar  sind,  oder  nicht.  Im  ersten  Falle 
gehört  die  8chwingungscur\T  der  einen  oder  anderen  Art  der  ge- 
nannten besonderen  Schwingungscurven  an,  im  zweiten  nicht.  Ist 
im  ersten  Falle 

1,,  t,,,  ...  i«  (p\) 

ein  System  der  Wei*the  von  r, ,  r^,  ...  r,,,  welches  die  Glei- 
chungen (50)  auf  die  genannte  Art  löst,  so  ist  jedes  andere  der- 
artige System  entweder  mit  dem  Systeme  (51),  oder  mit  «lern 
folgenden 

^-^(O'^t -+-(-);  •••  ^n^in)  (52) 

gleichgeltend,  da  die  Sehwingungscurve,  im  Falle  sie  ttberliaupt 
zu  den  genannten  besonderen  Schwingungscur^'en  gehört ,  nur 
der  einen,  oder  nur  der  andern  Art  derselben  angehören    kann. 
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Die  Art  der  Besonderheit  der  Curve  kann  sonach  aus  der  Be- 
schaffenheit der  Zahlen  (51)  oder  (52)  erkannt  werden. 

Hat  man  sich  für  das  System  (öl)  entschieden,  so  liefert 
eine  beliebige  der  Gleichungen  (37)  den  Werth  von  i^.  Die  Kennt- 
niss  dieses  Werthes  erlaubt  in  jeder  der  betrachteten  Schwingungs- 
cnrven  den  Anfangspunkt  der  Zeit  t  so  anzunehmen,  dass  die  An- 
fangsphasen die  Werthformen 

M  =  t,    1^,     tj  =  1.2  ^,    ..  .    fn  =  '^H    ^  (5'0 

bekommen.  Man  braucht  zu  diesem  Ende  nur   den  Anfangspunkt 
der  Zeit  um 


T 


t   - 


4 


fo  (54) 


Zurückzuschieben.  Fttr  den  neuen  Anfangspunkt  der  Zeit  erhält 
der  Zeitzuwaehs  (39)  die  Werthform 

M  =  r^—2t,  (55) 

In  der  zusammenfallenden  Schwingungscurve  lägst  sich  der 
Anfangspunkt  der  Zeit  gleichzeitig  immer  so  annelimen,  dass  die 
Anfangsphasen  die  Werthformen 

TT  T 

^  =  ^,    J>U  =  ^,-iy    •••    ^n  =  ^n    J  (51)) 

/ietommeu.  Man  braucht  zu  diesem  Ende  nur  die  Zahl  t  in  (54), 
wenn  die  Zahlen  (51)  alle  gerad  sind,  eine  gerade,  und  wenn 
<lies  nicht  der  Fall  ist,  eine  ungerade  sein  lassen.  Für  den  neuen 
Anfangspunkt  der  Zeit  ist  von  den  Zeitzuwächsen  (42),  (46)  der- 
jenige, der  den  Punkt  (9)  ungeändert  lässt,  jener  (42) ;  er  erhält 
DDD  die  Werthform 

M  =  rT—2t  (57) 

Wir  wollen  eine  Zeitzählung,  in  Bezug  auf  welche  die  An- 
fangsphasen ,  in  der  zusammenfallenden  Schwingungscurve  die 
Werthformen  (5G) ,  in  der  doppelt  symmetrischen  jene  (53)  be- 
kommen,  eine  der  betreffenden  Curve  entsprechende  natürlich  e 
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nennen,  und  uns  dernelben  in  diesen  Curveu  immer  bedienen^ 
weil  dadurch  alle  auf  dieselben  sieh  beziehenden  Formeln  eine 
einfachere  Gestalt  bekommen. 

Aus  obigen  Resultaten,  und  der  bekannten  Beziehung  der 
Frojection  der  Sehwinguugseurxe  auf  den  Coordinatraum  .r,^  zu 
der,  diesem  Coordinatraume  entsprechenden  Schwingungscur\'e 
ziehen  wir  nachstehende  Folgerungen: 

j.  Wenn  die  Anfangsphasen,  aufweiche  z^  hinweiset,  die 
A\'erthformen 

T  T  T 

besitzen,  so  ist  die  Trojection  der  Schwingungscurve  auf  den 
Coordinatraum  a\^  eine  besondere,  und  zwar  zusammenfallend, 
wenn  die  t  entweder  alle  gerad,  oder  mit  den  Schwingungs- 
zahlen (20)  gleichgeltend  sind,  und  doppelt  symmetrisch,  wenn 
die  V  anders  beschaffene  ganze  Zahlen  sind.  Eine  Zeitzählung, 
in  Bezug  auf  welche  die  Anfangsphasen  (58)  in  der  zusammen- 
fallenden Frojection  die  Werthfonnen 

/  _      ^«    ,  _      ^^  ,  _     ^'' 

in  der  doppelt  symmetrischen  jene 

bekommen,  ist  eine  der  betreffenden  besonderen  Projectiou  ent- 
sprechende natürliche,  deren  wir  uns  in  Schwingungscurven^ 
welchen  diese  Projectiou  zukonnnt,  bei  Betrachtung  der  sich  auf 
diese  Projection  beziehenden  Eigenschaften  derselben  immer  be- 
dienen wollen.  In  einer  Schwingungscurve,  deren  Projection  auf 
den  Coordinatraum  .r,^  zusammenfallend  ist,  kehren  nach  jedes- 
maligem Zeitzuwachsc 

dieselben  Werthe  der  Coordinateu  o?,^  zurück,  die  vor  demselben 
bestanden,  und  in  einer  Schwingungscurve,  deren  Projection  anf 
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den  Coordinatraum  .r^»  doppelt  symmetrisch  ist ,  entspricht  dem 
Punkte 

der  Projectiou  nicht  nur  der  Symnietriepuukt 

sondern  auch  noch  die  Synimetriepiinkte 

(-l)^-.r„,  (-l^^-6,     ...     (— l)^'.r,: 

2.  Die  Projection  der  zusammenfallenden  Schwingungscurvc 
saf  den  Coordinatraum  a^^^  ist  immer  zusammenfallend,  und  eine 
Zeitzähluiig,  die  in  Bezug  auf  die  zusammenfallende  Schwin- 
gnngscurve  eine  natürliche  ist,  ist  es  auch  in  Bezug  auf  jene  Pro- 
jection. Die  Projection  der  doppelt  symmetrischen  Schwingungs- 
curve  auf  den  Coordinatraum  .r^^  ist  zusammenfallend  oder 
doppelt  symmetrisch,  ersteres,  wenn  die  x.  in  (37),  auf  welche  «^ 
hinweiset,  entweder  alle  gerad,  oder  mit  den  Schwingungszahlen 
(20)  gleicbgeltend  sind,  letzteres  wenn  diese  t  anders  beschaffene 
ganze  Zahlen  sind. 

Wenn  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  den  Coor- 
dinatraum a^a  zusammenfallend  ist,  so  ertheilen  die  Zeitzuwächse 

ät  =  rTa  —  2t  (HO) 

den  Coordinaten  Xa  nach  (59)  keine  Werthänderung,  hingegen 
der  Coordinate  .r«,  («)  verschiedene  Werthe,  die  im  nachstehen- 
den Ausdrucke 

enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  dieser 
Schwingungscurve,  welche  eineni  bestimmten  Punkte  der 
a-Schwingungscurve  flir  verschiedene  Zeitzuwächse  (60)  ange- 
hören, ist  sonach 

Digitized  by  VjOOQIC 


220  V.  8trzelecki. 

Wenn  die  Projeetion  der  Schwingungscurve  auf  den  Coor- 
dinatranm  Xa,b  zusammenfallend  ist,  so  ertheilen  die  Zeitzu- 
wächse 

\t  =  rT^—2t  (62) 

den  Coordinaten  .r^,*  keine  Werthänderung,  hingegen  den  Coor- 
dinaten  a*«,Ä ,  (^i,6)  verschiedene  Werthsysteme,  die  in  nachstehen- 
den Ausdrücken 

j,-,  =  a^C0s2;r     --— -  7^, 

U—U        r{h)\  (63) 

.r^=  aftC0s2r /~^-  ^ 

enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  dieser 
Schwingungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
«,6-Schwingungscurve  für  verschiedene  Zeitzuwächse  (62)  ange- 
hören, ist  sonach 

Analoge  Schlösse  lassen  ersehen,  dass,  wenn  überhaupt  die 
Projeetion  der  Schwingungscurve  auf  den  Coordinatraum  o?,»  zu- 
sammenfallend ist,  die  Zeitzuwächse 

lt  =  rr^—2t  (64) 

den  Coordinaten  j-^,  keine  Werthänderung,  hingegen  den  Coor- 
dinaten Xj,,  (Zk)  verschiedene  Werthsysteme  ertheilen,  die  in 
nachstehenden  Ausdrücken 

.•„  =  «,  cos2.[-^^    -Xk)J' 
„    [t-h        r(b)\ 

„    (t—ti        r{i)\ 
.v=«.cos2.[-^— ^J 

enthalten  sind,  und  dass  die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte 
dieser  Schwingungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte    der 
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ti-Schwingungscurve  für  verschiedene  Zeitzuwächse  (04)  ange- 
hören, 

ist. 

Für  die  directe  Be^teichnungsart  der  Zeigergruppe  in  (64) 
sprechen  sieh  diese  Sätze  folgendermassen  aus :  Wenn  die  Pro- 
jection  der  Schwingungscurve  auf  den  Toordinatraum  .r,^  zusam- 
menfallend ist,  so  ertheilen  die  Zeitzuwächse 

M  =  rT,,--2t  (66) 

den  Coordinaten  a:,^  keine  Werthänderung,  hingegen  den  Coor- 
dinaten  x^* ,  (Zk)  verschiedene  Werthsysteme,  die  in  nachstehen- 
den Ausdrucken 

.     (  t—t,       r(s)  1 

enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  dieser 
Schwingungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
v8chwingung8curve  für  verschiedene  Zeitzuwächse  (66)  ange- 
hören, ist 

Aus  der  Reihe  der  speciellen  Fälle,  deren  allgemeines 
(tesetz  soeben  augegeben  worden  ist,  heben  wir  noch  die  zwei 
Eüdglieder  hervor. 

Wenn  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  die  Ooor- 
dinatebene  .Va,^  zusammenfallend  ist,  so  ertheilen  die  Zeitzu- 
wächse 

M  =  rTa,ö-2t  (68) 

den  Coordinaten  ^'«,6  keine  Werthänderung,  hingegen  den  Coor- 
dinaten jTa,&  y  i^h  *)  verschiedene  Werthsysteme,  die  in  nachstehen- 
den Ausdrlfckeu 

Sitsb.  d.  mmthem.-nmtunr.  Cl.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  15 
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.,    l  t—f,        r(c)Y 

enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  dieser 
Schwingungscurve ,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
/r,ft-Schwingungscnrve  fllr  verschiedene  Zeitzmvächse  (68)  ange- 
hören, ist 

Da  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  die  Coordinat- 
axe  Xa ,  d.  i.  die  dieser  Axe  entsprechende  Schwingungscurve 
immer  zusammenfallend  ist,  so  ertheilen  die  Zeitzuwächse 

M  =  rTa-2t  (70) 

der  Coordinate  .Va  keine  Werthänderung,  hingegen  den  Coor- 
dinaten  .r«,  («)  verschiedene  Werthsysteme,  die  in  nachstehen- 
den Ausdrucken 


(71) 


•  -'  =  ^^^0^2.  \~jr--W 

enthalten  sind.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  der  Schwm- 
gungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der  «-Schwiii- 
gittigscurve  fllr  verschiedene  Zeitzuwächse  (70)  angehören,  ist 

(«). 

Wenn  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  deu  Coor- 
dinatraum  Xa  nicht  zusammenfallend  ist,  so  gibt  es  ausser  den 
Zeitzuwächsen  (2J)  keine  anderen,  welche  den  Coordinaten   a^^ 
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keine  Werthänderung  ertheilen.  Einem  bestimmteu  Werthsysteme 
der  Coordinaten  Xa  entsprecheu  daher  nur  die  verschiedenen 
Werthe  (22)  der  Coordinate  Xa-  Die  Zahl  der  verschiedenen 
Punkte  dieser  Schwingungscurve ,  welche  einem  bestimmten 
Punkte  der  a-Schwingungscurve  angehören,  ist  sonach 

Dieselben  liegen  in  einer  «-Öchwingungscun'e. 

Wenn  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  den  Coor- 
(linatraum  Xa,b  nicht  zusammenfallend  ist,  so  gibt  es  ausser  den 
Zeitzuwächsen  (23)  keine  anderen,  welche  den  Coordinaten  Xa,h 
keine  Werthänderung  ertheilen.  Einem  bestimmten  Werthsy- 
steme der  Coordinaten  Xa,b  entsprechen  daher  nur  die  verschie- 
denen Werthsysteme  (24)  der  Coordinaten  Xa^b*  Die  Zahl  der 
verschiedenen  Punkte  dieser  Schwingungscurve,  welche  einem 
bestimmteu  Punkte  der  «,6-Schwingungscttn'e  angehören,  ist 
M)naeh 

Dieselben  liegen  in  einer  a,6-Schwingungscurve,  und  zwar 
gleichzeitig  in  («,6)«?  </-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer 
(^rt)  enthält,  und  in  («,  by ,  6-Sehwingungscurven,  deren  jede  ihrer 
[^b\  besitzt. 

Wenn  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  den  Coor- 
dinatraam  Xa,b,c  nicht  zusammenfallend  ist,  so  gibt  es  ausser  den 
Zejt/u wüchsen  (25)  keine  anderen,  welche  den  Coordinaten 
a-a^b.c  keine  Werthänderung  ertheilen.  Einem  bestimmten  Werth- 
systeme der  Coordinaten  Xa,b,r  entsprechen  daher  nur  die  ver- 
schiedenen Werthsysteme  (26)  der  Coordinaten  Xa,h,c .  Die  Zahl 
der  verschiedenen  Punkte  dieser  Schwingungscurve,  welche 
eiiiein  bestimmten  Punkte  der  a,  6,  r-Schwingungscurve  ange- 
hören, ist  sonach 

{ojb^y 

Dieselben  liegen  in  einer  «,6,c-Sehwingungscurve,  und  zwar 
gleichzeitig  in  (a,6,f)a?  «-Schwingungscurven ,  deren  jede  ihrer 

15* 
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(«)  enthält,  in  (^a,b^c\f,j  *-»Scliwingung8curven,  deren  jede  ihrer 
(l)^  besitzt,  und  in  ut^bc^,  r-Schwingungscurven ,  deren  jede 
ihrer  (^cj  aufnimmt,  ^^ie  liegen  auch  gleichzeitig  in  (a^b,e\a,by 
rtjÄ-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  (a,b\  enthält,  in 
{ft^bc^b^cj  6,c-SchwingungscuiTen,  deren  jede  ihrer  (bjC\  besitzt, 
und  in  (/i,6,cV,a»  <?,w-Sch\vingung8eurven,  deren  jede  ihrer  (Cjaj 
aufnimmt. 

Analoge  Schlüsse  lassen  ersehen,  dass,  wenn  überhaupt  die 
Projection  der  Schw  ingungscurve  auf  den  Coordinatraum  x.^  nicht 
zusammenfallend  ist ,  einem  bestimmten  Werthsysteme  der  Coor- 
dinaten  x^^  nur  die  verschiedenen  Werthsysteme  (28)  der  Coor- 
dinaten  x^^  entsprechen,  und  dass  die  Zahl  der  verschiedenen 
Punkte  dieser  Schwingungscurve ,  welche  einem  bestimmten 
Punkte  der  ^t-Schwingungscurve  angehören, 

ist.  Dieselben  liegen  in  einer  «^-Schwingungscurve,  und  zwar, 
unter  Zk„  überhaupt  eine  Zeigergruppe  verstanden,  welche  in  «* 
ganz  begriffen  ist,  in  («^)^;^„,  «^.^^-Sohwingungscurveu,  deren  jede 
ihrer  (Zf,\  enthält. 

Für  die  directe  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppe  in  (27) 
+^prechen  sich  diese  Sätze  folgendermassen  aus:  Wenn  die  Projec- 
tion der  Schwingungscurve  auf  den  Coordinatraum  Xs„  nicht  zu- 
sammenfallend ist,  so  entsprechen  einem  bestimmten  Werth- 
systeme der  Coordinaten  x,^  nur  die  verschiedenen  Werthsysteme 
(30)  der  Coordinaten  x.^.  Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte 
dieser  Schwingungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
zx^^-Schwingungscurve  angehören,  ist 

Dieselben  liegen  in  einer  «^-Schwingungscurve ,  und  zwar^ 
unter  Zk,  überhaupt  eine  Zeigergruppe  verstanden,  in  welcher 
Zk  ganz  begriffen  ist,  ih  («*).», ,  «A,-SchwingungscurAen,  deren  jede 
ihrer  (z^)  enthält. 

Aus  der  Reihe  der  speciellen  Fälle ,  deren  allgemeines  Ge- 
setz so  eben  angegeben  worden  ist,  heben  wir  noch  das  Endglied 
hervor. 
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Wenn  die  Projeetion  der  Schwingungscune  auf  die  Coor- 
(linatebene  a?a,Ä  nicht  zusammenfallend  ist,  so  entsprechen  einem 
bestimmten  Werthsysteme  der  Coordinaten  Xa.b  n^i*  die  verschie- 
deneu Werthsysteme  (32)  der  Coordinaten  Xa^h*  Die  Zahl  der 
rerschiedenen  Punkte  dieser  8chwingungscurve,  welche  einem 
bestimmten  Punkte  der  «,6-Schwingung8eure  angehören,  ist 

Dieselben  liegen  in  einer  rt,A-Schwingungscurve ,  und  zwar 
in  (/i,.6)24. ,  i;t.-Sehwingungscur^cn,  deren  jede  ihrer  (2^.)  enthält. 

Wenn  aber  die  Projeetion  der  ftchwingungscurve  auf  den 
Coordinatraum  Xa  zusamenfallend  ist ,  so  gibt  es  ausser  den  Zeit- 
zuwächsen (21)  noch  jene  (60),  welche  den  Coordinaten  Xa  keine 
Werthänderung  ertheilen.  Einem  bestimmten  Werthsysteme  der 
Coordinaten  Xa  entsprechen  daher  nicht  nur  die  verschiedenen 
Werthe  (22);  sondern  auch  jene  (61)  der  Coordinate  Xa-  Da  in 
Bezug  auf  dieDarstellung  aller  verschiedenen  Werthe  (22)  und 
(61),  insofern  dieselben  durch  r  erzeugt  werden  das  Zeichen 
von  r  gleichgültig  ist,  so  sind  beide  Artender  Werthe  im  nach- 
stehenden  Ausdrucke 

.r„==«„co«2.|.-^^--^  A2-J  (72) 

enthalten.  Wenn  nicht  zugleich  die  Schwiugungscurve  selbst  zu- 
i^ammenfallend  ist,  so  gehört  bei  keiner,  der  genannten  Projeetion 
entsprechenden  natttrlichen  Zeitzählung  die  Anfangsphase  ta  der 
betreffenden  der  Werthformen  (56)  an ,  und  daher  ist  jeder  der 
Wertlie  (72)  fttr  das  obere  Zeichen  des  Doppelzeichens  von  dem 
eüi«preclienden  fltr  das  untere  verschieden.  Die  Zahl  der  ver- 
ü^chiedenen  Punkte  dieser  Schwiugungscurve,  welche  einem  be- 
stimmten Punkte  der  r/-Schwingungscurve  angehören,  ist  sonach 

DieBclben  liegen  in  einer  <<-Schwingungscurve. 

Wenn  die  Projeetion  der  Schwiugungscurve  auf  den  Coor- 
dioatraum  x^^o  zusammenfallend  ist,  so  gibt  es  ausser  den  Zeit- 
zuwächsen (23)  noch  jene  (62),  welche   den   Coordinaten  Xa,b 
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keine  Werthänderung  ertheilen.  Einem  bestimmten  Werthsysteme 
der  Coordinaten  Xa,h  entsprechen  daher  nicht  nur  die  verschiede- 
nen Werthsysteme  (24),  sondern  auch  jene  (63)  der  Coordinaten 
Xa^i, .  Beide  Arten  der  Werthsysteme  sind  in  nachstehenden  Aus- 
drücken 

Xa = a^cos  2k  ~~  -+-  -^    , 

a..  =  ..cos2.[-^^^^J 

enthalten.  Wenn  nicht  zugleich  die  Schwingungscurve  selbst  zu- 
sammenfallend ist,  so  gehören  bei  keiner,  der  genannten  Projec- 
tion  entsprechenden,  natürlichen  Zeitzählung  beide  Anfangs- 
phasen ta  und  tf,  den  betreffenden  der  Werthformen  (56)  an,  und 
daher  ist  jeder  der  Werthsysteme  (73)  für  das  obere  Zeichen  des 
Doppelzeichens  von  dem  entsprechenden  für  das  untere  verschie- 
den. Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  dieser  Schwingungs- 
curve, welche  einem  bestimmten  Punkte  der  ri,  6-Schwinguugs- 
curve  angehören,  ist  sonach 

2(«^. 

Dieselben  liegen  in  einer  a,6-Schwingungscurve,  und  zwar 
gleichzeitig  in  2  (ff,  6)a,  a-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer 
(^o)  enthält,  oder  in  («,*)«>  «-Schwingungscurven,  deren  jede 
ihrer  2(«)  besitzt,  je  nachdem  die  Projection  der  Schwingungs- 
curve auf  den  Coordinatraum  Xa  nicht  znsanunenfallend,  oder  zu- 
sammenfallend ist,  und  in  2  («,  6)^ ,  6-Schwingungscur\'en,  deren 
jede  ihrer  (A)  enthält,  oder  in  (0,6)0,  6-Schwingungscurven,  deren 
jede  ihrer  2(6)  besitzt,  je  nachdem  die  Projection  der  Schwin- 
gungscurve auf  den  Coordinatraum  x^  nicht  zusammenfallend, 
oder  zusammenfallend  ist. 

Analoge  Schlüsse  lassen  ersehen,  dass,  wenn  überhaupt  die 
Projection  der  Schwingungscurve  auf  den  Coordinatraum  x^^  zu- 
sammenfallend ist,  einem  bestimmten  Werthsysteme  der  Coor- 
dinaten x^^  nicht  nur  die  verschiedenen  Werthsysteme  (28),  8011- 
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dern  auch  jene  (65)  der  Coordinateu  a.%^  entsprechen.  Beide  Arten 
der  Werthsysteme  sind  in  nachstehenden  AnsdrUcken 

.r.  =  ..cos2.[-^-^-yj, 

.,    {t±t       r{t)\ 

enthalten.  Wenn  nicht  zugleich  die  Schwingungscurve  selbst  zu- 
sammenfallend ist,  so  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte 
(lieser  Schwingungscurve ,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
r^-Schwinguugscurve  angehören 

Dieselben  liegen  in  einer  «^-Schwingungscurve ,  und  zwar 
in  2(^zt)^j,„y  «^„-fichwingungscurven,  deren  jede  ihrer  ^zu„)  enthält, 
oder  in  («*),»..,  «x.-^chwingnngscurven,  deren  jede  ihrer  2^«;^.) 
besitzt,  je  nachdem  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf 
den  Coordinatraum  .r,*,,  nicht  zusammenfallend,  oder  zusammen- 
fallend ist. 

Ftir  die  directe  Bezeichnungsart  der  Zeigergruppe  in  (27) 
»sprechen  sich  diese  Sätze  folgendermassen  aus  :  Wenn  die  Pro- 
jection der  Schwingungscurve  auf  den  Coordinatraum  »f,^  zusam- 
menfallend ist,  so  entsprechen  einem  bestinunten  Werthsysteme 
der  Coordinaten  .r,^  nicht  nur  die  verschiedenen  Werthsysteme 
(30),  sondern  auch  jene  (67)  der  Coordinaten  a;,^.  Beide  Arten 
der  Werthsysteme  sind  in  nachstehenden  Ausdrucken 


.,  =  .,cos2.,     ^^       .     ^^^^j.  ^^^^ 


,1',  =  a^  cos  2ff     -  ^^    -" ^  ^ 


T.  (*..) 
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enthalten.  Wenn  nicht  zugleich  die  Schwingungscurve  selbst  zu- 
sammenfallend ist,  80  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte 
dieser  Schwingungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
«i-Schwingungscurve  angehören 

Dieselben  liegen  in  einer  «i- Schwingungscurve,  und  zwar  in 
2(«a)«»,,  «x^-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  (zi-)  enthält, 
oder  in  {zk)zk,j  *it,-Sch\vingungscurven,  deren  jede  ihrer  2(zk,)  be- 
sitzt, je  nachdem  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  den 
Coordinatraum  j^'^,,  "icht  zusammenfallend,  oder  .zusammen- 
fallend ist. 

Aus  der  Reihe  der  speciellen  Fälle ,  deren  allgemeines  Ge- 
setz so  eben  angegeben  worden  ist,  heben  wir  noch  die  zwei 
Endglieder  hervor. 

Wenn  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  die  C'oor- 
dinatebene  ,r^  ^  zusammenfallend  ist,  so  entsprechen  einem  be- 
stimmten Werthsysteme  der  Coordinaten  a?a,b  "icht  nur  die  ver- 
schiedenen Werthsysteme  (.^2),  sondern  auch  jene  (69)  der 
Coordinaten  .r^^ft.  Beide  Arten  der  Werthsysteme  sind  in  nach- 
stehenden Ausdrücken 

,,    {t±tf        r{d)  1 


r,  =  .,cos2.[^^-^^J 


enthalten.  Wenn  nicht  zugleich  die^Schwingungscurve  selbst  zu- 
sammenfallend ist,  so  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte 
dieser  Schwingungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
fiy  //-Schwingungscurve  angehören, 

Dieselben  liegen  in  einer  r/,A-Schwinguugscurve,  und  zwar 
in  2  («,*)„,,  «^.-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  (z^)  enthalt, 
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oder  in  (a,b).^^j  «^^-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  2(«x,) 
besitzt,  je  naehdem  die  Projeetion  der  Schwingungscune  auf  den 
Coordinatraum  .r,;,  liieht  zusammenfallend ,  oder  zusammen- 
fallend ist. 

Da  die  Projeetion  der  Schwiugungseurve  auf  die  Coordinat- 
axe  .i'a  immer  zusammenfallend  ist,  so  entsprechen  einem  be- 
stimmten Werthe  der  Coordinate  jt^  nicht  nur  die  verschiedenen 
Werthsysteme  (84)  sondern  auch  jene  (71)  der  Coordinaten  .r«. 
Beide  Arten  der  Werthsysteme  sind  in  nachstehenden  Ausdrücken 


O      f/±^.  Tic)  \ 

.,  =  .,cos2.|---^-l-| 


(77) 


enthalten.  Wenn  nicht  zugleich  die  Schwingungscurve  selbst  zu- 
sammenfallend ist,  so  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Punkti» 
dieser  Schwingungscurve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
/r-Schwijigungscurve  angehören. 

Dieselben  liegen  in  einer  f/-Schwingungscune,  und  zwar  in 
2(^').-*,  j  Zk,  -Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  (z^,)  enthält,  oder 
in  («)j^,,  2?*,- Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  2(Zf,,)  besitzt, 
je  nuchdem  die  Projeetion  der  Schwingungscurve  auf  den  Coor- 
dinatraum .rt*,  nicht  zusammenfallend,  oder  zusammenfallend  ist. 

Wenn  die  Schwingungscurve  selbst  zusammenfallend  ist,  so 
flbergehen  wegen  (56)  die  Ausdrücke  (72),  (73) . . .  (76)  und 
(77)  der  Reihe  nach  in  folgende 
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(   t  r(b)   \ 

a-,=(-l)^«,co82;r|^-H-^J; 

Die  Zahl  der  verschiedenen  Punkte  dieser  Schwingungs- 
curve,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der  «-,  «?*->  •  •  •  «?*-i 
und  rt-Schwingungscurve  angehören,  ist  sonach  der  Reihe  nach 

Die  ersteren  Punkte,  liegen  in  einer  ff-8ehwingungscun  e, 
die  zweiten  in  einer  w,6-Schwingungscurve,  und  zwar  gleich- 
zeitig in  (a,b)a,  «-Schwingungscurveu,  deren  jede  ihrer  («^  ent- 
hält, und  in  («,6)*,  6-Schwingungscurven ,  deren  jede  ihrer 
(*J ,  besitzt, ...  die  vorletzten  in  einer  n, A-Schwingungscune, 
und  zwar  in  (a,  A),,, ,  «^.,-Schwingungscurven ,  deren  jede  ihrer 
(zk,)  enthält,  und  die  letzten  in  einer  «-Schwingungscurve,  und 
zwar  in  (a),^,,  «A,-8chwingungcurven,  deren  jede  ihrer  («^.) 
enthält. 
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§.5. 
Besondere  Punkte  der  Schwingungscurven  überhaupt. 

Es  sei 


ta  =  'Ca    ^^^ 


T 

2 


die  All  fang  sphase  der  «-Schwingung. 
Setzt  man  den  Zeitzuwachs  (70),  d.  i. 

\t  =  raTa—2tj 

welcher  .f«  gar  nicht,  und  r«  nur  dem  Zeichen  nach  ändert,  dem 
Zeitzuwachse  (21),  d.  i. 

welcher  Xa  und  r«  gar  nicht  ändert,  gleich,  so  erhält  man 
r^T,—2t  =  raTa' 
Man  ündet  hieraus 


t=  2  ('•«  T,-raTa)=       -^^^)-        T 


2    («)(«)  2  («)    ''-2(«) 

1    t 


(78) 


(79) 


wenn 


2  («)(«)    '-2  ^    "       2(«)^'^ 

r„  («)  —  /•„(«)  =  x:„ 

-I- 

'•a(fl)-+-''a(«)=''a 


(80) 


gesetzt    wird.  In   den  Zeiten  (78)  und  (79)   geht   sonach  der 
schwingende  Punkt  durch  denselben  Punkt  der  Schwingungs- 
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bahn,  und  mit  denselben  Coordinatgeschwindigkeiten  i^^  hindurch, 
während  die  Coordinatgeschwindigkeit  r«  in  beiden  Zeiten  nu- 
merisch gleich,  aber  depi  Zeichen  nach  entgegengesetzt  ist.  Die 
diesen  Zeiten  entsprechenden  Punkte  der  8chwingungscurve 
wollen  wir  ^/-Punkte  nennen.  Für  die  Zeit  dieser  Punkte  haben 
wir  nach  (78)  und  (79),  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,  allgemein 

Bezeichnet  man  den  vorletzten   der  nach   der  Theorie  der 

(a) 
Kettenbrttche  bestimmten  Näherungswerthe  des  Bruches  y^  mit 

— ,  und  den  Stellenzeiger  dieses  Näherungswerthes  mit  ä,  so  er- 
hält man  für  jedes  t ,  als  i«  betrachtet,  das  zugehörige  t„  einfach 
auf  folgende  Weise :  Die  Auflösung  der  ersten  Gleichung  in  (80") 
in  ganzen  Zahlen  für  r„  und  r^  gibt 

r„  =  (-l)*ti3-Hr(^/),  r«  =  (— l)*ta-f-r(^i). 
Mit  diesen  Wert  heu  gibt  die  zweite  in  (80) 

t  =(-  i)'t|i3(«)+«(«)J-^- -''•(«;(.«)» 

oder  unter  Beachtung  der  durch  eine  Eigenschaft  des  vorletzten 
Näherungswerthes  eines  Kettenbruches  gelieferten  Relation 

worin 

«„  =  1  H-(^— l)'2a(«)  =  — 1 -H(.— I)'2i3(«) 

ist.  DerWerth  von  v«  lässt  ersehen,  dass  t^  von  t.  um  ein  Viel- 
faches oder  Nichtvielfaches  von  2fa\  (a)  verschieden  ist,  je  nacb- 
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dem  t  ein  Vielfaches  oder  Niehtvielfaches  von  (a\  ist,  und  dass 

ein  schicklicher  Werth  von  r  immer  bewirken  kann,    dass   t« 
positiv  und  kleiner  als  2  fn^  (a)  ausfällt. 

Aus  (81)  und  (1)  erhält  man  flir  die  betrachteten  Punkte 

a-.  =  (-iy../,cos;r  ^\ 

z 

(2h       t(ft)l 


[2t,      x{a) 


Der  Charakter  dieser  Punkte  bringt  es  mit  sich,  dass  ftlr 


V 


und  X« 


die  Coordinaten  dieselben  Werthsysteme ,  hingegen  die  Coor- 
^iJnatgeschwindigkeiten  2  Werthsysteme  erhalten,  welche,  wenn 
das  der  Zahl  t.  entsprechende  Werthsystem  der  Coordinatge- 
«ebwindigkeiten  v^  und  t?a  mit 

bezeichnet  wird,  durch  nachstehende  Ausdrücke 


>a. 


(«3> 


angegeben  werden.  Wegen  der  in  (2)  enthaltenen  Relationen 

erhält  die  Schwingungscurve  in  jedem  dieser  Punkte  2  Tangenten, 
deren  Richtungen  gleichfalls  durch  (83)  angegeben  werden» 
H'enn  i?«  gleich  0  ist,  fallen  die  2  Werthsysteme  der  Coordinat- 
{ceschwindigkeiten ,  sowie  die  2  Tangenten  in  einander  zu- 
sammen ;   wenn  hingegen  r«  nicht  gleich  0  ist,  sind  die  2  Werth- 
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»ystenie  der  Coordiuatgeschwindigkeiteii,  sowie  die  2  Tangenten 
von  einander  verschieden. 

Da  die  Zeitzuwäclise  (21)  der  Zeit  (81)  hinzugefügt,  Zeiten 
darstellen,  die  unter  die  Zeiten  (81)  gehören,  so  bezieht  sieh  der 
Ausdruck  (22)  für  die  Zeit  (81)  durchgehends  auf  ^/-Punkte. 
Dieser  Ausdruck  übergeht  nun,  wenn  man  statt  der  Zahl 

t-K2r(^0 

die  derselben  an  Wirkung  in  (22)  gleiche 

darunter  jede  mit  t  gleichgeltende  Zahl  verstanden,  setzt,  in 

.«•«  =  (— lr-'/«oos;:    '*    .  (84) 

Alle  verschiedenen,  einem  bestimmten  t  entsprechenden 
Werthe  von  Xa  in  (84)  können  durch  die  geraden  oder  ungeraden 
(Glieder  der  Reihe 

als  Werthe  von  r  bestimmt  werden,  und  zwar  sind  die  diesen 
Gliedern  entsprechenden  Werthe  von  .r„  sämratlich  von  einander 
verschieden.  Von   den  Gliedeni  dieser  Keihe  sind  aber,    wenn 

(«)-Hl 

{ji\  uugerad  ist,  ^^^^-- — gerad,  und  eben  soviel  ungerad,  und  wenn 

(a)  (u) 

((i\  gerad  ist,  —^  -+-  1  gerad,  und  \y  ungerad.  Die  Zahl  der  ver- 
schiedenen /I-Punkte,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der 
//-Schwingungscurve  angehören,  ist  sonach,  wenn  (a\  ungerad  ist. 


und  wenn  (u'\  gerad  ist, 
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je  nachdem  das  genommene  Werthsystem  der  Coordinaten  .r„ 
einem  geraden^  oder  ungeraden  t  entspricht. 

Da  fttr  die  Zeit  (81)  sowohl  die  Zeitzuwächse  (33),  als  jene 
(70)  der  Zeit  (81)  hinzugefügt,  Zeiten  darstellen,  die  unter  die 
Zeiten  (81)  gehören,  so  beziehen  sich  die  Ausdrucke  (77)  für  die 
Zeit  (81)  gleichfalls  durchgehends  auf  /i-Punkte.  Diese  Aus- 
drücke übergehen  nun,  wenn  man  statt  der  Zahl 

t-^2r  (tf ) 
die  derselben  an  Wirkung  in  (77)  gleiche 


setzty  in 


\  ^^         W  /  (85) 


T.        («), 

Alle  verschiedeneu,  einem  bestimmten  x,  entsprechenden 
Werthsysteme  von  .r„  in  (85)  können  durch  die  geraden,  oder 
angeraden  Glieder  der  Reihe  . 

0,  1,2,...2(«)_1, 

als  Werthe  von  r  bestimmt  werden,  und  zwar  sind  die  diesen 
Gliedern  entsprechenden  Werthsysteme  von  Xa  sämmtlich  von 
einander  verschieden.  Von  den  Gliedern  dieser  Reihe  sind  aber 
(«)  gerad,  und  eben  so\iel  ungerad.  Die  Zahl  der  verschiedenen 
a-Punkte,  welche  einem  bestimmten  Punkte  der  a-Schwingungs- 
curve  angehören,  ist  sonach 

Die  Gleichungen  (82)  liefeni  die  betrachteten  Punkte  in 
der  Ordnung,  in  welcher  sie  vom  schwingenden  Punkte  passirt 
werden ;  die  n — 1  letzten  der  (82)  in  Verbindung  mit  (84)  in 
Gruppen,  die  in  a-Schwingungncurven,  die  erste  der  (82)  in 
Verbindung  mit  (85)  in  Gruppen,    die   in   w-Schwingungscurven 

liegen. 
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Da  nach  jedesmaligein  Zuwachse  des  vum2«  =  2  (aVa) 
dieselben  Werthsysteme  aller  Coordinaten  und  Coordinatge- 
schwindigkeiten  zurttckkehren,  die  vor  demselben  bestanden^ 
so  ist  die  Anzahl  der  t,  die  alle  verschiedenen  Punkte  {S2)  be- 
stimmen können,  gleich 

Die  Punkte  (82)  theilen  wir  ein  in  solche,  deren  v  Vielfaches 
von  fa\  ist,  und  in  solche,  deren  t.  es  nicht  ist.  Für  die  Punkte 
der  ersten  Art  bekommt  man  aus  (82),  wenn  man  statt  t,  1(0) 
und 

setzt, 

(2h      t(6) ) 
.n  =  «.cos.|-^-4-yj, 

(2^      v(ä)1 
j.,  =  «,C08;r|  — -H^^-J; 

und  für  die  Punkte  der  zweiten  Art 

.r«  =  (— l)'^-/i„co8;r^, 

z 


(,87> 


.r*  =  a4C08;r|^^-(-'^']  ,       j^„^|  (88) 


.1«,  =  (tg  COS  t: 


Das  Symbol  rechts  deutet  an,  dass  t  Nichtvielfaches  der  in 
die  Symbolklammer  gefassten  Zahl  sein  soll. 

In  jedem  der  Punkte  (87)  erhält  die  Coordinate 

.fa  (89> 

einen  Maximal-  oder  Miniraalwerth,  und  die  Coordinatgeschwin- 
digkeit 

r«  (90> 
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den  Werth  0.  Wegen  des  letzteren  Fmstandes  erhält  die  Schwin- 
^'ongficurs^e  in  jedem  dieser  Punkte  nach  (83)  nur  Eine  Taugente, 
deren  Richtung  durch 

angegeben  wird,  und  welche  daher  zu  ihrer  Frojection  auf  den 
Coordinatraum  .r„  parallel  ist.  Der  genannten  Eigenschaften 
wegen  wollen  wir  die  Punkte  (87)  a-Uipfel  nennen. 

In  jedem  der  Punkte  (88)  erhält  die  Ooordinate  (89)  nicht 
einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Coordinatgesch win- 
digkeit (90)  nicht  den  Werth  0.  Wegen  des  letzteren  ürastandeK 
erhält  die  Schwingungscurve  in  jedem  dieser  Punkte  2  verschie- 
dene Tangenten,  deren  Richtungen  durch 

augeben  werden,  und  welche  daher  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer 
Projeetion  auf  den  C^oordinatraum  a*a  symmetrisch  sind.  Der  ge- 
nannten Eigenschaften  wegen  wollen  wir  die  Punkte  (88) 
ff-Knoten  nennen. 

Da  die  Anzahl  der  Vielfachen  you  fa\  welche  positiv  und 
kleiner  als  (86)  sind,  2(«)  ist,  und  von  denselben  sich  nur  Eines 
auf  denselben  Punkt  bezieht,  so  ist  die*  Anzahl  aller  verschiedenen 
a-Oipfel 

2(«): 
und  da  die  Anzahl  der  Nichtvielfaehen   von  fa\  welche  positiv 
und  kleiner  als  (86)  sind,  2  (a)  //  —  2  (a)  =  2  [(«)  —  11  (a)  ist,  und 
Ton  denselben  sich  je  zwei  auf  denselben  Punkt  beziehen,  so  ist 
die  Anzahl  aller  verschiedenen  ^(-Knoten 

Die  Anzahl  aller  verschiedenen  «-Punkte  ist  daher 

[(«)-H  ]](«). 
Sitzb.  d.  m«heni.-oAturw.  Cl.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  1<» 
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Die  Anzahl  aller  yerBchiedenen  1-,  2-,. .  .n-Gipfol  igt 

2(l)-4-2f2)-f-...^2(«); 
die  Anzahl  aller  verschiedenen  1-,  2-,. .  .w-Knoten 

.       [(l)-l]0)^[r-^)-l](2)^-•..-H[(«)-l|(«), 
und  die  Anzahl  aller  verschiedenen  1-,  2-,. .  .n-Punkte 

[(1)-^  1](1)-^  [(2)-.- ]](2)-^...H.[(n)-i- !](«). 

Bezieht  man  die  Zeiten  der  n-,  und  6-Punkte  auf  denselben 
Anfangspunkt^  und  sucht  die  Bedingungen  der  Gleichheit  beider 
Zeiten  auf,  so  findet  man  als  eine  der  ersten^  das»  die  Anfangs- 
phasen ta  und  fi  auf  die  Werthformen 

,  _     To    ,  _  .  t; 

gebracht  werden  können,  dass  somit  die  Projeetion  der  Schwin- 
gungscurve  auf  die  Coordinatebene  Xa,b  ^^^^  zusammenfallende 
sei.  Ist  also  die  Projeetion  der  Schwingungscurve  auf  keine 
Coordinatebene  zusammenfallend,  so  sind  alle  besonderen  Punkte 
derselben  von  einander  verschieden. 

§.  6. 
Besondere  Punkte  besonderer  Schwingungscnrven. 

Um  die  besonderen  Punkte  der  Schwingungscurve  kennen 
zu  lernen,  deren  Projeetion  auf  irgend  einen  Coordinatraum  zu- 
sammenfallend ist,  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Projeetion  der 
Schwingungscurve  auf  den  Coordinatraum  x,^  zusanunenfallend 
ist  ohne  dass  die  Projeetion  derselben  auf  den  Coordinatraum 
x^j  es  ist,  unter«,.'  jede  Zeigergruppe  verstanden,  in  welcher 
jene  ««  ganz  begriffen  ist.  Die  Zeiger  der  Schwingungen,  welche 
sich  auf  diese  besondere  Projeetion  beziehen,  mögen  besondere 
Zeiger  genannt,  und  mit 
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bezeichnet  werden.  Eine  beliebige  Gruppe  dieser  Zeiger,  k  an 
<ier  Zahl,  etwa  die  Gruppe 

rt,  Ä, . . .  f 

möge  mit 

jene  der  zugehörigen   Coordinaten    und  Coordinatge«chwindig- 
keiten  mit 

^zeichnet  werden.  Endlich  seien 

.  _      ^-      .  __      ^*  #  _      ^' 

die  Anfangsphasen  der  Schwingungen,  welche  sich  auf  die  be- 
sonderen Zeiger  beziehen. 

Setzt  man  den  Zeitzuwachs  (70),  d.  i. 

welcher  or,»  gar  nicht,  und  i?,^  nur  dem  Zeichen  nach  ändert,  dem 
Zeitzuwachse  (27),  d.  i. 

welcher  ar^^  und  r.^  gar  nicht  ändert,  gleich,  so  erhält  man 
Man  findet  hieraus 


-If     T    ••     T  \^^ \z=l =:J — - 


'^^('•..T'..  — r„n.)=^ 


(91) 

J_  ^^t  ij> _j^     '^Sk     rp    J_   ^g»    rp 

'-^l  (92) 

-2(;;)(^^=2    (^'"-2    (,,)     '•' 

16* 
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wenn 

gesetzt  wird.  In  den  Zeiten  (91)  und  (92)  geht  sonach  der 
schwingende  Punkt  durch  denselben  Punkt  der  Schwingungsbahn 
und  mit  denselben  (\)ordinatgeschwindigkeiten  r^,  hindurch« 
während  die  CoordinatgeschwindJgktMteu  r-^  in  beiden  Zeiten 
numerisch  gleich,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt  sind. 
Die  diesen  Zeiten  entsprechenden  Punkte  der  Schwinguugscurvi» 
wollen  wir  «^t-Punkte  nennen.  Für  die  Zeit  dieser  Punkte  haben 
wir  nach  (91 )  und  (92),  wenn  der  Kllr/e  wegen 

gesetzt  wird,  allgemein 

Bezeichnet  man  den  vorletzten  der  nach  der  'J'heorie  der 

(«xj 
Kettenbrtlche  bestimmten  Näherungswerthe  des  Bruches  -~     mit 

— ,  und  den  Stellenzeiger  dieses  Näherungswerthes  mit  «,  so  er- 

P 

hält  man  fltr  jedes  gegebene  t,  als  i,,  betra<*htet,  das  zugehörige- 
t  >^ ,  aus  der  Formel 

worin 

M,,=  l-+-(— j)'2a («,-)  =  — i -+-(.— J)'-ß(*^-J 

ist.  Der  Werth  von  v»^  lässt  ersehen,  dass  i,^  von  v  um  ein  Viel- 
faches oder  Nichtvielfaclies  von  2fzk\{zu)  verschieden  ist,  je 
nachdem  t  ein  Vielfaches  oder  Nichtvielfaches  von  (zA  ist,  uiiti 
dass  ein  schicklicher  Werth  von  r  immer  bewirken  kann ,  dai^s 
V.  positiv  und  kleiner  als  2(«/,j(«^.)  ausfällt. 
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Aus  (93)  und  (1)  erhält  man  flir  die  betraclitcteu  Punkte 

.?•«  =  (— 3)'-^aC0K  TT  ^^^'\ 
Z 


(94) 


l  /,  z 

Ber  Charakter  dieser  Funkte  als  «^.-Punkte   bringt  eH  mit 
sirli.  (lafts  fttr 

t  und  t,, 

die  Coordinaten  dieselben  Werthsysteme,  hingegen  die  ('oordi- 
nat^esehwindigkeiten  2  Werthsysteme  erhalten,  welche,  wenn 
«las  der  Zahl  v  entspreehende  Werthsystera  der  Coordinatge- 
>ichwindigkeiten  r,,  und  r,,  mit 

^zeichnet  wird,  durch  UHchstehende  Ausdrücke 

^vu.  -^v,,  (95) 


angegeben  werden.  Es  erhält  daher  auch  die  Schwingungscurve 
in  jedem  dieser  Punkte,  als  «j^-Punkte  2  Tangenten,  deren  Rich- 
tungen gleichfalls  durch  (95)  angegeben  werden.  Wenn  jede  der 
<'ftordinatfreschwindigkeiten  r^,  gleich  0  ist,  fallen  die  2  Werth- 
'iv.steme  der  Coordinatgeschwindigkeiten,  sowie  die  2  Tangen- 
t<*n  in  einander  zusammen ;  wenn  hingegen  nicht  jede  der  Coor- 
dinatgegcliwindigkeiten  v^^  gleich  0  ist,  sind  die  2  Werthsysteme 
'ler  Coordinatgeschwindigkeiten ,  so  wie  die  2  Tangenten  von 
einander  verschieden. 
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Da  die  Zeitzuwächse  (27)  der  Zeit  (93)  hinzugeftigt,  Zeiten 
darstellen  y  die  unter  die  Zeiten  (93)  gehören,  so  beziehen  sich 
die  Ausdrücke  (28)  für  die  Zeit  (93)  durchgehends  auf  «i^-Punkte. 
Diese  Ausdrücke  übergehen  nun,  wenn  man  statt 

iL'^2r(Zk) 

as 

r 
setzt,  in 


Xa  =  ( l)^^  a«  cos  K 


r(t% 


(96) 


Xi  =  ( 1  V'  «,  cos  TT 


Die  Zahl  der  verschiedenen  ««-Punkte,  welche  einem  be- 
stimmten Punkte  der  ««-Schwingungscurve  angehören,  ist  daher, 
wenn  (zA  ungerad  ist, 


~2~   ^ 


und  wenn  (««)  gerad  ist, 


^  -^  1  oder  Y  . 

je  nachdem  das  genommene  Werthsystem  der  Coordinaten  .r,, 
einem  geraden  oder  ungeraden  v  entspricht. 

Da  für  die  Zeit  (93)  sowohl  die  Zeitzuwächse  (29),  als  jene 
(70)  der  Zeit  (93)  hinzugefügt,  Zeiten  darstellen,  die  unter  die 
Zeiten  (93)  gehören,  so  beziehen  sich  die  Ausdrücke  (71)  Itlr  die 
Zeit  (98)  gleichfalls  durchgehends  auf  «a- Punkte.  Diese  Aus- 
drücke übergehen  nun,  wenn  man  statt 

v^2r(«,.) 

r 
setzt,  in 
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a:^=(— lr>«,C08  7r--y  , 


a:,=  ( —  1  |*'ö;C08  n 


•2tj    hp)A 


(97) 


x,=  «,co«;rl---H-^^, 


2t.      r{s). 


Die  Zahl  der  verschiedenen  x^-Fankte,  welche  einem  be- 
Dtimmten  Punkte  der  «t-Schwingungscurve  angehören,  ist  daher 

Die  Gleichungen  (94)  liefern  die  betrachteten  Punkte  in  der 
Ordnung ,  in  welcher  sie  vom  schwingenden  Punkte  passirt  wer- 
den ;  die  n — k  letzten  der  (94")  in  Verbindung  mit  (96)  in  Grup- 
pen,  die  in  «t-Schwingungscurven ,  die  k  ersten  in  (94)  in  Ver- 
bindung mit  (97)  in  Gruppen,  die  in  Jt-Schwingungscurven 
liegen. 

Die  Anzahl  der  v,  die  alle  verschiedenen  Punkte  (94)  be- 
Htimmeii  können ,  ist  gleich 

2(  «*)(«*). 

Die  Punkte  (^94)  theileu  wir  ein  in  solche,  deren  v  Viel- 
fache« von  (zij  ist,  und  in  solche,  deren  t  es  nicht  ist.  Ftlr  die 
Funkte  der  ersten  Art  bekommt  man  aus  (94),  wenn  man  statt 
i,  t(*i),  und 

(**)=»' 
(«) 


Z 


setact, 
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,,  MO  (98) 


und  fHr  die  Punkte  der  /weiten  Art 


.Va=  (—  lV-<r„Co8;r->— , 

z 


.r/  =  ( —  l)*^'a,eo8>T  -^^ 


d'p=  rt,,eo8;r    -~ -f- 


:!<,     Mrtl    !(">'  ^'"" 


r,      « 


'  /» 


2^       vU) 


fn  jedem  der  Punkte  (98)  erhält  jede  der  Coordinaten 

(KK)) 

«inen  Maximal-  oder  M iniinalwerth ,  und  jede  der  Coordinatg-e- 
8chwindigkeiten 

(10  n 

den  Werth  0.  Wegen  de»  letzteren  Umstandes  erhält  die  Schwin- 
gungscurve  in  jedem  dieser  Punkte,  als  «^-Punkte  nach  (95)  nur 
Eine  Tangente,  deren  Richtung  durch 

0      ^t* 
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angegeben  wird ,  und  welche  daher  zu  ihrer  Projection  auf  den 
Coordinatraum  .r.^  parallel  ist.  Der  genannten  Eigenschaften 
Nvegen  wollen  wir  die  Punkte  (98)  z^- Gipfel  nennen. 

In  jedem  der  Punkte  (99)  erhält  nicht  jede  der  Coordinaten 
(100)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth ,  und  nicht  jede  der 
foordinatgeschwindigkeiten  (101)  den  Werth  0,  Wegen  des  letz- 
teren Umstandes  erhält  die  Schwingungscurve  in  jedem  dieser 
Punkte,  als  «;.- Punkte  2  verschiedene  Tangenten,  deren  Richtun^ 
^n  durch 


eingegeben  werden,  und  welche  daher  gegen  eine  Parallele  zu 
ihrer  Projection  auf  den  Coordinatraum  ,r,^  symmetrisch  sind. 
Der  genannten  Eigenschaften  wegen  wollen  wir  die  Punkte  (99) 
:4- Knoten  nennen. 

Die  Anzahl  aller  verschiedenen  t^.-(Jipfel  ist 

jene  aller  verschiedenen  «^-Knoten 

die  Anzahl  aller  verschiedenen  t^^.- Punkte  ist  daher 

Die  Anzahl  aller  verschiedenen  Arte  n  der  besonderen 
Punkte  der  Schwingungscurve,  welche  m  besonderen  Zeigern 
entsprechen,  ist  der  Anzahl  aller  Verbindungen  von  ni  Elementen 
zur  ersten  Classe,  also 

2"» I 

jcleich. 

Eine  ähnliche  Betrachtung,  wie  die  zu  Ende  des  vorherge- 
henden §.  angedeutete,  lässt  ersehen,  dass  die  besonderen  Punkte, 
welche  den  besonderen  Zeigern  z^  entsprechen,  von  anderen  be- 
wnderen   Punkten   verschieden   sind;   dagegen  finden  sich   die 
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erBteren  besonderen  Punkte  selbst  mannigfaltig  in  denselben 
Punkten  vor,  so,  dass  mehrfache  besondere  Punkte  entstehen, 
deren  Gesetze  wir  nun  entwickeln  wollen. 

Fttr  die  Zeit  der  z^,-,  «^^-,. . .  «^^-Punkte,  unter 

eine  beHebige  Verbindung  der  m  besonderen  Zeiger  zur  **•"  Classe 
verstanden,  hat  man  nach  (93) 

Die  allgemeine  Bedingung,  unter  welcher  die  Zeiten    \W6) 
einander  gleich  werden,  ist 


( Zk, )  (Zk^        («*.)  K)       '  ' '       (Zu)  (O        z  ' 
wo  der  KUrze  wegen 

(Zk,)  I  «*, ) .  . .  («u)  («it)  =  «  ( 104 ) 

gesetzt  worden  ist,  unter  z,,  eine  Zeigergruppe  verstanden,  die 
aus  der  Vereinigung  aller  Zeigergruppen  (102)  in  Eine  hervor- 
geht. Man  findet  hieraus 

welche  Werthe  jede  der  Zeiten  (103)  in 

t=l^   r  (105) 

^  z 

verwandeln.  Zur  Zeit  (lO.o)  werden  nicht  nur 

Zkry  z,^-y.  .  .t^,-  (H>6) 

Punkte,  sondern  auch 


^/•,-f-X..-i-^i'»     ....... 


(10  7) 
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Punkte  bestehen,  da  die  allgemeine  Bedingung,  unter  welcher 
die  Zeit  (105)  den  Zeiten  dieser  Punkte  gleich  wird ,  gleichfalls 
zur  Zeit  (105)  ftthrt. 

Würden  wir  anstatt  von  den  Verbindungselementen  (102). 
von  beliebigen  andern  Conibinatiouen  besonderer  Zeiger  ausge- 
ben, so  würden  wir  gleichfalls  zu  einer  Zeit  von  der  Fomi  (105), 
in  welcher  da><  zugehörige  %  auf  oine  aus  (104)  und  (102)  er- 
fliehtliche  Weise  auf  diejenigen  Verbindungselemente  einer  Ver- 
bindung besonderer  Zeiger  hinweiset ,  aus  denen  jene  Combina- 
tionen  bestehen,  als  Zeit  derjenigen  besonderen  Punkte,  welche 
durch  diese  Oombinationen  bezeichnet  sind,  gelangen,  und  finden, 
dass  zu  dieser  Zeh  nicht  nur  die  genannten  Punkte,  sondern  auch 
diejenigen  bestehen,  welche  durch  diese  Verbindungselemente, 
80  wie  auch  durch  die  übrigen  Oombinationen  derselben  bezeich- 
net sind.  Die  Zeit  (105)  stellt  sonach  die  Zeit  <ler  mehrfachen 
besonderen  Punkte  allgemein  dar. 

Soll  aber,  unter  «^  <^i»^  beliebige  Combination  der  in   x,, 

m'cJif  hetindlichen  besonderen  Zeiger  verstanden ,  die  Zeit  (105) 

der  Zeit  der  t^i- Punkte  nicht  gleich  sein,   ho  muss  v  Nichtviel- 
faches von 

— ^'tL  ,  108, 


und  «oll,  unter  «^.,  ein  beliebiges  der  Verhindungselejmente  (102), 
und  unter  Zk„  eine  beliebige  andere  (,'ombination  der  in  x^,  be- 
findtieben  Zeiger  verstanden,  die  Zeit  (105)  der  Zeit  der  r^^- 
Funkte  nicht  gleich  sein,  so  muss  t  Nichtvielfaches  von 

^-*')  (109) 


**ein.  Unter  den  durch  (108)  und  (109)  angegebenen  Bedingun- 
^n  werden  zur  Zeit  (105)  nicht  nur  keine 

%i,"  und  %k^r  (1 10) 

Punkte,  sondern  auch  keine  derartigen  bestehen,  die  durch  be- 
liebige f  Kombinationen  der  durch  (HO)  vorgestellten  Zeigergrup- 
pen bezeichnet  sind,  da  die  allgemeine  Bedingung,  unter  welcher 
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die  Zeit  (^105)  den  Zeiten  dieser  Punkte  nicht  gleich  ist,  eine 
nothwendige  Folge  der  Bedingungen  (108)  und  (109)  ist. 

Besteht  zj,  aus  m  Zeigern,  so  f^llt  die  Bedingung  (108),  und 
I)est6ht  Zk,  aus  Einem  Zeiger,  jene  (109)  hinweg. 

Die  der  Zeit  (105)  unter  den  Bedingungen  (108)  und  (109) 
entsprechenden  Punkte  der  Schwingungscurve  vereinigen  sonach 
<len  Charakter  der  Punkte  (106),  sowie  jenen  der  Punkte  (107), 
oder,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  den  Charakter  der 
aus  dei.  Punkten  (102)  combinirten  Punkte  in  sich,  ohne  dass 
denselben  der  Charakter  anderer  besonderen  Punkte  innewohnt. 
Wir  wollen  sie  kurz  z^.,-,  «x,-.  •  • .  «/»-Punkte  nennen. 

Aus  (1(>5)  und  (1)  erhält  man  fllr  die  betrachteten  Punkte 


^(0  i  ^^"^  i 

0  =  (^-IV'<l,cos;:-^^  \     (^^^^1 

2t.    ,    t(Ä) 


.r/>=fr^  cos  r    (-^/         ^^^1         ^  '^^^'^^  ^ 


Das  Symbol  rechts   deutet  auf  die  Bedingungen  (108)  und 
(109)  hin. 

Der  (^harakterencomplex   dieser  Punkte   bringt  es  mit  sich, 
<lass  fUr 

die  Coordinaten  dieselben  Werthsysteme,  hingegen  die  Coordi- 
natgeschwindigkeiten  2^  Werthsysteme  erhalten,  welche,  wenn 
das  der  Zahl  t.  entsprechende  Werthsystem  der  Coordinat^e- 
seil  windigkeiten  i?^^,,  r,^,  . .  .  vxk.n  t?,,  mit 

bezeichnet  wird,  durch  nachstehende  Ausdrücke 
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-H  "+-  ...  -I-  H-  -H 


(112) 


H- 


aiigegebeu  werden.  Es  erhält  daher  auch  die  8ehwinguiig8cur>  e 
in  jedem  dieser  Punkte  2*  Tangenten,  deren  Richtungen  gleich- 
falls durch  (112)  angegeben  werden.  Wenn  in  g  der  (Gruppen 

jede  CoordiuatgeBchwindigkeit  gleich  U  ist,  fallen  je  2^^  Werth- 
systenie  der  Toordinatgeschwindigkeiten,  sowie  je  2'J  Tangenten 
in  einander  zusammen;  wenn  hingegen  in  jeder  der  Gruppen 
(113)  nicht  jede  Ooordinatgeschwindigkeit  gleich  0  ist,  sind  die 
2*  Werthsysteme  der  Coordinatgesch windigkeiten,  sowie  die 
2*  Tangenten  von  einander  verschieden. 
Von  den  Gliedem  der  Zahlenreihe 

0,  J,  2,  ...2t— K  (114) 

welche  als  Werthe  von  t  alle  verschiedenen  Punkte  (^111)  be- 
stimmen können,  sind  zufolge  der  Bedingungen  (108)  und  (109) 
diejenig'eu  auszuschliessen,  welche  Vielfache  irgend  einer  <ler 
Zahlen  sind,  die  durch  die  in  der  Syrabolklammer  stehenden  Aus- 
drücke vorgestellt  sind.  Die  Zahl  der  übrigbleibenden  ergibt  sich 
aus  nachstehender,  in  das  Bereich  der  Arithmetik  gehörenden 
Bcnierknng 

Es  sei 

«  (Hö) 

eine  ganze  Zahl, 

t?;,  v'; (116) 

Faetoren    von    (,115),   von   denen  keiner  Vielfaches   eines   an- 
dern ist,  und  denen  überdies  eine  sogleich  anzugebende  Beschaf- 
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fenheit  zukommt.  Man  ordne  alle  von  einander  verschiedenen 
kleinsten  gemeinBcliaftlichen  Vielfachen  einer,  zweier,  . . .  der 
Zahlen  (116)  so  in  Gruppen  an,  das»  von  den  Zahlen  einer  jeden, 
der  Aten  Gruppe  keine  Vielfaches  einer  andern,  aber  jede 
kleinstes  gemeinschaftlicheVielfachemehrererZahlen  der(  A — 1  )ten, 
also  auch  der  (A — 2)ten  . . .  der  ersten  ist.  Es  seien 

r, ,  r,     .    .    . 
r, ,  r,     .    .    . 


der  Reihe  nach  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Iten, 
2ten, . . .  />ten  Gruppe,  und  es  seien  die  Zahlen  (1 16)  so  beschaflfen, 
dass  jede  Zahl  der  Aten  Gruppe  kleinstes  gemeinschaftliche  Viel- 
fache von  nur  c^^k-i  Zahlen  der  (A — l)ten,  . . .  von  nur  c^^^  Zahlen 
der  zweiten,  und  von  nur  r*,,  Zahlen  der  ersten  Gruppe  ist. 
Setzt  man 


l          z 

..=!,, 

z        z 

—   -i-  -M  4-   .  . 

.  ^*,. 

z 

--*;.; 

ferner 

/■.=> 

/t  =^./i    1 

f3  =  %tft—%t/\->-^ 

«o  ist  die  Zahl  derjenigen  (4Heder  der  Reihe 

0.  1.2,  ...*—l. 
welche  dnrch  keine  der  Zahlen  (116)  tbeilbar  sind,  gleich 

*-/".*.-^-A«,-----^(-i)YpV 
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Wendet  man  diese  Bemerkung  auf  die  Zahl  2z  in  (107)  und 
diejenigen  an,  welehe  durch  die  daselbst  in  der  Symbolklammer 
stehenden  vorgestellt  sind,  indem  man  sich  das  im  zweiten  Theile 
der  Einleitung  Gesagte  in  Erinnerung  bringt,  so  findet  man,  wenn 
man 

2  («*',)  («*'/!  . . .  ('«*v)  («A-hitO  =  («<•)*' .  (J  i  7) 

wo 

eine  beliebige  Verbindung  der  in 

vorkommenden  Zeiger  zur  A'ten  ('lasse,  und 

eine  Zeigergruppe  ist,  die  aus  der  Vereinigung  der  Zeigergruppen 
(118)  in  Eine  hervorgeht  und 

i{^iyh'\(z,),.=  {{z,)\.  (119) 

wo  das  Summenzeichen    sich    auf  h%    nnd  zwar  zwischen  den 
frrenzen  0  und  m — *  bezieht;  ferner 

2  (^«iv.)  («*,;.)   .  .  .  (He\.)  («A, -_*/j  =  («4,)*'  y  (  1 20) 

WO 

zk.,^^zk..,...]zk,','  (121) 

eine  beliebige  Verbindung  der  in 

«*. 
vorkommenden  Zeiger  zur  Ä'ten  Olasse,  und 

eine  Zeigergruppe  ist,  die  aus  der  Vereinigung  der  Zeigergruppen 
il2n  in  Eine  hervorgeht,  und 

l{-irh'\(zj,)^{(z^\  (122) 

wo  da8  Suramenzeiehen    sich   auf  h'   und  zwar   zwischen  den 
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(irenzen  0  und  /:<,— 1  bezieht,  setzt,   das«  die  in  Fra«^e  stehende 
Anzahl  der  (Jlieder  der  Reihe  (114)  gleieh 

ist. 

Gesteht    2^    aus   m    Zeigern  ^    so    erhalten    wir    aus  (117> 
und  (119) 

und  besteht  z^^  aus  Einem  Zeiger,  ist  etwa 

so  erhalten  wir  aus  ^120)  und  (122) 

Zum  liehufe  der  Kintheilung  der  Punkte  (^111)  unterscheiden 
wir  die  zwei  Fälle: 

1.  dass  einige  \  erbindungselemente  der  Verbindung 

blos  aus  Einem  Zeiger  bestehen,  und 

2.  dass  keines  dieser  Verbindungselemente  blos  aus  Einem 
Zeiger  besteht. 

Bestehen  einige  Verbindungselemente  (124)  blos  aus  Einem 
Zeiger,  ist  etwa 

Zk,  =  ff.  Zic,  =  *,...  ^t,  =  /,  0  ^-^^  ) 

also 

SO  theilen  wir  die  Punkte  (111)  zunächst  in   solche   ein,   dereu 
V.  Vielfaches  einer  jeden  der  Zahlen 

ist,  und  in  solche,  deren  v  es  nicht  ist,  eine  Eintheiluug,  welclier 
die  Bedingungen  (108)  und  (109)  nicht  im  Wege  stehen. 
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Für  die  Pankte  der  ersten  Art  bekommt  man  aus  (111),  wenn 
man  statt  x, 

wo  die  Verpflichtung,  den  Bedingungen  (108)  und  (109)  Gentige 
zu  thun,  nun  das  v  in  (127)  übernimmt,  femer 

(«^.•.(*i*)(**)  =  «f^', 


S  =  </)'^' 


setzt, 


[         (^  0 


^.,  =  1-  1  f  «;C08  ;:  ^{,         J  ^-|^^^^         .  (128) 


[n  jedem  dieser  Punkte  erhält  jede  der  Coordinaten 
•«•« ,  a*Ä , . . .  .ty 

einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  jede  der  Coordiuatge- 
schwindigkeiten 

den  Werth  0.  Wegen  des  letzteren  Umstandes  erhält  die  Schwin- 
gungscarve  in  jedem  dieser  Punkte  nach  (112)  nur  2*-^^  ver- 
schiedene Tangenten,  deren  Richtungen  durch 

Sitsb.  d.  m«them.>nmtiinr.  CI.  LXV.  Bd.  II.  Abtb.  17 
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0 
0 
0 

0 
0 


ff' 
0 
0 
0 


V.  S  t  r  z  e  1  e  c  k  i 
.    0-  -f- 

.     O-K  — 

.   0  — 


0       0    ...   0-^ 


angegeben  werden,  von  welchen  daher  eine  jede  zu  ihrer  Pro- 
jection  auf  den  Coordinatraum 

parallel  ist,  und  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
auf  den  zugehörigen  der  Coordinaträume 


sowie  auch  der  Coordinaträume 


(129) 


«''«*,+! -hit,+.-|- . . .  -4-1:*  ? 


oder,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  der  aus  den  Coordi- 
naträumen  (129)  combinirten  Coordinaträume  symmetrisch  sind. 
Die  betrachteten  Punkte  vereinigen  also  den  Charakter  der 
a-,  6-,  . .  ./^-Gipfel,  der  Zk,+,',  «/i,^,-,  . . .  «*A-Knoten,  sowie  der 
daraus  combinirten  Punkte  in  sich.  Da  sich  in  denselben  2^—^ 
verschiedene  Äste  der  Schwingungscurve  schneiden,  so  sind  sie 
2*-^-fache  Punkte.  Fttr  die  Anzahl  aller  verschiedenen  dieser 
Punkte  erhält  man  aus  (128) 

2-'"-''-  {(**^)j  {{zj^)i . . .  K^j,)}  SM  •       (i--^) 

Wenn^  =  A,   also  auch  /i=Ä:  ist,   so  erhält   in  jedem  der 
Punkte  (128)  jede  der  Coordinaten 
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Xa ,  .r* , .  .  .  .r, 

einen  Maximal-  oder  Minimaiwerth,  und  die  Schwingungseurve 
nur  Eine  Tangente,  deren  Richtung  durch 

0,  0,...  0,  V,. 

^gegeben  wird,  und  welche  daher  zu  ihrer  Projection  auf  den 
Coordinatraum 


r. 


parallel  ist.  Die  betrachteten  Punkte  vereinigen  also  den  C\m- 
rakter  der  a-,  6-,  . . .  i-Gipfel,  sowie  der  daraus  combinirten 
Punkte  in  sich.  Fttr  die  Anxahl  aller  verschiedenen  dieser  Punkte 
erhalten  wir  aus  (180) 

Die  Punkte  (^111),  deren  v  nicht  Vielfaches  einer  jeden  der 
Zahlen  (126)  ist,  theilen  wir  weiter  ein  in  solche,  deren  x.  Viel- 
faches einer  jeden  yon  g — 1  der  Zahlen  (126),  etwa  der  Zahlen 

ist,  und  in  solche,  deren  t  es  nicht  ist. 

Für  die  Punkte  der  ersten  Art  bekommt  man  aus  (111), 
wenn  man  stÄtt  v,  ^  («)(*)•  •  •(^)*  ferner 


17* 
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|2^        t(s)   ] 


Eine  der  soeben  angestellten  ähnliche  Analyse  lässt  ersehen, 
dass  in  jedem  dieser  Punkte  jede  der  Coordinaten 

einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve 
2A-^-4-i  verschiedene  Tangenten  erhält,  von  welchen  eine  jede  zu 
ihrer  Projection  auf  den  Coordinatraum 

parallel  ist,  und  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projectiou 
auf  den  zugehörigen  der  Coordinaträunie 

sowie  der  daraus  combiniilen  Coordinaträume  symmetrisch  sincK 
Die  betrachteten  Punkte  vereinigen  also  den  Charakter  der 
«-,  6-, . . .  ^-Gipfel,  der  /-,  t^.,^,-, . . .  «^^k-Knoten,  sowie  der  daraus 
combinirten  Punkte  in  sich.  Sie  sind  2^-^^-^-' -fache  Punkte.  Für 
die  Anzahl  aller  verschiedenen  dieser  Punkte  erhalten  wir 
ans  (123) 

-'-'*-^^[(/:)  -  1]  {(^01  •  •  •  K^i.01  i(**)}  •  ^1^^) 

Wir  unterbrechen  hier  die  Reihe  analoger  Eintheilungeii, 
und  betrachten  nur  noch  das  Endglied  derselben. 
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Die  Punkte  (111),  deren  t  Nichtvielfaches  jeder  von  g — 1 
der  Zahlen  (125),  etwa  der  Zahlen 

ist,  theilen  wir  ein  in  solche,  deren  t  Vielfaches  von 

(?) 

ist,  und  in  solche,  deren  t  es  nicht  ist.  Für  die  Punkte  der  ersten 
Art  bekommt  man  aus  (111),  wenn  man  statt  t^,  v(o),  ferner 

©©■•■(0(!4i.)---fe)(«>)-=- 
setzt, 

^a   =  (~  Ij^'-^^^^^'/la,  /  (^X) 

•n  =  (— l)**«ÄC0S;r-V»  l  '^ 


z 


(!£:) 


JV  =  (—  l)*r«/Cos;r    y  , 


Iq]  (?i''X!l:=^') 


z' 


(*) 


,Vg  =  //,  cos  r. 


l  7-.         t'  , 


(/) 
In  jedem  dieser  Pnnkte  erhält  nur  die  Ooordinate 


iVa 


einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwiugungs  curve 
2*-»  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer 
Projection  auf  den  Coordinatrauni 


^r„ 


))arallel  ist,  und  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
nnf  den  zugehörigen  der  Coordinaträume 


.r^ ,  . . .  iVfy  .rsi-,^, ,  .  . .  .'-tit*» 


i 
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sowie  der  daraus  eombinirten  Coordinaträume  symmetrisch  sind. 
Die  betrachteten  Punkte  vereinigen  also  den  Charakter  der 
a-Gipfel,  der  6-,  .../*-,  t^,^,- ...  «^-Knoten,  sowie  der  daraus 
combinirten  Punkte  in  sich.  Sie  sind  2*~^-fache  Punkte.  Die  An- 
zahl aller  verschiedenen  dieser  Punkte  ist 

Für  die  Punkte  (111)  endlich,  deren  v  Nichtvielfaches  einer 
jeden  der  Zahlen  (126)  ist,  bekommt  man  aus  (111) 

.,.„  =  (- l)-«,.C08.^<^\  i^^i— 


l2t,      t(p) 


J-',  =  «,  COS/T     ' -^ 


{''it.    ■>.{«)] 


In  jedem  dieser  Punkte  erhält  keine  ( 'oordinate  einen  Maxi- 
mal- oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve  2*  verschie- 
dene Tangenten,  von  denen  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer 
Projection  auf  den  zugehörigen  der  Coordinaträume 

,v„ ,  .  .  .  »iy ,  *Vzk^^.t  j  • '  '  *^'ikik » 

sowie  der  daraus  combinirten  Coordinaträume  symmetrisch  siml. 
Die  betrachteten  Punkte  vereinigen  also  den  Charakter  der  /i-, 
•••/'"?  ^A,*i">  •  •  •  ^AA-Knoten,  sowie  der  daraus  combinirten  Punkte 
in  sich.  Sie  sind  2*-fache Punkte.  Die  Anzahl  aller  verschiedenen 
dieser  Punkte  ist 

2-'*-^  [(«)]  - 1]  • .  •  i(/)- 1]  \(^j^\  •  •  •  i(^_iO)  K'*)i  •  ^^^y 

Für  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Punkte  (111),  für  welche, 
die  Relationen  (125)  bestehen,  erhält  man  aus  (130),  132),  .  .  . 
(133)  und  (134),  wenn  die  Summe  der  Zahlen 
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mit  j*„  die  Summe  der  Producte  aus  je  zweien  derselben  mit 
X,, . . .  die  Summe  der  Producte  aus  je  ^—1  derselben  mit  *, , 
endlich  das  Product  aller  derselben  mit  s^  bezeichnet  wird 

Besteht  jedes  der  Verbindungselemente  (12^4)  aus  mehr  als 
Einem  Zeiger,  so  erhält  immer  in  jedem  der  Punkte  (111)  keine 
Coordinate  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth ,  und  die  Schwin- 
gungscurve  2*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  je  zwei 
gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection  auf  den  zugehörigen  der 
CoordinatrÄume 

so  wie  der  daraus  eombinirten  Coordiuaträume  symmetrisch  sind. 
Die  betrachteten  Punkte  sind  sonach  immer  lauter  Bjioten ,  und 
zwar  vereinigen  sie  den  Charakter  der  t^.,-,  j^^-,  . . .  «^^-Knoten, 
so  wie  der  daraus  eombinirten  Punkte  in  sich.  Sie  sind  inumer 
2*-fache  Punkte.  Die  Anzahl  aller  verschiedenen  dieser  Punkte  ist 

Sieht  man  einen  s^- Gipfelpunkt,  als  solchen,  als  einen 
2'-fachen  Punkt  an,  so  sind  ttberhaupt  alle  Punkte  (111)  2*-fache 
Punkte. 

Nachdem  wir  die  allgemeine  Theorie  der  mehrfachen  Punkte 
der  Schwingungscurven  gegeben  haben ,  wollen  wir  die  in  der- 
selben enthaltenen  speciellen  Fälle  betrachten. 

Ist  A=  1,  also 

so   sind  die  Punkte  (111)  2-fache   Punkte.  Die  Formeln  (111) 
öbergehen  in 
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1  M 


Besteht  s^.,  blo»  aus  Einem  Zeiger,  ist  etwa 

«*,  =  «» 


daher 

*  =  («)(«). 
so  übergehen  (135)  in 

.r„  =  (—  1).  „  rt«  cos  R  -V  /  , 

2 


i  («) 


(135) 


(136) 


:?•/  =  (—  ly^ai  C08  t:  -^  , 

-.  =  «.cos.    [y-^^J. 

Die  Punkte  (136)  tbeilen  sich  ein  in  n-6ipfel  und  n-Knoten. 
Die  ersteren  entsprechen  den  t- Werthen ,  welche  Vielfache  von 
(^  sind,  die  letzteren  jenen^  welche  es  nicht  sind.  Für  die  erste- 
ren hat  man,  wenn  man  statt  t.,  t.^«),  femer 

(«)=.' 

setzt, 
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2 


.r;  =  (- 1  )^'/i,C08  ;r  "^^  ,  (        ja)        } 


(2^       t(Ä) 


nad  ftlr  die  letzteren 


2 


.!•/  =  ( —  1 Y'  (ii cos ;:  -^ 


i«)    ) 

'(«£.)  (ff,  sr)f 


.r,  =  ff,co»;r   ^-+--7- 


In  jedem  der  ersteren  erhält  die  Toordinate 


einen  Maximal-  oder  Minimal werth,  und  die  Schwingungsciirve 
Eine  Tangrente,  welche  zu  ihrer  Projection  auf  den  Ooordinat- 
ranm 


parallel  ist;   in  jedem  der  letzteren  erhält  keine  Coordinate  einen 
Maximal-  oder  Minimalwerth ,  und  die  Schwingungscurve  2  ver- 
schiedene Tangenten,  welche  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Pro 
jection  anf  den  Coordinatraum 
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symmetrisch  sind.  Der  ersteren  Punkte  gibt  es 

der  letzteren 

aller  zusammen 

[(«)-+-!]  {(«)} 

verschiedene. 

Besteht  z^.^  aus  mehr  als  Einem  Zeiger,  so  sind  die  Punkte 
(1«)5)  lauter  ;tx,-Knoten.  In  jedem  dieser  Punkte  erhält  keine 
Coordinate  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwin- 
gungscun-e  2  verschiedene  Tangenten,  welche  gegen  eine  Pa- 
rallele zu  ihrer  Projection  auf  den  Coordinatraum 

.«^■^ 
symmetrisch  sind.  Der  Punkte  gibt  es 

verschiedene. 

[st  A=2,  also 

so  sind  die  Punkte  (111)  2*-fache  Punkte.   Die  Formeln  (111) 
übergehen  in 

.!•«=:(— 1)^-««  cos, T-^    , 


.r;--(-l)*'«;COS-^,  j  ^5^.) 


'.  .    .   /_M__) 


(137) 


Xg  =  fif  COS  n 


Digitized  by  VjOOQIC 


Theorie  der  Hchwingungscurven.  2()c-) 

Besteht  jedes  der  Verbindnngselemente 

^xjn,  (138) 

bloß  aus  Eiiieiu  Zeiger,  ist  etwa 

daher 

:  =  («)(A)(«,A), 

m  llbergeheii  (137)  in 

v(/r) 
.r^  =  (—  1  )^-  Ha  <*0J^  r.  -^—  , 


.,,_  ^_1 ,..,,,  eos;r-A-  ,         i^_jct^)_J 
2^       t(.s)l 


(139) 


.r,  =  //,  <M»s  -  .  ^    . 

Die  Punkte  (139)  theilen  sieh  ein  in  «-,  //-(iipfel,  «-Gipfel- 
6-Knoten,  6-Gipfel-ö-Knoten  und  w-,  6-Knoten.  Die  ersten  ent- 
sprechen den  t-Werthen,  welche  Vielfache  einer  jeden  der  Zahlen 

die  zweiten  jenen ,  welche  Vielfache  der  ersten ,  aber  Nichtviel- 
faehe  der  zweiten,  die  dritten  jenen,  welche  Vielfache  der  zweiten, 
aber  Niehtvielfache  der  ersten,  und  die  vierten  jenen,  welche 
Niehtvielfache  einer  jeden  dieser  Zahlen  sind.  Für  die  ersten 
hat  man,  wenn  man  statt  x,  x(a\(lß\  ferner 

Hetzt, 
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.»•4  =  (— IV  •+"*'"««, 


.r,  =(—  lV'«^C08;r 


« 


.»•/  =  —  IVv  «/COS ff  -V  ,         •  7 — r^  V  — ^/ 


■'■/>  =  "P  ^^^  ^   \    r^     -+■ 


.1-,  =  «,  COS  ff    I   y 


2/,      t(.) 


tllr  die  /weiten,  wenn  man  statt  t,  t^«),  ferner 


setzt. 


H') 


{a,0) 


,r,,  =  </^eo8  7r  [     '^-4- 
^  p 


ü*r] 


.r.  =  rt,  cos  ff     I  „  -H  -^  -     ; 

i"\»r  die  dritten,  wenn  inaii  statt  t,i(A),  ferner 

(«)(«,*)  =  *', 

netzt. 
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z 


{2t,      i(»)l 

flnd  flir  die  vierten 

a.'a  =  ( —  1 Y' Ha  eo8  n  -^--  , 


z 


.r«  =  n„  eo8  ;r 


l2t,       ug)] 


^•. 


lu  jedem  der  ersten  erhält  jede  der  Coordinaten 

einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve 
Eine  Tangente,  welche  zu  ihrer  Projection  auf  den  Coordinnt- 
raam 

INirallel  igt ;  in  jedem  der  zweiten  erhält  nur  die  erste  der  Coor- 
dinaten  (140)  einen  Maximal-  oder  Minimal werth ,  und  die 
»Schwingungscurve  2  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine 
jede  zu  ihrer  Projection  auf  den  Coordinatraum 

a^a  (.141) 
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l)arallel  int,    und  beide  gegen  eine  Fnrallele  zu  ihrer  Projection 
jiufden  Coordinatraum 

.n  (142) 

>>ynnnetri8eli  sind;  in  jedem  der  dritten  erliült  nur  die  zweite 
der  ( 'oordijiaten  (140)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und 
die  SchwingungBCurve  2  verschiedene  Tangenten,  von  welchen 
eine  jede  zu  ihrer  Projection  auf  den  Coordinatraum  (142) 
parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
auf  den  Coordinatraum  (141)  symmetrisch  sind,  und  in  jedem 
<ler  vierten  erhält  keine  Coordinate  einen  Maximal-  oder  Minimal - 
wei-tli ,  und  die  Scliwingungscurve  2*  verschiedene  Tangenten, 
von  welchen  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection  auf 
den  zugehörigen  derCoordinaträume  (141),  (142),  sowie  des  dar- 
aus combinirten  Coordinatraumes  symmetrisch  sind.  Der  ersten 
Punkte  gibt  es 


der  zweiten 


der  dritten 


der  vierten 


aller  zusammen 


[(Ä)-i]K//,A);, 

2-fC,,)_J][,6)_r|K«,/>)j; 


verschiedene. 

Besteht  nur  Rines  der  Verbindungselemente  (li\S)  aus  Einem. 
Zeiger,  ist  etwa 

daher 

«  =  («)(**,)(**). 
80ttbergeht  (KJ?)  in 
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.ra=(— lV-f/,,eo8;r-^^ 


v(/)  (  (^^)  j 

Die  Punkte  (143)  theileii  sich  ein  in  rf-Gipfel-tx-^-Knoten  und 
/i-,  Ä^-Knoten.  Die  ersten  entsprechen  den  t-Werthen,  welche 
Vielfache  von  (a)  »ind,  und  die  zweiten  jenen,  welche  es  nicht 
sind.  Fttr  die  ersten  hat  man,  wenn  man  statt  t ,  t  (a),  ferner 


setzt, 


{Zk) 


Xj  =  ( 1  V'ff/COS  K  "—  , 


1  yttl j 


.r,  =  a,  cos ;:  (^I/^  +  '^^)  ,  (  (^^')(i.-v)  ^ 

.r,  =  «r,  cos;:    [  — -f-^-J, 


ODd  för  die  zweiten 
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.r«  =  ( —  1  )*-//«  cos  n  -^-- , 


.r^  =  a,.  cos;:  |  ^^  -f-  -^J  ,        j  (z^^^j  {Zj,-^^)  i 
'.     .   ^    .  [        !(-)  ' 

In  jedem  der  ersten  erhält  nur  die  Coordinate 


einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve 
2  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer  Pro- 
jection  auf  den  Coordinatraum 

parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projectioii 
auf  den  Coordinatraum 

.1^  (145) 

symmetrisch  sind ;  in  jedem  der  zweiten  erhält  keine  Coordinate 
einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve 
2*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  je  zwei  gegen  eine 
Parallele  zu  ihrer  Projection  auf  den  zugehörigen  der  Coordinat- 
räume  (144),  (145),  sowie  des  daraus  combinirten  Coordinat- 
raumes  symmetrisch  sind.  Der  ersten  gibt  es 


der  zweiten 


aller  zusammen 


verschiedene. 
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Besteht  endlich  jedes  der  Verbiiiduiigseleraente  (138)  aas 
mehr  als  Einem  Zeiger,  so  sind  die  Punkte  (137)  s^^-,  i^.^-Knoten. 
In  jedem  derselben  erhält  keine  Coordinate  einen  Maximal-  oder 
Minimalwerthy  nnd  die  Schwingungseurve  2*  verschiedene  Tan- 
j^enten,  von  welchen  je  zwei  gegen  eine  Parallele  anf  den  zuge- 
hörigen der  Coordinaträume 

•'iiL'  •**:*^' 

»owie  des  daraus  eombinirten  Coordinatraunies  symmetrisch  sind. 
Derselben  gibt  es 

rersohiedene. 

Wir  unterbrechen  hier  die  Reihe  analoger  speciellen  Fälle 
mid  betrachten  nur  noch  das  Endglied  derselben. 

Ist  //  =r  ky  also 


50  sind  die  Punkte  (111)  2^ -fache  Punkte.  Die  Formeln  (111) 

v(«) 


flbergehcn  in 


.r^  ~-(  —  1  )^-Wu<*<>^*''^ 


.«V-^-l 


\..-ili>_'      ,H(i, 


lV'«/C08r:    ^    , 

.t%^./,COS.T    1^,     -^       ^-|. 

Die  Punkte  (14())  tlicilen  sich  ein  in  «-,  /;-,...  AGipfel,  a-, 
6-, . .  .  rf-Gipfel-Z-Knoten,  ....  /-Gipfel-«-,  . .  .  ^Z- Knoten,  und 
/i-,  ^-,  ... /-Knoten.  Die  ersten  entsprechen  den  t-Werthen, 
Welche  Vielfache  einer  jeden  der  Zahlen 

hiub.  4.  iiiathcui.-üÄlunr.  Cl.  LXV.  Bd.  IT.  Abth.  1^ 
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die  zweiten  jenen,  welche  Vielfache  jeder  von  k — 1  ersten,  aber 
Nichtvielfache  der  letzten,  ....  die  vorletzten  jenen,  welche 
Vielfache  der  letzten,  aber  Nichtvielfache  jeder  von  k  — 1  ersten, 
und  die  letzten  jenen,  welche  Nichtvielfache  einer  jeden  die- 
ser Zahlen  sind.  Für  die  ersten  hat  man,  wenn  man  statt  x.- , 
x.(a)(b), .  .(i)y  ferner 

{^k)  =  ^^'^, 


S  =  ^'-^'*' 


(0'* 


setzt, 


a^.=  (— 1)«+"  «'*'«,, 


(2tp      t(ü)l 
.r,  =  ff^C08;r[yJ-H-^'J, 

{2t.       i(«)l 
.,,-.  =  «,  cos  ;r    ^-^-,--^j-|; 


ll^^^K^^I       ^^^"'^ 


flu-  die  zweiten,  wenn  man  statt  t,  t  (a)  (Jt) . .  .  (d),  ferner 


setzt, 


Digitized  by  VjOOQIC 


Theorie  der  SchwingnDgrscurren.  271 


(**) 


(2t,       t(«)  1 


t(/)  j  (!*')(**+*')  [       (148^ 


für  die  vorletzten,  wenn  man  statt  x,  t(/),  ferner 


seizt. 


.r«  =  ( 1 Y"  üa  cos  TT  -^  . 

z 


(^*) 


« 


.,V  =  (-1)-«,C08.^,  (  ■  >        (149' 


2 


(2tp      t(p)i 


" '^"""'TV      ^^-'- 


0 

(2t.      i(g)\ 
./•..-=«,  cos  ;r  1^—-+-  -^^J, 


® 


oiul  ftir  die  letzten 


18* 


Digitized  by  VjOOQIC 


272  V.  S  t  r  z  e  1  e  c  k  i. 


j'i  =  (—iy'ai cos  ;:  ^  ,  | 


[2t  ^      x{p)] 

.tf^COR-|-,^,^-l--^j, 


.^^ 


|2^      t(Ä)l  I 

j-,  =  ^f,  cos  ;r  I y -I-   -^j.  ^t  ) 

In  jedem  der  ersten  erhält  jede  der  Coordinaten 
^•«, t\ 

einen  Maximal-  oder  Miniraalwerth ,  und  die  Seliwinyun^scurve 
Kine  Tangente,  welche  zu  ihrer  Projection  auf  den  Coordinat- 
raum 

parallel  ist;  in  jedem  der  /.weiten  erhält  nur  jede  der  Koordi- 
naten 

einen  Maximal-  oder  Minimalwerth ,  und  die  Schwingun^seurrci 
2  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  /u  ihrer  Pro- 
jektion auf  den  Coordinatraum 


'i\ 


•r,  .     .    .  rf 


parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
;mf  den  Coordinatraum 

>}rnmetri8ch  sind; in  jedem  der  vorletzten  erhält  nur  <lio 

( 'oordinate 

i*iiien  Maximal-  oder  Mi-nimalwerth,  und  die  Sehwingungscurvr«^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


Theorie  der  Schwingungscurven.  27^) 

2i-i  rersehiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer 
IVojection  auf  den  Coordinatranm 

parallel  ist,  und  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
auf  den  zugehörigen  der  Coordinaträume    ' 

80  wie  der  daraus  eombinirten  Coordinaträume  symmetrisch  sind, 
I  imd  in  jedem  der  letzten  erhält  keine  Coordinate  einen  Maximal- 

oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve  2^  verschiedene 
'  Tangenten,  von  welchen  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer 

Projection  auf  den  zugehörigen  der  Coordinaträume 


»0  wie  der  daraus  eombinirten  Coordinaträume  symmetrisch  sind. 
Der  ersten  gibt  es 

2|(**)},  (151) 

der  zweiten 

[0-l]K^.){,  (152) 

der  vorletzten 

^-i*-V[(a)-l]...[(d)-l]{iz,)\,  (ir>3) 

der  letzten 

,-(*-!)  [(«)  -  1] . . .  [(d)  _  1]  [0  -  1]  {(z,)|  (154) 

aller  scnsammeu 

2-.*-,)  [(«)  -f.  1] .  .  .  [(rf)  -4-  1]  [(f)  -H  1]  |(z*)}  (15Ö) 

verschiedene. 


Wen«  h=k  =  7n, 

.=(«)(*)... (rf)  (/)(..) 
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ist,  so  tibergehen  (146),  (147),  (148) . . .  (149)  und  (150)  der 
Reihe  nach  in 


Xa  =  (—  1)*-  da  COS  TT  -^^  , 

Z 


.Vi  =  ( —  1)*/  Ö/C08  71  -^  , 

z 

\2t,      v(«)l 
X,  =  a,  cos  w  l^y  -»-  -^-<J  ; 

|'2<.      t,(8)l 


.r,  =  (_l)»;«,C08;r^, 


(-2^        v(«)  1 
.r.  =  «.cos;r|---H^J; 


i(D5 
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.rrf  =  (— l)^-«e^C08;r^, 


t(rt) 

.l-„  =  ( lY-  Ha  COS  >r  -^^  , 

z 


.f/  =  ( —  IV  / «/  cos  .r  --^ , 


\    .        .    .      ((^) 

.V.  =  rt.  cos  T  I  y  -t-  ^  J  » 
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wi,  und  (If)!),  (152).. .  .(158),  (154)  und  (155)  übergehen  in 

2G-»), 
[0-l](^-»)< 


2-(-)[(«)-l]...[(rf)_l][(/)_l](a 
2-("-.)  [(«)  -^  1] . . .  [(rf)  _H  1]  [(/)  H-  1]  (.„). 

Der  Fall,  dass  m  =  n,  also  die  Schwingungscun-c  selbst 
zusammenfallend  ist,  verdient  eine  besondere  Erwähnung. 

In  diesem  Falle  besitzt  die  Schwingiingscurve  ihrer  Beson- 
derheit zufolge  in  jedem  ihrer  Punkte  einen  2-fachen  Punkt 
mit  2  Tangenten  von  gerade  entgegengesetzter  Richtung,  d.  i. 
einen  Zn'Pnnkt  Daraus  folgt: 

1.  dass  mit  jedem  ir;t-Punktc  der  betrachteten  Curve  immer 
ein  sr^-Punkt  zusammenföllt,  was  auch  aus  dem  Umstände  sich 
ergibt,  dass  die  Zeit  des  letzteren  auch  durch  (93)  ausgedrückt 
wird,  indem  ftlr  denselben  nur  die  Factoren  von  z  gegen  ein- 
ander die  Rolle  austauschen ; 

2.  dass  für  die  2*-fachen  besonderen  Punkte  derselben  die 
Verbindung  (102)  nothwendig  eine  solche  ist,  in  welcher  alle 
Zeiger  in  (1)  vorkommen,  und 

3.  dass  fttr  diese  Punkte  der  kleinste  Werth  von  ä,  2  ist. 
Da 

(.,)  =  (.,)  =  ] 

wird,  so  erhält  z  in  (104)  die  Form 


wo  nothwendig 
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i8t,  und  Zk  eine  Zeigergrnppe  vorstellt,  die  aus  der  Vereinigung 
der  Zeigergruppen 

^*,  i  *^-,  I  •  •  •  rti^t 
in  Eine  herA'orgeht. 

Die  Formeln  (111)  übergehen  in 

.r,  =( — IVifl,  coS7r-->-^, 

.X-«  =  (—  1)"^  «»  C08  7t  -^^  , 

wo  die  Zahl  in  der  Symbolklammer  auf  die  erste  der  Formen 
(156)  zu  bezieben  ist 
Ist  A  =  2,  also 

so  sind  die  Punkte  (157)  2*-fache  Punkte.  Die  Fonneln  (157) 
übergeben  in 

,r,  =  (— l)*.(ijCOS;c^\  (        ^<)        ] 

'.      H'H    c-^"' 

4-,  =  (—  1)^  -  a»  COR  r  -^ ,      (  («r  )(«*+*')  \ 

Besteht  s*,  Mos  »"s  Einem  Zeiger,  ist  etwa 

s*,  =  ö. 
daher 

*  =  («)(«)' 
w  flbergehen  (158)  in 

ar^=(—  l)^"ff„co».T  ^y- . 
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Die  Punkte  (159)  theilen  sich  ein  in  a-Gipfel-  a-Enoten,  und 
rt-,  r/ -Knoten.  Die  ersteren  entsprechen  den  v-Werthen,  welche 
Vielfache  von  (a)  sind,  die  letzteren  jenen,  welche  es  nicht  sind. 

Für  die  ersteren  hat  man,  wenn  man  statt  v,  t(aj ,  femer 

setzt, 


*a> 


•n = (—  !)*•  «j  cos  TT  -V  > 

Z 


.r,  =  (— lV'a,cos;r-^; 

z 


(        («) 


und  flir  die  letzteren 

)(«£)  («,«*')[ 

^.^  =  (_l)..«„cos;r^.      (       ö       ) 
^       ^  z 

In  jedem  der  ersteren  erhält  nur  die  Coordinate  o/«  einen 
Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve  2  ver- 
schiedene Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer  Projection 
auf  den  Coordinatraum 

parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projeetioii 
auf  die  Coordinataxe 


symmetrisch  sind,  welche  daher  ein  Paar  bilden,  das  gerad  ent- 
gegengesetzte Richtungen  besitzt;  in  jedem  der  letzteren  erhält 
keine  der  Coordinaten  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  uucl 
die  Schwingungscurve  2*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen 
je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection  auf  den  zuge- 
hörigen der  Coordinaträume 
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sowie  des  daraus  combinirtcn  Coordiiiatraumes  symmetrisch  sind, 
welche  daher  2  Paare  bilden,  von  denen  jedes  gerad  entgegenge- 
setzte Riehtungen  besitzt.  Der  ersteren  Punkte  gibt  es 


der  letzteren 


aller  zusammen 


verschiedene. 

Besteht  z^^  aus  mehr  als  Einem  Zeiger,  so  sind  die  Punkte 
tlo8)  zt^'y  «i-Knoten.  In  jedem  derselben  erhält  keine  der  Coor- 
dinaten  einen  Maximal-  oder  Minmalwei*th;  und  die  Schwingungs- 
carFe2*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  je  zwei  gegen  eine 
Parallele  zu  ihrer  Projection  auf  den  zugehörigen  der  Coordinat- 
rä'nme 

sowie  des  daraus  combinirten  Coordinatraumes  symmetrisch  sind, 
welche  daher  2  Paare  bilden,  von  denen  jedes  gerad  entgegen- 
gesetzte Richtungen  besitzt.  Der  Punkte  gibt  es 

2-M(*i.)!K**)} 

.  verschiedene. 

Aus  der  Reihe  analoger  speciellen  Fälle  heben  wir  noch  das 
Kodglied  hervor. 

Ist  h  =  w,  also 

.  =  (1)(2)...(«-^1)(;^), 

M)  sind  die  Punkte  (157)  2" -fache  Punkte.  Die  Formeln  (157) 
übergehen  in 
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.r,  =  (— IV" /In  008  ;r 


t(//) 


Die  rnnkte  (IGU)  theilen  sieh  ein  in   1-,   2-, .  . .  w-(fipfel, 

J-,    2- w—1 -Gipfel -w-Knoten, w-Gipfel-    1-,   2-,... 

//— 1-Knoten,  und  1-,  2-, . . .  ?i-Knoten.  Die  ersten  entspreeheii 
den   t-Wertlien,    welche    Vielfache   einer  jeden   der  Zahlen 

die  zweiten  jenen,  welche  Vielfache  einer  jeden  von  ?i — 1  ersten, 

aber  Nicht\ielfache  der    letzten , die   vorletzten   jenen, 

welche  Vielfache  der  letzten,  aber  Nicht\'ielfache  einer  jeden  von 
w — 1  ersten,  die  letzten  jenen,  welche  Nichtvielfaehe  einer  jeden 
dieser  Zahlen  sind.  Für  die  ersten  hat  man,  wenn  man  statt  t , 
1(1) (2). .  .(w)  setzt, 

.r,=:(— l)^i-+-*^»)//,, 
(H>1) 

filr  die  zweiten,  wenn  man  statt  t,  t  ^1)  f2j  . . .  (n — 1)  ferner 


z^ 


(n-i) 


^  =  („_i)t'.-.i 


M't/t, 

.r„_,  =  (-  l)''"-'-^-(»-')'"-"fl„_, ,         {(«)} 
.r,.  =  (-iy-fl„C08;r^^,; 
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für  die  vorletzten,  wenn  man  statt  v,  v  (//j,  ferner 


setzt, 


Hml  für  die  letzten 


1^  "-•  ^/,,^,  (M)S  .T  — ; ,       f  (  ,/  _  1  )  ^ 


VI/«)  i    '    1 


In  jedem  der  ersten  erhält  jede  der  Coordinaten  einen  Maxi- 
mal- oder  Miuimalwertli,  und  die  8chwing:nn^seQrve  eine  Tan- 
A'erife,  welehe  zu  ihrer  Projection  auf  den  Coordinatraun* 

il.  i.  auf  den  Coordinatursprung  parallel  b<t,  daher  eine  unb»'- 
k^tiniin  t  c  Richtung  besitzt;  in  jedem  der  zweiten  erhält  nur  jede 
der  Coordinaten 

t'inen  Maxiuial-  oder  Minimalwe4'th,  und  die  Seh\Yiu^un';>ieurvr 
2  vensehiedene  Tangeuten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer  Pro- 
jection auf  die  Coordinataxe 
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parallel  ist,  und  beide  gegeu  eine  Parallele  zu  ihrer  Projectioii 
auf  den  Coordinatraum 

symmetrisch  sind,  welche  daher  ein  Paar  bilden,  das  gerad  ent- 
gegengesetzte Richtungen  besitzt, in  jedem  der  vorletzten 

erhält  nur  die  Coordinatc 

einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  SchwingungscurTc 
2«— 1  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer 
Projection  auf  den  Coordinatraum 


parallel  ist,  und  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
auf  den  zugehörigen  der  CoordinatrHume 

sowie  der  daraus  combinirten  Coordinatränme  symmetrisch  sind, 
welche  daher  2'»-2  Paare  bilden,  von  denen  jedes  gerad  entge- 
gengesetzte Richtungen  besitzt,  und  in  jedem  der  letzten  erhält 
keine  der  Coordinaten  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und 
die  Schwingungscurve  2'*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen 
je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection  auf  den  zuge- 
hörigen der  Coordinatränme 

.r, ,  .rj,  . .  .  .r„-i,  .r,^, 

si>wie  der  daraus  combinirten  CoordinatrHume  symmetrisch  sind. 
welche  daher  2"~*  Paare  bilden,  von  denen  jedes  gerad  entg-e- 
gengesetzte  Richtungen  besitzt.  Der  ersten  Punkte  gibt  es 


der  zweiten 


( ;/ )  —  1 , 


der  vorletzten 


Digitized  by  VjOOQIC 


Theorie  der  Schwingungscurven.  283 

2-('.-)[(l)-l][(2)-l]...[(«-J)-lJ, 
(I     letzten 

2-(-.,  [(1)  _  1]  [(2)  -  1] . . .  [(«-1)  -  1]  [(n)  - 1] ; 
aller  zusammen 

verschiedene. 

Aus  den  angegebenen  Eigenschaften  der  zwei  1-,  2-, . .  ,n- 
Gipfelpnnkte  schliessen  wir,  dass  in  jedem  derselben  der  schwin- 
gende Punkt  auf  den  vor  denselben  beschriebenen  Schwingungs- 
ast rttckkehrt,  welcher  Eigenschaft  wegen  wir  diese  zwei 
Gipfelpunkte  Hörner  der  betrachteten  Schwinguugscurve  nen- 
nen wollen.  Für  dieselben  erhalten  wir  aus  (161) 


.ri  =  (—!)*»«,,         .r,  =  (-  ly^-^^'Ut 


1  > 


Zum  Beschluss  der  Theorie  der  besonderen  Punkte  der 
Schwingungscurve ,  deren  Projection  auf  den  Coordinatraum  .v,^ 
zusammenfallend  ist,  ohne  dass  die  Projection  derselben  auf  den 
Coordinatraum  ,r,„.  es  ist,  wollen  wir  noch  sagen,  wie  viel  Ar- 
ten 2*-facher  Punkte  es  in  derselben  gibt,  welche  dui-ch  die  auf 
die  genannte  Projection  sich  beziehenden  besonderen  Zeiger 
veranlasst  werden. 

Wenn  »kw  ist,  so  können  die  Zeigergruppen  (102)  einer 
beliebigen  Verbindung  der  m  besonderen  Zeiger  zur  A'«»  Classe 
entnommen  werden.  Die  Anzahl  Au  aller  Arten  2*.facher  Punkte 
in  der  betrachteten  Schwinguugscurve  ist  daher  der  Anzahl  aller 
Verbindungen  von  m  Elementen  zur  ä*®°  Classe,  also 


h\L^k,\k,\...h\{m-k)\  ^jg^^^ 

S^leicb.  Aus  (162)  haben  wir  sonach  fMr  die  Anzahl  aller  Arten 
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2*-,   2'-, . . .  2"*-facher  Punkte  in  dieser  SchwinguugscuiTe  der 
Reihe  nach 

^    V  ^'''  ^    Vm 

4   _    ^   V ^_ 


Wenn  m^=^H  ijst,  so  können  die  Zcigergi'uppen  {102)  nur 
einer  derartigen  V'erbindung  der  n  besonderen  Zeiger  zur  /t*«'* 
dasse  entnommen  werden,  in  welcher  alle  n  Zeiger  vorkommen. 
Die  Anzahl  A,,  aller  Arten  2'*-tacher  Punkte  ist  daher  der  Anzahl 
aller  derartigen  Verbindungen  von  n  Elementen  zur  A^«"  Classe, 
in  deren  jeder  alle  Zeiger  vorkommen,  also 

4 ,  ^  w-  =  — 1-  -  V ^(«zLlll 

_!__[/,«-._,.-., ,/,_rr-.-^...-H(_])*-.| 

gleich.  Aus  (lOt-J)  haben  wir  sonach  fUr  die  Anzahl  aller  Arten 
2^-,  2^-,  .  . .  2'*-facher  Punkte  in  der  zusannnenfallenden  Schwin- 
^ungscurve  der  Keihe  nach 


A 


\L^k'{n—\—k]\~\  l^"  ^' 


*        1  \:^k.\{n—\—k) 


•  •» - 2 \Lk;\k,\j;r~\ -k)\- 2 ! i'^       ^'^^    ^ 'J' 

i //  —  1 ) ! '  ^  ^^  ^  ^ 

Die  Vergleichung  von  (162)  mit  (lt)5)  zeigt,  das»  die  Anzahl 
aller  Arten  2''-facher  Punkte  in  der  zusammenfallenden  Schwiu- 
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g^angscurve  gleich  ist  der  Anzahl  aller  Arten  2*-^-iächer  Punkte 
in  einer  solchen  verwandten  Schwinguugscurve,  deren  Projection 
anf  den  Coordinatranm  ar^,.i  zusammenfallend  ist,  ohne  dass  die 
Schwingungscurve  selbst  es  ist. 

Was  die  besonderen  Punkte  einer  »Schwingungscurve  anbe- 
langt, deren  Projection  auf  irgend  einen  Coordinatranm  doppelt 
symmetrisch  ist,  so  bieten  dieselben  zu  keiner  besonderen 
Untersuchung  Veranlassung. 


§.7. 

TOnflnsB  gewisser  Änderungen  der  Anfangsphasen  auf 
die  Oestalt  der  Schwingungscurve. 

In  den  bisherigen  Untersuchungen  haben  wir  die  Anfangs- 
]}hasen 

t,,t^..-Ja  064) 

als  constant,  und  die  Zeit 

t  (165) 

als  veränderlich  angesehen.  Wir  heben  nun  die  Veränderlichkeit 
der  Zeit  (165)  auf,  und  sehen  die  Anfangspbasen  (164)  als  ver- 
änderlich an. 

Eine  Änderung  sämmtlicher  Anfangsphasen  (164)  um 
einerlei  Betrag  bewirkt  keine  Änderung  der  Gestalt  der 
Schwingungscurve,  da  dieselbe  in  den  Gleichungen  (1)  bloss  die 
Wirkung  nach  sich  zieht,  wie  eine  gleiche  Änderung  der  Zeit 
il65)  ohne  Änderung  der  Anfangsphasen  (164).  Daraus  folgt, 
dass  sämmtliche  Anfangsphasen  um  einerlei  Betrag  geändert 
werden  können,  ohne  dass  die  Gestalt  der  Schwingungscurve 
eine  Änderung  erleidet. 

Eine  Änderung  der  Gestalt    der  Schwingungscurve  kann 

'^nach  nur  durch  solche  Änderungen  der  Anfangsphasen  be- 

wiAt  werden,  welche  nicht  sämmtlich  einander  gleich 

«ind.  Wir  werden  hier  nur  die  Wirkungen  nachstehender  Ände- 

'  rongen  der  Anfangsphasen 

sab.  d.  mfttbem.natarv.  Cl.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  1-^ 
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TT  T 

A^«=--r/-/  — 2^,-H^, 

auf  die  Gestalt  der  Schwingungscurve  naher  untersuchen. 

Die  Änderungen  (166)  der  Anfangsphasen  üben  der  so  eben 
gemachten  Bemerkung  zufolge  dieselbe  Wirkung  auf  die  Ge- 
stalt der  Schwingungscurve  aus,  wie  die  aus  (3)  hervorgehenden 
Änderungen  der  Anfangsphasen 


T  TT 


M 


Letztere    bewirken    zufolge    (5),    dass   der    schwingende 
Punkt,  der  vor  denselben  zur  Zeit  t  den  Punkt 

0?,,  a\,,  ...r„  (16^) 

mit  den  Coordinatgesehwindigkeitcn 

passirt,  in  derselben  Zeit  in  den  Punkt 

(— ir..r,,  (— ly^o-,,. . .(— i^-r« 

mit  den  Coordinatgesehwindigkeiten 

gelangt. 

Erwägt  man,  dass  jedem  Punkte  (9)  der  Schwingungscurve 
der  symmetrische  Punkt  (17)  nothwendig  entspricht,  so  gelangt 
man  zur  Überzeugung,  dass  die  Änderungen  (166)  der  Anfangs- 
phasen, wenn  die  r  entweder  alle  gerad,  oder  mit  den  Schv^^in- 
gungszahlen  (16)  gleichgeltend  sind,  die  Gestalt  der  Schwin- 
gungscurv^e  nicht  ändern ,  wenn  aber  die  r  anders  beschaflFeiie 
ganze  Zahlen  sind,  dieselbe  in  ihre  Symmetriecurve  in  Bezug-  a.uf 
ihre  Projection  auf  den  Coordinatraum,  auf  welchen  sich  die  ge- 
raden der  r  beziehen,  verwandeln.   Da  jedem  Punkte  (9)    cLer 
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doppelt  symmetrischen  Schwingungscurve  nebst  dem  symmetri- 
schen Punkte  (17),  noch  die  symmetrischen  Punkte  (44)  und  (48) 
entsprechen,  so  wird  die  Gestalt  derselben  auch  durch  diejenigen 
Änderungen  (166)  der  Anfangsphasen  nicht  geändert,  deren  r 
mit  den  Exponenten  in  (44)  und  (48)  gleichgeltend  sind. 

Der  verschiedenen  Punkte  mit  numerisch  gleichen  Coordi- 
iiaten  gibt  es  in  einem  w-axigen  Coordinatsysteme 

1 +(:;)-+-(?)+.  ••^(:i)=2«. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  eine  jede  Schwingungscurve  zwei 
so  beschaffene  Punkte  nothwendig  aufnimmt,  ersehen  wir,  dass 
einer  jeden  Schwingungscurve  sich  im  Allgemeinen 

2«-^  — 1 

verschiedene  ver\vandte  symmetrische  zuordnen,  deren  Anfangs- 
phasen von  jenen  der  ersteren  um  Werthe  von  den  Formen  (166) 
verschieden  sind.  Der  doppelt  symmetrischen  Schwingungscurve 
ordnen  sich  nur 

verschiedene  verwandte  symmetrische  zu. 

Was  die  Änderungen  (167)  der  Anfangsphasen  anbelangt, 
so  üben  sie  dieselbe  Wirkung  auf  die  Gestalt  der  Schwingungs- 
curve aus,  wie  die  aus  (4)  hervorhergehenden. Änderungen  der 
Aii£angsphasen 

Letztere  bewirken  zufolge  (6),  dass  der  schwingende 
Punkt,  der  vor  denselben  den  Punkt  (168)  mit  den  Coordinatge- 
sehwindigkeiten  (169)  passirt,  in  derselben  Zeit  in  den  Punkt 

(—  ly^ar^ ,  ( — ly^  x^, .  •  •  (-  ly-'^ 

mit  den  Coordinatgeschwindigkeiten 

-(_  1)-.  i?, ,  — (~  l)-a r„  ...-(— l)'-"  r,. 

19* 
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gelangt.  Die  Änderungen  (167)  der  Anfangsphasen  ertheilen  so- 
nach der  Schwingungscurve  dieselben  Gestaltsänderungen,  wie 
die  Änderungen  (166)  der  Anfangsphasen,  deren  r  mit  jenen  in 
(167)  gleichgeltend  sind,  nur  bewirken  sie  wegen  Umkehrung 
der  Richtung  sämmtlicher  Coordinatgeschwindigkeiten,  dass  die 
Schwingungscurve  im  entgesetzten  Sinne  vom  schwingenden 
Punkte  durchwandert  wird. 


§.  8. 
Specieller  Fall. 

Um  die  vorgetragene  Theorie  der  Schwingungscurven  durch 
ein  Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir  die  Schwingungscurve,  wel- 
cher drei  elementare  Schwingungen  zu  Grunde  liegen,  näher 
betrachten. 

Die  Coordinaten  des  der  Zeit  t  entsprechenden  Punktes  der 
CuiTC  sind 


o^j  =  a^  cos  27: 


t-^t 


T,     ' 


•^•«  =  «»cos27r-y— «, 
a;3=«3C082;r-^, 

^3 

und  die  derselben  Zeit  entsprechenden  Coordinatgeschwindig- 
keiten des  schwingenden  Punktes 

i.,  =  -c,8in2;r^^,  (170) 

^3 

Die  CuiTe  ist  ein  endlicher,  geschlossener  Linienzug,  der 
vom  schwingenden  Punkte  in  der  Zeit 


r,  (i7i;) 
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und  im  durch  (170)  angegebenen  Sinne  einmal  umlaufen  wird. 
Dieselbe  ist,  wenn  von  den  Sehwingungszablen 

(1),  (2),  (3)  (172) 

zweie  gerad  sind,  in  Bezug  auf  ihre  Projeetion  auf  die  Coordi- 
natebene,  auf  welche  sich  diese  geraden  Schwingungszahlen  be- 
ziehen, wenn  nur  Eine  gerad  ist,  in  Bezug  auf  ihre  Projeetion  auf 
die  Coordinataxe,  auf  welche  sich  diese  gerade  Schwingungszahl 
bezieht,  und  wenn  keine  gerad  ist,  in  Bezug  auf  ihre  Projeetion 
auf  den  Coordinatursprung  symmetrisch.  Im  letzten  der  ge- 
nannten Fälle  besitzt  dieselbe  einen  Mittelpunkt  im  Ursprünge 
der  Coordinaten. 

Die  Projeetion  der  Schwingungscurve  auf  die  Coordinat- 
ebene  Xa  wird  von  der  Projeetion  des  schwingenden  Punktes  in 
der  Zeit 


einmal,  also  in  der  Zeit  (171),  (a)mal  umlaufen.  Dieselbe  ist, 
wenn  von  den  Schwingungszahlen 

(a,  {c)a  (l7:-5) 

Eine  gerad  ist,  in  Bezug  auf  ihre  Projeetion  auf  die  Coordinataxe, 
auf  welche  sich  diese  gerade  Schwingungszahl  bezieht,  und  wenn 
keine  gerad  ist,  in  Bezug  auf  ihre  Projeetion  auf  den  Coordinat- 
ursprung synunetrisch.  Im  letzten  der  genannten  FHlle  besitzt  die- 
selbe einen  Mittelpunkt  im  Ursprünge  der  Coordinaten. 

Die  Schwingungscurve  ist  in  Bezug  auf  sich  selbst  eine  be- 
sondere, wenn  die  Anfangsphasen  die  Werthformen 

T  T  T 

^=^1  ~^'^Uy  ^«  =  ^t  4  "^^0?  ^.i^=^3  4^"^^ü 

besitzen,  und  zwar  ist  sie  zusammenfallend,  wenn  die  v.  entweder 
alle  grerad,  oder  mit  den  Schwingungszahlen  (172)  gleichgeltend 
sind,  hingegen  doppelt  symmetrisch,  wenn  die  i.  anders  be- 
schaffene ganze  Zahlen  sind.  Bei  einer  der  betrefifenden  beson- 
deren Schwingungscurve  entsprechenden  natürlichen  Zeitzähluug 
sind  die  Anfangsphasen  der  zusammenfallenden  Schwingungscurve 
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t  —-L    ^     t  — t   ^     t  —t    ^ 
und  der  doppelt  symmetrischen 


wo  für  die  zusammenfallende  Schwingungscurve  die  t  beliebige 
ganze  Zahlen  sind. 

Die  Schwingungscurve  ist  in  Bezug  auf  ihre  Projection  auf 
die  Coordinatebene  ^r«  eine  besondere,  wenn  die  Anfangsphasen 
tf,  und  fc  die  Werthformen 

besitzen,  und  zwar  ist  diese  Projection  zusammenfallend,  wenn 
die  X.  entweder  beide  gerad ,  oder  mit  den  Schwingungszahlen 
(173)  gleichgeltend  sind,  hingegen  doppelt  symmetrisch,  wenn 
die  X.  anders  beschaflfene  ganze  Zahlen  sind.  Bei  einer  der  be- 
treflFenden  besonderen  Projection  entsprechenden  natürlichen 
Zeitzählung  sind  die  Anfangsphasen  der  zusammenfallenden 
Projection 

.  __      ^*     .  _     ^^ 

*  ft  —  ^  *  "^  '  ^  —  ^<?  "9"  > 

und  der  doppelt  symmetrischen 

WO  für  die  zusammenfallende  Projection  die  t  beliebige  ganze 
Zahlen  sind. 

Einem  bestimmten  Punkte  der  «-SchwingungscuiTe  gehören, 
wenn  diese  Projection  nicht  zusammenfallend  ist, 

und  wenn  sie  zusammenfallend  ist,  ohne  dass  die  Schwiugungs- 
cuiTe  selbst  es  ist. 
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2(«), 

und  einem  bestimmten  Punkte  dei  a-Schwingungscurve,  wenn  die 
Schwingnngscurve  selbst  nicht  zusammenfallend  ist 

2(fl) 

verschiedene  Punkte  der  Schwingnngscurve  im  Allgemeinen  an. 
Die  ersteren  liegen  in  einer  a- Schwingnngscurve,  die  letzteren  in 
einer  «-Schwingungscurve,  und  zwar  gleichzeitig  in  2(a)b, 
6-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  (Aj  enthält,  oder  in  (a)^ , 
Ä-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  2(6)  aufnimmt,  je  nach- 
dem die  6-Schwingungscurve  nicht  zusammenfallend,  oder  zu- 
sammenfallend ist,  und  in  2(a\,  £?-Schwingungscurven,  deren 
jede  ihrer  (cj  enthält,  oder  in  (a)^,  r-Schwingungscurven,  deren 
jede  ihrer  2{c\  besitzt,  je  nachdem  die  c- Schwingnngscurve  nicht 
zusammenfallend,  oder  zusammenfallend  ist.  Wenn  die  Schwin- 
gnngscurve selbst  zusammenfallend  ist,  so  gehören  einem  be- 
stimmten Punkte  der  a- Schwingnngscurve 

and  einem  bestimmten  Punkte  der  «-Schwingnngscurve 

(a) 

verschiedene  Punkte  der  Schwingungscurve  im  Allgemeinen  an. 
Die  ersteren  liegen  in  einer  a-Schwingungscurve,  und  die 
letzteren  in  einer  a-Schwingungscurve,  und  zwar  gleichzeitig  in 
(«)ä,  A-Schwingungscurven,  deren  jede  ihrer  fb\  enthält,  und  in 
(ff)^,  r-Schwingungscuryen,  deren  jede  ihrer  fc)  besitzt. 
Die  Schwingungscurve  ttberhaupt  besitzt  die  «-Punkte 

.fa  =  (—  lV-««C08  7r^^, 

z 
.t-*  =  «.oo«4^-Hi^^],  (174) 

2^_  t(c) 


.f,  =  «,C08;t  |— -4-  ^|, 


wonn 
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die  Anfangsphasen  der  n-,  /;>  und  ^'-Schwingung  bei  einer  der 
a-Schwingungseurve  entsprechenden  natürlichen  Zeitzählung 
vorstellen,  und 

z  =  («)(«) 
ist. 

Einem  bestimmten,    auf  einen  «-Punkt  sich  beziehenden 
Punkte  der  «-Schwingungscurve  gehören,  wenn  fa'^  ungerad  ist, 

fiO  -H  1 
— ^— , 

und  wenn  fa)  gerad  ist, 

-,   -f-l  oder-^  , 

je  nachdem  der  genommene  Punkt  der  a-Schwingungscurve  einem 
geraden,  oder  ungeraden  t  entspricht,  und  einem  bestimmten,  auf 
einen  r/-Punkt  sich  beziehenden  Punkte  der  «-Schwingungscun^e 

verschiedene  Punkte  der  8chwingungscurve  an. 
Die  Punkte  (174)  theilen  sich  ein  in  «-Gipfel 


Xh  =  ^/ä  cos  TT  . 

V  -«Ä  Z 

(2t,       t(  r)  I 
.r.^fl.cosn:  [-^--H-^J, 

wo 

z'^{a\ 


und 

in 

«-Knoten 

^v„ 

=  {-\Y' 

• ««  COS  7Z 

.«?6 

=  «i  cos  7: 

^c 

=  «^Cos;r 

{(«){ 
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In  jedem  der  ersteren  erhält  nur  die  Coordinate 


einen  Maximal-  oder  Minimalwei*th,  und  die  Seliwingungscurve 
Eine  Tangente,  welche  zu  ihrer  Projection  auf  die  Coordinatebene 

.f«  (175) 

parallel  ist,  in  jedem  der  letzteren  erhält  keine  Coordinate  einen 
Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve  2  ver- 
schiedene Tangenten,  welche  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Pro- 
jection auf  die  Coordinatebene  (175)  symmetrisch  sind.  Der 
ersteren  Punkte  gibt  es 


der  letzteren 


aller  zusammen 


verschiedene. 

Die  Anzahl  aller  verschiedenen  Gipfel  ist 

2(l)^2(2)  +  2(;3), 
die  Anzahl  aller  verschiedenen  Knoten 

Kl)-lJ(l)^[0-l](2K[(3)-lj(.U 
die  Anzahl  aller  verschiedenen  besonderen  Punkte 

[(1)-^  l](])-H[(2j-t-  l](2)+[(3)+  1](3). 

Wenn  die  Projection  der  Schwingungscurve  auf  die  Coor- 
dinatebene Xa  zusammenfallend  ist,  ohne  dass  die  Schwingungs- 
curve selbst  es  ist,  so  kommen  in  ihr  ausser  den  eben  genannten 
bewnderen  Punkten,  auch  noch  «Punkte,  und  sonst  keine  an- 
deren besonderen  Punkte  vor. 

Die  //-Punkte  sind 
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a.'6  =  (— l)*'a4C08ff  ^, 


j;.=  (— l)'^-a.cosR^,  (176) 


worin 


die  Anfangsphasen  der  b-,  e-,  und  a-Schwingung  bei  einer  der 
a-Sehwingungscurve  entsprechenden  natürlichen Zeitzähinng  vor- 
stellen und 

«  =  («)(«) 

ist. 

Einem  bestimmte  n,   auf  einen  r/-Punkt  sich   beziehenden 
Punkte  der  a-Sehwingungscurve  gehören,  wenn  (ä)  ungerad  ist, 

~"2~' 
und  wenn  (a)  gerad  ist, 

(«)  1       A         («) 

y  -(- 1  oder  >2^ , 

je  nachdem  der  genommene  Punkt  der  a-SchwingungscntTe  einem 
geraden  oder  ungeraden  x,  entspricht,  und  einem  bestimmten,  auf 
einen  a-Punkt  sich  beziehenden  Punkte  der  a-Schwingungscurve 

(?) 
verschiedene  Punkte  der  Schwingungscurve  an. 
Die  Punkte  (176)  theilen  sich  ein  in  «-Gipfel 


{2ta      t(a)l 


wo 
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»■=0. 


and  a-Enoten 

z 


r;:*'-?) 


In  jedem  der  ersteren ,  als  /i-Punkte  erhält  jede  der  Coor- 
dinaten 

.f,,av  (177) 

einen  Maximal-  oder  Minimalwerth ,  aud  die  Schwiuguugscurve 
Eine  Tangente,  welche  zu  ihrer  Projection  auf  die  Coordinataxe 

.r«  (178) 

parallel  ist ;  in  jedem  der  letzteren,  als  «-Punkte  erhält  nicht  jede 
der  Coordinaten  (177)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und 
die  .Schwingungscurve  2  verschiedene  Tangenten,  welche  gegen 
eine  Parallele  zu  ihrer  Projection  auf  die  Coordinataxe  (178) 
^inmetrisch  sind.  Der  ersteren  Punkte  gibt  es 

2(«), 
der  letzteren 

aller  zusammen 

[(«)-Hl](«) 

verschiedene. 

Die  besonderen  Punkte  der  betrachteten  Schwingungscurve, 
welche  sich  auf  besondere  Zeiger  beziehen ,  verbinden  sich  zu 
2-fachen  und  2*-fachen  Punkten. 
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Die  2-fachen  Punkte  sind  A-Punkte,  ^'-Punkte  und  «-Punkte. 
Die  ersteren  sind 

.r^  =  (— 1  )**  «Ä  cos  TT  ^- , 
% 

.xv  =  (-l)-«.008.i-',        J^;^|  (17'.n 

WO 

t  =  fA)(6), 
die  zweiten 


wo 


.r.  =  (-l)-./.cos.^-^,        y||j|  (180) 


und  die  dritten 


,n  =  {—  l)'*W6C087r 


z 


Uv)  (   (^0    / 


T^O 


«  =  («)(«). 

Die  Punkte  (179)  theilen  sich  ein  in  A-Gipfel 
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X,  =  (  —  1)'"  «,  cos  7t  -^-)-  ,  {     (b)     } 


WO 


i2ta       t(a)\ 
.  =  «<.cos.[-  +  -L_J, 

nnd  i-Kuoten 


(£)(?)! 


a*6=:( — l)''*«iC08;r 


i(c) 


.{by 


ar<,  =  aaC08;r|y^-H-^J  . 
Der  ersteren  gibt  es 

2  [(*)-(£)(«)]' 
der  letzteren 

ailer  zusammen 

[(b)-^l][{b)-(c)(a)] 

verschiedene. 

Die  Punkte  (180)  theilen  sich  ein  in  c-Gipfel 

.f,  =  (-l)'^'+»«„ 

.Vi  =  (. —  1)*  •  a»  cos  ff  ^^  , 


(2.„       v(«)l         fe)(*)J 


wo 

und  ^-Knoten 
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.r,  =  (-l)'"«,C08;r^, 
.n  =  (-l)<.«,C08;r^,  («)(*) 

(1!) 

Der  ersteren  gibt  es 


IS 

2  [(c) -(*)(«)], 


der  letzteren 

[rn-i][(n-(A)(«)], 

aller  zusammen 

[(£)^-i][w-(*((«)] 

versehiedene. 

Die  Punkte  (181 )  sind  blos  «-Knoten, 

[(ö)-(Ä)(r)](«) 

verschiedene  an  der  Zahl. 

Die  2* -fachen  Punkte  sind  A-,  r-Punkte,  und  zwar 

.r/,  =  (— iy»«ÄC0S7r^, 

z 

.iv  =  (— iyw/,C08;r^\    ,  (182) 

% 


.,•„=«„ COS.  l^-j,^.-^-^], 


WO 

Die  Punkte  (182)  theilen  sich  ein  in  A-,  r-Gipfel 

s,={—iy '+'(>""  fi„ 


(2ta       Ua)\ 


Digitized  by  VjOOQIC 


Theorie  der  Schwingiingscurven. 
wo 

^-Gipfel-c-Enoten 

i(c) 


299 


(2t a       t{a)\ 


wo 


«•=0«. 


r-6ipfel-6-Enoten 


wo 


.r4  =  ( — iy*«jC08jr  -V-, 
z 

I2t„   •   t.(ff)i 


{(£)} 


{(*)! 


und  b-,  r-Knoten 


z 


.re  =  (— l)<'«eC08;r 


t(r) 
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In  jedem  der  ersten  erhält  jede  der  Coordinaten 

•n,  .Vc  (183) 

einen  Maximal-  oder  Minimalwertli,  und  die  Schwingungscurve 
Eine  Tangente,  welche  zu  ihrer  Projeetion  auf  die  Coordinataxe 

.r«  (184) 

parallel  ist;  in  jedem  der  zweiten  erhält  nur  die  erste  der  Coor- 
dinaten (183)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth ,  und  die 
Schwingungscurve  2  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine 
jede  zu  ihrer  Projeetion  auf  die  Coordinatebeue 

./•£  (185) 

parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projeetion 
auf  die  Coordinataxe  (184)  symmetrisch  sind;  in  jedem  der 
dritten  erhält  nur  die  zweite  der  Coordinaten  (183)  einen  Maxi- 
mal- oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve  2  verschie- 
dene Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer  Projeetion  auf 
die  Coordinatebeue 

1%  (186) 

parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projeetion 
auf  die  Coordinataxe  (184)  symmetrisch  sind,  und  in  jedem  der 
vierten  erhält  keine  Coordinate  einen  Maximal-  oder  Minimal- 
werth, und  die  Schwingungscurve  2*  verschiedene  Tangenten, 
von  welchen  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projeetion  auf 
die  zugehörige  der  Coordinatebenen  (185)  (186),  so  wie  der 
Coordinataxe  (184)  symmetrisch  sind.  Der  ersten  gibt  es 


der  zweiten 


der  dritten 


der  vierten 
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2-'[(*)-l][(£)-l]©' 
aller  zusammen 

2->[(6)-^l][(c)H-l](«) 

verschiedene. 

Wenn  die  fechwingungscurve  selbst  zusammenfallend  ist,  so 
besitzt  sie  ihrer  Besonderheit  zufolge  in  jedem  ihrer  Punkte 
einen  2-fachen  Punkt  mit  2  Tangenten  von  gerade  entgegenge- 
setzter Sichtung. 

Die  besonderen  Punkte  der  betrachteten  Schwingungscurve 
verbinden  sich  zu  2*-fachen  und  2'-fachen  Punkten. 

Die  2^-facben  sind  a-j  a-Punkte,  und  zwar 

z 

.       .r,  =  (-iy.«.C08;r^,        j^j  (187) 

t/3) 
^,=  (— l)*«Ö3C0S;r^, 


worin 


2  '  ^*  2  '  ^3  2 


die  Anfangsphasen  der  1-,  2-  und  3-Schwingung  bei  einer  der 
betrachteten  Schwingungscurve  entsprechenden  natürlichen  Zeit- 
zählnng  vorstellen,  und 

z  =  {a)(a) 

ist. 

Die  Punkte  (187)  theilen  sich  ein  in  a-Gipfel-  a-Knoten 


a?6  =  (—  1)^*  «6  cos  n  ^ , 

z 

a?«r  =  (—  ly^Uc  cosnr  -V^ , 

z 


{©(£)} 


WO 
Stab,  d-  matliein.-n*tunr.  CK  LXV.  Bd.  II.  Abth.  20 
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und  a-y  a-Knoten 

cT,  =  (—  1  )*•  a^  008 ;:  -^—  , 
x^  =  {—\  )*t«3j  cos;:  -L: , 

z 

(«. 

.r3  =  (— If^/TgCosr  -^. 
In  jedem  der  ersteren  erhält  nur  die  Coordinate 


einen  Maximal-  oder  Miuimalwertli ,  und  die  Sehwingungseurve 
2  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer  Pro- 
jection  auf  die  Coordinatebene 

.r.  0H8) 

parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projektion 
auf  die  Coordinataxe 

Xa  089) 

so  wie  auf  den  Coordinatursprung  symmetrisch  sind,  welche 
daher  ein  Paar  bilden,  das  gerade  entgegengesetzte  Richtungeu 
besitzt;  in  jedem  der  letzteren  erhält  keine  der  Coordinaten 
einen  Maximal-  oder  Minimalwerth ,  und  die  Schwingungscurve 
2*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  je  zwei  gegen  eine  Pa- 
rallele auf  die  zugehörige  der  Coordinatebene  (188)  und  der  Coor- 
dinataxe (189),  sowie  auf  den  Coordinatursprung  sjTnmetriseh 
sind,  welche  daher  2  Paare  bilden,  von  denen  jedes  gerade  ent- 
gegengesetzte Richtungen  besitzt.  Der  ersteren  gibt  es 

der  letzteren 

2-'[(«)-l][C«)-(Aj(r)], 
aller  zusammen 

2->[(«)H-l][C«)-(*)(c;J 
verschiedene. 
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Die  25-fachen  Punkte  sind  1-,  2-,  3-Punkte,  und  zwar 

.r,  =  ( —  1  p  a^  cos  n  -^^ , 

z 

.r,  =  (-  ly^a^  cos  TT  ^  ,  (190) 

.r3  =  ( — l)*»<f3C08;r  -^^  , 
z 
wo 

Die  Punkte  ( 1!K))  theilen  sich  ein  in  1-,  2-,  3-Gipfel 

fi-,  r-Gipfel-  «-Kuoteii 

.r„  =  ( —  1  f -«a cos  n  -^  , 


wo 


«r-Gipfel-  b  ,  r-Knoten 


z 


wo 


«'-=•©(£) 


lö) 


«=^f'. 


20* 
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und  1-,  2-,  3-Knoten 

X.  =■  ( —  \Y'  a,  cos  n  -^ , 

^,  =  (-l>«.C08;r!^,  (2)j 

a?3=(-.l)'^»Ö3C08;r-^. 

In  jedem  der  ersten,  welche  die  Homer  der  betrachteten 
Schwingungscurve  bilden,  erhält  jede  der  Coordinaten  einen  Ma- 
ximal- oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve  eine  Tan- 
gente von  unbestimmter  Richtung;  in  jedem  der  zweiten  erhält 
nur  jede  der  Coordinaten 

einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve 
2  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer  Pro- 
jection  auf  die  Coordinataxe 


parallel  ist,  und  beide  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
auf  die  Coordinatebene 

80  wie  auf  den  Coordinatursprung  symmetrisch  sind,  welche 
daher  ein  Paar  bilden,  das  gerad  entgegengesetzte  Richtungen 
besitzt;  in  jedem  der  dritten  erhält  nur  die  Coordinate 


einen  Maximal-  oder  Minimalwerth,  und  die  Schwingungscurve 
2*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  eine  jede  zu  ihrer  Pro- 
jection auf  die  Coordinatebene 


parallel  ist,  und  je  zwei  gegen  eine  Parallele  zu  ihrer  Projection 
auf  die  zugehörige  der  Coordinatebenen 

X^  ,    Xe  j 
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80  wie  der  Coordinataxe 

oder  auf  den  Coordinatnrsprung  symmetrisch  sind,  welche  daher 
2  Paare  bilden,  von  denen  jedes  gerad  entgegengesetzte  Richtun- 
gen besitzt;  in  jedem  der  vierten  erhält  keine  der  Coordinaten 
einen  Maximal-  oder  Minimalwerth ,  und  die  Schwingungscurve 
2*  verschiedene  Tangenten,  von  welchen  je  zwei  gegen  eine 
Parallele  zu  ihrer  Projection  auf  die  zugehörige  der  Coordinat- 
ebenen 

80  wie  der  Coordinataxen 


oder  auf  den  Coordinatursprung  symmetrisch  sind,  welche  daher 
2*  Paare  bilden,  von  denen  jedes  gerad  entgegengesetzte  Rich- 
tungen besitzt.  Der  ersten  gibt  es 

2, 
der  zweiten 

der  dritten 

2-' [(*)-!][(£) -1]' 
der  vierten 

aller  zusanmien 

rerschiedene. 

Was  die  Anzahl  der  Arten  der  mehrfachen  Punkte  anbe- 
langt^ 80  besitzt  die  Schwingungscurve  überhaupt 

^(2'-l)=l 

Art  der  2-fachen  Punkte,  welche  dem  Zeiger  a  entsprechen,  die 
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Schwingungscurve,  deren  Projection  auf  die  Coordinatebene  o?« 
zasammenfallend  ist,  ohne  dass  die  Schwingungscurve  selbst 
es  ist 

L(2«_l)  =  3 
Arten  der  2-fachen,  und 

L[3«-(f)2»+l]=l 

Art  der  2*-fachen  Punkte,  welche  den  besonderen  Zeigern  6,  c 
entsprechen,  und  die  zusammenfallende  Schwingungscurve 


L(2'-l)  =  3 
Arten  der  2*-fachen,  und 

i_[3«-(f)2«-Hl]=l 

Art  der  2'-fachen  Punkte. 

Zuwächse  der  Anfangsphasen,  welche  den  Formen 

angehören,  ändern  die  Gestalt  der  Schwingungscurve  nicht,  wenn 
die  r  entweder  alle  gerad,  oder  mit  den  Schwingungszahlen 

(IX  (2),  (3) 

gleichgeltend  sind ;  im  entgegengesetzten  Falle  verwandeln  sie 
die  Schwingungscurve  in  ihre  Symmetriecurve  in  Bezug  auf  ihre 
Projection  auf  denjenigen  Coordinatraura,  auf  welchen  sich  die 
geraden  der  r  beziehen.  In  der  doppelt  symmetrischen  Schwin- 
gungscurve, deren  Anfangspbasen 


T  T  T 

f  —\^    -1      /  — t.    -1      i  —t    —5 
*i  —  h   4  '   h  —  ^«   4  >   ^3  —  ^3   4 


sind,  ändern  überdies  diejenigen  Zuwächse  (191)  der  Anfan^^. 
phasen  die  Gestalt  der  Curve  nicht,  deren  r  mit  den  Zahlen 
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oder  mit  den  folgenden 

^i-^O),  ^.^(-0,  ^^(3) 
^leiehgeltend  sind. 

Jeder  Schwingungscnrve  ordnen  sich  im  Allgemeinen 

2* -1=3 

verwandte  symmetrische  zn,  deren  Anfangsphasen  von  jenen  der 
ersteren  um  Werthe  von  den  Formen  (191)  verschieden  sind; 
der  doppelt  symmetrischen  ordnen  sich  nur 

2>-l  =  l 

verwandte  symmetrische  zu. 

Zuwächse  der  Anfangsphasen,  welche  den  Formen 

r  (192) 

angehören,  ertheilen  der  Schwingungscurve  dieselben  Gestalts- 
ilnderungen,  wie  die  Zuwächse  (191)  der  Anfangsphasen,  deren  r 
mit  jenen  in  (192)  gleichgeltend  sind,  nur  bewirken  sie,  dass  die 
Schwingungscurve  vom  schwingenden  Punkte  im  entgegenge- 
setzten Sinne  durchwandert  wird  *. 


'  Eine  umständliche,  auf  denselben  Principien  beruhende  „Theorie 
der  2^chwingung8curven,  deneh  zwei  elementare  Schwingungen  zu  Gnmde 
lieg^en-,  habe  ich  in  den  „Jahresberichten  des  technischen  Vereines  inLem- 
berg^  vom  J.  18(i7  veröffentlichet. 
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Bericht  über  die  von  den  Herren:  Director  C.  Bruhns,  Director 

W.  Förster,  Prof.   E.  Weiss  ausgeführten  Bestimmungen 

der  Meridiandiflferenzen  Berün — ^Wien — Leipzig. 

Von  Karl  v.  Littrow^ 

teirkiiohem  Mitghede  der  k.  Akademie  der  Wt'uen$eha/ten. 

(Auszug  einer  am  11.  April  1872  ftir  die  Denkschriften  vorgelegten 

Abhandlung.) 

Im  Auschlusse  an  die  für  die  Earopäisehe  Gradmessuug  im 
J.  1864  durchgeführte,  der  k.  Akademie  am  20.  Juli  1871  vor- 
gelegte '  Bestimmung  der  Breite  und  des  Azimuthes  auf  dem 
Laaer  Berge  bei  Wien  wird  hier  die  im  J.  1865  unternommene 
Bestimmung  der  geogi-aphischen  Länge  desselben  Feldobser- 
vatoriums  gegen  Leipzig  und  Berlin  mitgetheilt. 

Die  Messung  geschah  auf  telegraphischem  Wege  in  Bezug 
auf  Leipzig  durch  die  sogenannte  CoYncidenzmethode,  hinsichtlich 
Berlins  durch  diese  und  eine  zweite,  von  Dir.  Förster   vor- 
geschlagene,   hier  zuerst   angewendete  Beobachtungsart ,     bei 
welcher  die  Sterndurchgänge  local  und  eine  Reihe  von  Signaleu 
sowohl  local  als  in  die  Linie  registrirt  werden  und  man  so  den 
sehr  grossen  Vortheil   einer  ungemein  kurzen  Bentttzung    der 
telegraphischen  Leitungen  erreicht.  Die  angewandten  Instramente 
waren  an  allen  drei  Stationen  völlig  ähnlich  gehaute  transportable 
Mittagsrohre  mit  Gebrochenem  Fernrohre  von  30'"  Öflbung  aus 
der  Werkstätte  von  Pistor  und  Martins.  Die  persönliche 
Gleichung  wurde  nicht  durch  Wechseln  der  Beobachter  eliminirt, 
sondern  durch  unmittelbare  Vergleichung  derselben  an  demselben 
Instrumente  bestimmt. 


1  Denkschriften  mathem.-naturw.  Cl.  XXXII.  Bd.,  Auszug  Sitzung- 
berichte  LXIV.  Bd. 
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Es  ergab  sich : 
Sternwarte  Leipzig  (Hauptpfeiler) 
vom  Observatorium  Laaer  Berg 

(Pfeiler) 12-2'241W.  ±0»016  w.  F. 

Sternwarte  Berlin  (Hauptpfeiler) 
vom  Observatorium  Laaer  Berg 

(Pfeiler) 12-1 '335 W.  ±0'018   ^    ^ 

Obschon  die  erste  dieser  beiden  Bestimmungen  ungeachtet 
ihres  kleineren  wahrscheinlichen  Fehlers  durch  das  Detail  ihrer 
Grundlagen^  namentlich  durch  eine  bedeutende  Unsicherheit  der 
persönlichen  Gleichung  weniger  Vertrauen  erweckt  als  die  zweite, 
so  haben  sich  doch  auch  bei  jener  Bestimmung  die  verschiedenen 
Fehlerquellen  äusserst  glücklich  ausgeglichen,  wie  aus  Nach- 
stehendem folgt. 

Die  Herren  Directoren :  Förster  und  Bruhns  führten  im 
J.  1864  eine  ähnliche  Operation  in  Bezug  auf  Leipzig  und  Berlin 
durch  und  fanden  so 
Sternwarte  Berlin  (Hauptpfeiler) 
von     Sternwarte     Leipzig    (Haupt- 
pfeiler)  4-0'895O.  ±0^020  w.  F. 

Aus  unseren  obigen  Daten  würde  dieselbe  Längendiflferenz 
abgeleitet  über  Wien  lauten  .  .  .  4-0'906  0.  ±0'024  w.  F. 
also  nur  um  O'Oll  und  ganz  innerhalb  der  wahrscheinlichen 
Fehler  von  der  unmittelbaren  Bestimmung  verschieden. 

Übrigens  beträgt  nach  den  Angaben  des  k.  k.  Militär- 
geographischen  Institutes 

Distanz:    Laaer  Berg -^ Wiener  Sternwarte    (Meridiankreis) 

3093-02  Wien.  Klftr.  (=5865-9  Meter) 
Azimuth:  Laaer  Berg— Wiener  Sternw.  166**6'6'^0  W. 
woraus  folgt: 

Observatorium  Laaer  Berg  3 '4 '34  südlich  von  Wien.  Sternw. 

4'563  östlich     „       „    •       . 
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XL  SITZUNG  VOM  18.  APRIL  1872. 


Herr  Hofrath  Dr.  J.  Hyrtl  tibersendet  eine  für  die  Denk- 
schriften bestimmte  Abhandlung  ttber  „die  Kopfarterien  der  Hai- 
fische." 

Die  Direction  des  k.  k.  Gymnasiums  zu  Trebitsch  dankt  mit 
Zuschrift  am  17.  April  fttr  die  Betheilung  dieser  Lehranstalt  mit 
Publicationen  der  Classe. 

Herr  Director  Dr.  J.  Stefan  überreicht  eine  Abhandlung: 
„Über  die  dynamische  Theorie  der  DiflPusion  der  Gase." 

Herr  Dr.  L.  Ritter  v.  Schrotte r,  Vorstand  der  Klinik  für 
Laryngoskopie,  ttbergibt  eine  „Mittheilung  ttber  ein  von  der 
Herzaction  abhängiges,  aus  der  Lungenspitze  einzelner  Kranker 
wahrnehmbares  Geräusch." 

Herr  Prof.  Dr.  S.  Stern  legt  eine  Abhandlung r  „Beiträge ' 
zur  Theorie  der  Resonanz  lufthaltiger  Hohlräume^  vor. 

An  Di-uckschriften  wurden  vorgelegt : 
Academie  Imp.  des  Sciences,  Belles-Lettres  et  Arts  de  Roueii: 

Pr^cis  analytique  des  travaux  pendant  Tannöe  1869 — 70. 

Ronen  &  Paris,  1870 ;  8«. 
Accademia  Pontificia  de'nuovi  Lincei:  Atti.  Anno  XXV,  Sess. 

3-.  Roma,  1872;  4^. 
Akademie  der  Wissenschaften,  Königl.   Preuss.,  zu  Berlin: 

Monatsbericht,  Januar  1872.  Berlin;  8«. 
Association,  The  American  Pharmaceutical :  Proceedings  at 

the  XTK'*»  Annual  Meeting,  held  in  St.  Louis,  Mo.,  Septem- 
ber, 1871.  Philadelphia,  1872;  8«. 
Bibliothfeque  Universelle    et   Revue   Suisse:    Arehives     des 

Sciences  physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLIII,  Nr.  1 7 1  • 

G^nfeve,  Lausanne,  Paris,  1872;  8». 
Comptes  rendus  des  s<^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 

LXXIV,  Nr.  14.  Paris,  1872;  4o. 
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Fleury-Flobert;  Congrts  scientifique  cVAnvers  en  1871.  Rap- 
port k  TAcad^mie  Nationale  agricole,  inanufacturifere  te 
commerciale.  Paris,  1872;  12^ 

(Gesellschaft,  k.  k.  zoolog.-botan.,  in  Wien:  Verhandlungen. 
Jahrgang  1871.  XXI.  Band.  Wien;  8^.  —  Nowicki,  Max^ 
Über  die  Weizenverwüsterin  ChJorops  taeniopns  Meig.  und 
die  Mittel  zu  ihrer  Bekämpfung.  Wien,  1871 ;  8^  —  Künst- 
ler, Gustav,  Die  unseren  Kulturpflanzen  schädlichen  In- 
sekten. Wien,  1871;  8<>. 

—  österr.,  für  Meteorologie :  Zeitschrift.  VII.  Band,  Nr.  7.  Wien^ 
1872;  4«. 

—  zur  Beförderung   der  gesainmteu  Naturwissenschaften  zu 
Marburg:  Schriften.  Band  X.  Cassel,  1871 ;  8^ 

Istituto,  ß.,  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti:  Atti.  Tomo  1% 
Serie  IV",  Disp.  4\  Venezia,  1871—72;  8^ 

Journal  für  praktische  Chemie,  von  ü  Kolbe.  N.  F.  Band  V, 
5.  Heft.  Leipzig,  1872;  8«. 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahi-gang,  Nr.  8.  Graz,  1872;  4**» 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.  in  Wien:  Verhand- 
lungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  9.  Wien;  8*^. 

Listing,  J.  B.,  Über  das  Reflexionsprisma.  (Nachrichten  der  k. 
Ges.  d.  Wiss.  in  Göttingen.)  Göttingen,  1871;  12«. 

Mittheilungen  des  k.  k.  techn.  &  administrat.  Militär- Comitö. 
Jahrgang  1872.  4.  Heft.  Wien;  8«. 

—  aus  J.  Perthes'  geographischer  Anstalt.  18.  Band,  1872. 
m.  Heft.  Gotha;  4« 

Nature.  Nr.  128,  Vol.  V.  London,  1872;  4«. 

Observatorio  astronömico  Arjentino :  Discursos  sobre  su  in- 

anguracion  verificada  el   24  de  Octubre  de  1871.  Buenos 

Aires,  1872;  gr.  8^ 

—  de  Marina  de  San  Fernando:  Anales.  Mayo  —  Diciembre 
1870.  —  Seccion  1".  Observaciones  Astronomicas.  San  Fer- 
nando, 1871 ;  4^ 

Ohrtmann,  Carl,  Das  Problem  der  Tautochronen.  (Jahres- 
Bericht  ttber  d.  k..  Realschule,  Vorschule  und  Elisabeth- 
schule zu  Berlin.  1872.)  4«. 

Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 
1872,  Nr.  6.  Wien;  4^ 
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^Kevue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 
France  et  de  T^tranger.  P  AnD^e  (2*  sirie)  Nr.  42.  Paris  «Sc 
Bruxelles,  1872;  4^ 

Sangalli,  Giacomo,  Studj  fisio-patologici  sopra  alcuüi  casi  di 
chirurgia  e  d'anatomia  pratica.  Milano,  1871 ;  4®. 

Schlagintweit-SakilDlünski,  Hermann  yoD;  Untersuchun- 
gen über  die  Salzseen  im  westlichen  Tibet  und  in  Turkigtän. 
I.  Theil.  (Abhdign.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  II.  Cl. 
XL  Bd.  L  Abth.)  München,  1871;  4^ 

Seh  rauf,  Albrecht,  Atlas  der  Krystall-Formen  des  Mineral- 
reiches. IL  &  III.  Lieferung.  Wien,  1872;  4^ 

Sociedadde  Naturalistas-colombianos:  CatÄlogo  de  los  objetos 
en viados  a  la  exposicion  nacional  de  1871.  Bogota,  1871 ; 
8^  —  Informe  de  los  esploradores  del  territorio  de  San 
Martin.  Bogota,  1871;  4**.  —  Ensayo  descriptivo  de  las 
Palmas  de  San  Martin  i Casanare,  por  Jenaro  Balderrama. 
Bogota,  1871;  4^  —  Catälogo  del  estado  S.  de  Antioquia. 
Bogota,  1871;  4^ 

Soci^t*  botanique  de  France:  Bulletin.  Tome  XVIII,  1871. 
Revue  bibliographique  A.  Paris ;  8^. 

—  des  Ingenieurs  civils:  Seances  du  6  Octobre  1871  au  15  Mars 
1872.  Paris  ;8ö. 

Verein,  naturforschender,  in  Brtinn:  Verhandlungen.  IX.  Band. 
1870.  Brtinn,  1871;  8^ 
~  Entomologischer,  in  Berlin:  Berliner  Entomologische  Zeit- 
schrift. XV.  Jahrgang  (1871).  2.  &  3.  Vierteljahrsheft;  XVI. 
Jahrgang  (1872).  1.  Vierteljahrsheft.  Berlin;  8^ 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXIL  Jahrgang,  Nr.  15.  Wien, 
1872;  40. 

Zeitschrift  für  Chemie,  von  Beilstein,  Fittig  &  Hühner. 
XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VII.  Band,  19.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  S^. 

—  des  östeiT.  Ingenieur-  &  Architekten -Vereins.  XXFV.  Jahr- 
gang. 4.  Heft.  Wien,  1872;  4^ 
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Beiträge  zur  Theorie  der  Resonanz  lufthaltiger  Hohlräume, 

Von  Prof.  Dr.  S.  Stern. 

Ansehliesend  an  die  in  frühern  Aufsätzen  *  enthaltenen  Mit- 
theilungen    möge    hier    über  einige   Beobachtungen    berichtet 
werden,    die   sich  auf  die  Resonanz  der  Luft  in  Hohlräumen 
beziehen.   Auch  hier  werden  gewissermassen  im  Hintergrunde 
die  theoretischen  Fragen  erscheinen,  in  wiefern  die  freie  Luft 
sich  an  der  Schallbildnng  betheilige?  und  ob  nicht  auch  die  Form 
der  Schwingungen  auf  die  Schallstärke  einen  Einfluss  habe? 
Nebenher  können  die  anzuftlhrenden  Daten  rielleicht  auch  noch 
an  gewisse  praktische  Fragen  allgemeiner  Natur  —  abgesehen 
von  denen  der  medicinischen  Diagnostik  —  erinnern,  so  z.  B.  an 
die  Frage  des  Baues  grosser  akustischer  Räume.  —  Den  Aus- 
^ngspnnkt  der  vorgenommenen  Untersuchung  bildete  die  im 
Aufsatz  II,  S.  3  angeftihrte  Thatsache,  dass  die  Resonanz  von 
lufthaltigen  Hohlräumen  auch  im  Innern  derselben  sofort  ver- 
schwindet, wenn  ihre  Mündung  geschkssen  wird.  Um  nämlich 
diese  Thatsache  eingehender  zu  prüfen,  wurde  die  Resonanz  einer 
grossen  Anzahl  von  Gefässen  von  verschiedener  Grösse  und  Form 
genau  beobachtet,  und  zwar  zunächst  im  natürlichen  Zustande 
der  Gefässe,  dann  aber  auch  während  einer  bis  zum  vollständigen 
Verschluss  sich  steigernden,  allmäligen  Verengerung  ihrer  Mün- 
dung^   und  schliesslich  auch  noch,  während  zwei  Hohlräume  in 
mannigfacher  Weise  mit  einander  combinirt  wurden.  Die  Methode 
der  Untersuchung  ist  die  schon  in  frühem  Aufsätzen  berührte. 
Es  dient  nämlich  ein  Kautschukrohr  von  ca.  40  Cm.  Länge  4—5 


t  I.  „Beiträge  znr  Theorie  des  gemeinen  Schalles  mit  Rücksicht  auf 
die  medic.  Diagnostik"  (Febr.  1870) ;  11.  „Über  die  Resonanz  der  Luft  im 
freien  Räume«  (März  1870) ;  UI.  „Beiträge  zur  Theorie  der  Resonanz  fester 
Körper  mit  Rücksicht  auf  das  Mitschwingen  der  Luft"  (Febr.  1871). 
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Mm.  Durchmesser  im  Lumen,  welches  au  einem  Ende  ein  Ansatz- 
stück zum  Einfügen  in  den  äussern  Gehörgang  trägt,  als  Hörrohr. 
Das  freie  Ende  dieses  Rohres  wird  in  den  zu  prllfenden  Hohl- 
raum gesenkt,  das  Ansatzstück  in  den  äussern  Gehörgang  ein- 
gefügt, und  nun  die  Tasten  eines  Claviers  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Reihe  nach  angeschlagen.  Sowie  der  Eigenton  des  Hohlraumes 
erklingt ,  dringt  die  Resonanz  desselben  durch  das  Hörrohr 
mächtig  in's  Ohr  und  wird  sofort  erkannt.  —  Die  zur  Unter- 
suchung benützten  Geßlsse  sind  gi-össtentheils  den  gewöhnlichsten 
Haushaltungs-Objecten  entnommen,  und  lassen  sich  ihrer  Haupt - 
form  nach  in  e  i  n  f  a  c  h  e  (cyliudrische,  sphäroidische,  ellipsoidische 
etc.)  und  in  zusammengesetzte  unterscheiden;  bei  letztern 
sind  zwei  oder  auch  mehrere  einfache  Formen  mit  einander 
combinirt  (cylinder  und  ellipsoid,  cylinder  und  sphäroid  etc.). 
Es  wurden  durch  die  directe  Beobachtung  eine  Reihe  von  That- 
Sachen  constatirt,  die  theils  zu  bestimmten  Schlüssen  über  einzelne 
Bedingungen  der  Stärke  und  Dauer  der  Resonanz  im  Allgemeinen 
führen,  theils  einzelne  Momente  der  Bildung  von  Schallschwin- 
gungen einigermassen  zu  beleuchten  geeignet  sind.  Die  zu  zie- 
henden Schlüsse  können  allerdings  wegen  der  Zufölligkeit  bei 
der  Wahl  des  Beobachtungsmaterials,  trotz  der  grossen  Zahl 
dieses  letztern  (es  waren  über  GO  Gefilsse),  nicht  den  Anspruch 
auf  Endgiltigkeit  erheben,  aber  immerhin  kömmt  ihnen  ein  hoher 
Grad  von  Wahrscheinlichkeit  zu,  so  dass  sie  mindestens  zur 
Grundlage  weiterer  exacter  Untersuchungen  dienen  können. 

Vor  Allem  dürfte  es  vielleicht  nicht  überflüssig  sein  hervor- 
zuheben, dass  die  Eigentöne  aller  Hohlräume,  selbst  die  der  im 
Handel  vorkommenden  Resonatoren  ziemlich  weit  begrenzt  sind, 
so  dass  ausser  einem  bestimmten  Ton  stärkster  Resonanz  immer 
auch  noch  dessen  höhere  und  tiefere  Second,  oft  auch  Terz  mehr 
weniger  deutlich  resoniren,   mithin  ausser  dem  Haupteigentou 
auch  noch  mehrere  Nebeneigentöne  zu  unterscheiden  sind.   E^; 
scheint  nun  Zahl  und  Stärke  der  letzteren  um  so  grösser  zu  sein , 
je  weniger  scharf  und  laut  der  erstere  hervortritt,  und  umgekehrt. 
Man  kann  diesen  Satz  u.  a.  ziemlich  leicht  an  einem  beiderseits 
offenen  Glascylinder  constatircn.   Hält  man  das  eine  Ende  den 
Cylinders  unter  Wasser  und  zwar  verschieden  tief,  und  prllft 
jedesmal  die  Resonanz,  so  wird  man  diese  bei  einer  bestimmten 
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Höhe  der  Lnftgäole  sehr  laut  und  bei  nur  geringen  Veränderungen 
dieser  Höhe  viel  schwächer  finden.  Im  ersteren  Falle  findet  man 
nun  die  Zahl  und  Stärke  der  Nebentöne  merklieh  geringer  als  im 
letzteren. 

Was  nun  die  Stärke  der  Resonanz  anbelangt;  so  beruhen 
die  folgenden  Angaben  allerdings  nur,  wie  auch  die  analogen 
frühem,  auf  subjectiver  Schätzung;  bevor  diese  den  Werth  objec- 
tirer  Messung  annähernd  erreicht,  müssen  natürlich  unzählige 
Wiederholungen    der    genauesten   Beobachtung    vorgenommen 
werden.  Als  Bedingungen  der  Resonanzstärke,  zunächst  mit  Be- 
ziehung auf  Ciaviertöne,  ergaben  sich:  die  Grösse  der  Hohl- 
räume, ihre  Form  und  die  Grösse  ihrer  Mündung.  Der  Ein- 
flnss  der  Grösse  äussert  sich  am  deutlichsten  bei  einfachen  Formen. 
So  z.  B.  nimmt  die  Resonanz  cylindrischer  Hohlräume  an 
Stärke  zu,  wenn  ihr  Durchmesser  von  3—4  Cm.  bis  7 — 8  Cm.  an- 
wächst. Vergrössert  sich  der  Durchmesser  über  10 — 12  Cm.  hinaus, 
80  wird  die  Resonanz  merklich  schwächer,  und  verschwindet  fast 
ganz,  wenn  derselbe  über  16 — 18  Cm.  beträgt.  Kuglige  Hohl- 
räume mit  einer  grössten  Peripherie  bis  zu  40 — 50  Cm.  resoniren 
wesentlich  stärker  als  solche  mit  einer  Peripherie  über  60  Cm. 
Ähnlich  verhält  es  sich  aber  auch  bei  Hohlräumen  von  zusanmieu- 
gesetzter  Form,  überall  seheint  eine  Zunahme  der  Resonanzstärke 
mit  der  Grösse  der  Räume  aber  nur  innerhalb  bestimmter  Grenzen 
stattzufinden,   ebenso  eine  Verminderung  und  allmäliges  Ver- 
schwinden der  Resonanz  jenseits  dieser  Grenzen.' —  Der  Einfluss 
der  Form  der  Hohlräume  auf  die  Resonanzstärke  ist  jedenfalls 
noch  auffallender.  Es  resoniren  nämlich  GefUsse  mit  combinirten 
Formen  im  Allgemeinen  merklich  stärker  als  gleichgrosse  mit  ein- 
fachen, z.  B.  als  Cylinder  und  Kugeln.  Der  Einfluss  der  Mündung 
ist  selbstverständlich  nicht  von  ihrer  absoluten  Weite,  sondern  von 
der  Weite  im  Verhältnisse  zum  Gesanmitvolum  abhängig.  Man 
bemerkt  diesen  Einfluss,  wenn  man  die  Mündungen  der  GefUsse 
mit  Deckeln,  die  aUmälig  grösser  werdende  Ausschnitte  haben, 
versieht,  und  bei  jedem  die  Resonanz  prüft.  Es  zeigt  sich  da, 
dass  die  relative  Weite  der  Mündung  auf  die  Stärke  der  Resonanz 
einen  fast  so  grossen  Einfluss  hat,  als  auf  deren  Höhe.  Wenigstens 
findet  man  constant,  dass,  wenn  die  Weite  der  Mündung  unter 
eine    gewisse  Grenze  gesunken  ist,   die  Resonanz  auffallend 
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schwächer  wird,  und  sogar  ganz  schwindet;  wenn  sie  ttber  eine 
gewisse  Grenze  sich  vergrössert,  auch  jedesmal  schwächer  wird. 
Innerhalb  dieser  extremen  Grenzen  ist  wohl  derselbe  Einfluss 
notorisch  vorhanden,  lä«st  sich  aber  vorläufig  nicht  in  einem 
einfachen  Satz  ausdrücken.  So  findet  man  z.  B.  bei  cylindrischen 
Hohlräumen,  dass  sie,  wenn  sie  lang  oder  eng  sind,  lauter 
resoniren,  wenn  beide  Mündungen  offen  sind ;  sind  sie  hingegen 
weiter  oder  kürzer,  so  resoniren  sie  lauter,  wenn  sie  einerseits 
geschlossen  sind.  Ahnliches  findet  man  auch  bei  kugeligen  Hohl- 
räumen mit  2  gegenüberstehenden  Öflfnungen. 

Was  die  Dauer  der  Resonanz  anbelangt,  so  ist  selbe  durch 
einen  mehr  weniger  lauten,  oft  nur  geräuschähnlichen  Nachhall 
bedingt,  der  dem  ursprünglichen  Tone  anhängt.  Die  Dauer  de& 
Nachhalls  hängt  wohl  von  der  Grösse  des  Hohlraumes  überhaupt, 
aber  speciell  auch  noch  von  einer  Dimension,  nämlich  der  Länge 
desselben  ab.  Je  länger  der  Hohlraum,  um  so  länger  der  Nachhall. 
Bei  Cylindern  ist  der  Nachhall  viel  länger,  wenn  sie  nur  einerseits 
offen  sind,  aber  nur  der  geräuschähnliche.  Bei  sehr  grossen 
Gefässen  besteht  die  Resonanz  eben  nur  in  einem  geräusch- 
ähnlichen Nachhall,  wobei  der  Ton  selbst  gar  nicht  verstärkt 
erscheint. 

Combinirt  man  2  Hohlräume  mit  einander,  während  man 
ihre  Resonanz  prüft,  so  ergeben  sich  einige  ganz  bemerkenswerthe 
Erscheinungen.  Während  nämlich  2  Hohlräume  mit  ungleichen 
EigentOnen  sich  gar  nicht  beeinflussen,  geschieht  dies  bei  solchen 
mit  gleichen  Eigentönen  in  auffälliger  Weise. 

Hält  man  2  ungleich  gestimmte  Hohlräume  mit  je  einer 
Mündung  einander  mit  den  Mündungen  zugekehrt,  während  man 
ihre  Resonanz  behorcht,  so  findet  man  letztere  erst  dann  sich 
ändern,  wenn  beide  einander  etwa  bis  auf  1  Zoll  und  noch  mehr 
genähert  sind;  es  wird  nämlich  in  diesem  Falle  der  Eigenton 
beider  um  so  tiefer,  je  grösser  die  Annäherung  analog  dem  Ver- 
hältnisse, wenn  man  etwa  einen  Deckel  allmälig  der  Mündung* 
nähert.  Hält  man  die  beiden  Mündungen  möglichst  parallel 
neben  einander,  so  ändert  sich  die  Resonanz  gar  nicht.  Hält  man 
jedoch  2  ganz  gleichgestimmte  Hohlräume  mit  den  Mündungen 
einander  zugekehrt,  so  ändert  sich  die  Resonanz  beider  schon 
wenn  sie  in  einer  Entfernung  von  V/^ — 2  Zoll  von  einander 
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stehen.  Der  frohere  Haupteigenton  verschwindet  nämlich  in 
beiden  total,  ebenso  auch  die  höhern  Nebeneigentöne,  hingegen  . 
resonirt  die  tiefere  kleine  Second  constant  sehr  laut,  und  die 
nächst  tiefem  Halbtöne  allmälig  schwächer.  Haben  die  Hohl- 
räume mehrere  Haupteigentönc,  so  erleidet  blos  der  höhere  die 
hier  erwähnte  Veränderung,  während  der  tiefere  auffallend  ver- 
stärkt wird.  Dieses  Verhältniss  bleibt  unverändert,  wenn  man 
die  beiden  Hohlräume  einander  mehr  nähert,  und  erst  wenn  sie 
sehr  nahe  gerttckt  sind,  näher  als  y^  Zoll,  werden  ihre  Eigentöne 
durch  Verdeckung  der  Mtlndungen  noch  tiefer.  Übrigens  tritt  die 
Erscheinung  auch  bei  zwei  ungleichgrossen  Hohlräumen  auf, 
deren  einer  die  Mtlndung  des  andern  nur  zum  kleinen  Theile 
deckt,  80  dass  selbst  bei  grösster  Annäherung  beider  eine  weitere 
Vertiefung  des  Eigentones  nur  im  kleinem,  nicht  aber  im  grossem 
Hohlraom  stattfindet.  Hält  man  hingegen  die  2  gleichgestimmten 
Hohlränme  parallel,  oder  nur  wenig  einander  zugeneigt,  neben 
einander,  so  erscheint  die  ursprungliche  Resonanz  in  beiden 
deutticb  verstärkt.  Hat  man  es  mit  kleinen  Hohlräumen  oder 
wenigstens  mit  engen  Mündungen  zu  thun,  so  darf  niclit  übersehen 
werden,  dass  die  Eigentöne  schon  durch  das  Einlegen  des  Hör- 
rohres etwas  vertieft  werden,  so  dass  2  ursprünglich  gleich- 
gestinmite  Hohlräume  ungleich  gestimmt  werden,  wenn  in  dem 
einen  ein  Hörrohr  liegt,  im  andern  nicht.  Sind  die  beiden  Hohl- 
räume nur  nahezu  aber  nicht  vollkommen  gleichgestimmt,  so 
kann  es  geschehen,  dass  in  dem  einen  der  ursprüngliche  Eigenton 
total,  in  dem  andern  nur  theilweise  schwindet. 

Alle  bisher  erwähnten  Resonanzphänomene  treten  auch  dann 

auf,  wenn  man  zur  Erregung  der  Resonanz  die  primäre  Schall- 

qaelle  in  die  Hohlräume  hinein  verlegt.   Es  geschieht  dies  am 

einfachsten  in  der  Weise,  dass  man  die  menschliche  Stimme  in 

Form  von  Singtönen  durch  ein  Kautschukrohr  leitet,  das  beliebig 

lang^,  circa  1 — 1  ^^  Cni.  Durchmesser  hat,  und  dessen  ein  Ende  in 

den  Hohlraum  hineingelegt  wird.  Das  zweite  Ende  des  Rohres 

wird    entweder   bei   offener  Lippenöffnung   lose   zwischen   den 

Zähnen  gehalten  oder  mit  den  Lippen  dicht  umfasst,  während 

man  Singtöne  hervorbringt.   In  letzterem  Falle  kann  man  den 

ganzen  Luftstrom,  mithin  auch  die  ganze  Schallmasse  in  den 

Hohlraum  leiten,  oder  auch  den  Luftstrom  durch  die  Nasenhöhle 
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entweichen  lassen,  in  welchem  Falle  die  Stimme  im  Hohlraum 
nur  jene  Stärke  hat,  wie  im  erstem  Falle.  Diese  Untersuchang^s- 
methode  eignet  sich  besonders  in  jenen  Fällen,  wenn  man  die 
Luft  im  Hohlräume  isolirt  von  der  äussern  Luft  untersuchen  will. 
Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  Deckel  mit  blos  2  Aus- 
schnitten^ durch  welche  das  die  Stimme  leitende  und  das  Hörrohr 
luftdicht  durchtreten,  in  Anwendung  zu  bringen,  und  sämmtliche 
Töne  der  Scala  der  Reihe  nach  in  das  Rohr  hineinsingen,  während 
man  durch's  Hörrohr  horcht.  Bei  dieser  Untersuchung  findet  man, 
wie  schon  ft'Uher  erwähnt,  air  die  Thatsachen,  die  früher  beschrie- 
ben wurden,  in  ganz  gleicher  Weise,  was  immerhin,  da  hier  die 
Schallquelle  verschieden  gelagert  ist,  flir  einzelne  der  Phänomene 
auffallend  ist.    Man  findet  aber  auch,   dass   bei  vollständigem 
Verschluss  der  Hohlraummttndungen  die  Resonanz  in  der  That 
total  schwindet;  man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  da  jeder 
Erwachsene  mit  Zuhilfenahme  von  Kopf-  und  Falsett- Tönen,  und 
bei  Verzicht  auf  besondere  Reinheit   der  Töne   ganz  bequem 
3  volle  Octaven  mit  der  Stimme  umfasst.  Ein  hermetischer  Ver- 
schluss der  Hohlräume  ist  gar  nicht  nöthig,  um  die  Resonanz 
schwinden  zu  machen,  es  geschieht  dies  selbst  dann  schon,  wenn 
der  Deckel  nur  lose  aufliegt,  so  dass  der  Luftstrom  allenfalls 
noch  entweichen  kann.  Erst  wenn  die  Spalten  zwischen  Deckel 
und  Gefässrand  merkliche  Dimensionen  haben,  tritt  ttir  tiefe  Töne 
schwache  Resonanz  auf.   Hier  darf  es  selbstverständlich   noch 
weniger  ausser  Acht  gelassen  werden,  dass  durch  das  FMnleg'en 
zweier  Röhren  die  ursprünglichen  Eigentöne  der  Hohlräume  noch 
mehr  abgeändert  werden  können,  als  frUher.   Erwähnenswertli 
ist  es,   dass   auch   beim   gänzlichen  Fehlen  der  Resonanz    die 
ursprungliche  Stimme  denn  doch  unverändert  stark,  nur  mit  etwa» 
verändertem  Timbre  vemouunen  wird  aus  dem  Hohlräume,    und 
zwar  ist  sie  in  kleinern  Hohlräumen  stärker,  in  grossem  schwächer. 
Man  Überzeugt  sich  hiervon,  wenn  man  während  des  Horchen« 
das  freie  Ohr  luftdicht  verstopft.  Es  dringt  allerdings  durch  die 
Nasenhöhle,  Kopfknochen  etc.  inuner  noch  vom  fi-eien  Lufträume 
etwas  Schall  in's  Gehörorgan,   wenn  auch  beide  Gehörgttng'e 
verstopft  sind,  aber  wenn  man  diese  schwachen  Schallspuren  nur 
einmal  percipirt  hat,  wird  man  sie  immer  leicht  von  jenem  »Sehall 
unterscheiden,  der  durch  ein  Hörrohr  aus  einem  Hohlraum  eindringt. 
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Nicilt  unwichtig  ist  diesen  Thatsachen  gegenüber,  gewisser- 
massen  als  Pendant  zu  denselben,  das  Verhalten  der  Resonanz 
an  Stimmgabel-Resonanzkästen.   Es  liegen  hier  allerdings  nnr 
Thatsachen  von  einem  solchen  fttr  eine  a'-Gabel  gestimmten 
Kasten  vor,  die  zunächst  noch  zu  einer  fortgesetzten  Untersuchung 
an    mehreren   verschieden    gestimmten   Kästen    herausfordern, 
allein  wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  den  frühem  Angaben 
dürfte  die  Mittheilung  dieser  Thatsachen  schon  jetzt  nicht  un- 
gerechtfertigt sein.   Vor  Allem  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die 
Resonanz  der  genannten  Kästen  auch  von  der  Möglichkeit,  dass 
ihre  Wandungen  transversal  schwingen,  wesentlich  abhängt.  So 
z.  B.  ist  die  Resonanz  viel  lauter,  wenn  man  den  Kasten  an  dem 
zur  Auiiiahme  des  ( } abelstieles  bestimmten  Zapfen  frei  in  der  Luft 
hält,  als  wenn  er  mit  einer  seiner  Wände  auf  einer  festen  Unter- 
lage, sei  en  direct  oder  mittelst  zweier  schmaler  Stege,  aufruht. 
Man  vermeidet  so  manchen  Fehler  in  der  Beobachtung,  wenn 
TOÄu  hierauf  von  Anfang  an  Rücksicht  nimmt.  Die  erste  der  oben 
erwähnten  Thatsachen  besteht  nun   darin,   dass  auch  hier  die 
Resonanz  ebenso  von  der  äussern  Luft  abhängt,  wie  unter  den 
früher   beschriebenen    Verhältnissen.    Zur   Constatirung    dieser 
Thatsache    kann  man  ein  dem  früher  beschriebenen  analoges 
Verfahren  anwenden.   Man  legt  nämlich  ein  Hörrohr,  welches 
durch  irgend  eine  Scheibe  luftdicht  durchgeht,  mit  dem  freien 
Ende  in  den  Resonanzkasten  hinein  und  behorcht  den  Resonanz- 
ton im  Innern  desselben.    So  lange  die  Scheibe  in  grösserer 
Entfernung  von  der  Mündung  des  Kastens  steht,  hört  man  die 
Resonanz  aus  dem  Innern  ebenso  oder  noch  lauter  als  von  aussen ; 
nähert  man  aber  die  Scheibe  der  Mündung,  um  sie  zu  verdecken, 
H4}   bemerkt    mau    bald    ein   auffälliges   Schwäclierwerden   der 
Resonanz,  und  zwar  im  Innern  ebenso  wie  von  aussen.  Ist  die 
Mündung  ganz  verdeckt,  so  bleibt  von  dem  ursprünglichen  lauten 
Kesonanzton  nur  eine  schwache  Spur  zurück,  gleich  jener  Resonanz, 
die  die  Holzplatten  des  Kastens  für  sich  allein  im  freien  Zustande 
gehen  MTürden,  und  diese  schwache  Spur  ist  aus  dem  Innenraume 
des  Kastens  nur  wenig  lauter  als  im  treien,  im  Timbre  jedoch 
merklich   verschieden   von   der  vollen  Resonanz   des  Kastens. 
Dieser  schwache  Rest  der  Resonanz  bleibt  ganz  unverändert, 
wenn   man  den  Deckel  an  die  freien  Ränder  des  Kastens  fest 
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andruckt,   und   dadurch   die   transversalen   Schwingungen   der 
Platten  ganz  oder  doch  theilweise  aufhebt.   L^lsst  man  den  im 
Innern  des  geschlossenen  Kastens  hörbaren  Ton  längere  Zeit  auf 
sich  einwirken,  um  seine  Qualität  genau  im  Gedächtnisse  zu  be- 
halten, und  entfernt  dann  nur  langsam  die  deckende  Scheibe  von 
der  Mündung  während  des  Horchens,  so  überzeugt  man  sich 
leicht  davon,  dass  es  nicht  ein-  und  derselbe  Schall  ist,  der  beim 
Entfernen  der  Scheibe  allmälig  stärker  wird,  sondern  dass  der 
aus  dem  verschlossenen  Hohlraum  heraus  gehörte,  auch  nach 
dem  Öflfhen  desselben  ganz  unverändert  fortbesteht,  und  neben 
ihm  ein  ganz  selbständiger  zweiter  Ton  von  etwas  verschiedenem 
Timbre  auftaucht,  anfangs  sehr  schwach,  bei  zunehmender  Ent- 
fernung des  Deckels  immer  stärker,  und  dass  dieser  neue  zweite 
Ton  schliesslich  so  laut  wird,  dass  er  den  ersten  vollkommen  deckt. 
Bei  langsamem  Annähern  der  Scheibe  an  die  Kastenmündung 
bemerkt  man  natürlich  dieselben  Erscheinungen  in  umgekehrter 
Reihenfolge.  In  einer  bestimmten  Nähe  des  Deckels  zerfällt  der 
einfache  laute  Resonanzton  in  2  deutlich  von  einander  unter- 
scheidbare Töne,  deren  einer  bei  fortgesetzter  Annäherung  immer 
schwächer  wird,  und  schliesslich  schwindet,  während  der  zweite 
unverändert  bleibt.  —  Hieran  reiht  srch  noch  folgende  weitere 
Thatsache.  Nimmt  man  eine  genau  auf  a  gestimmte  gewöhnliche 
Resonatorkugel,  verschliesst  mit  einem  Finger  ihre  kleinere,  für 
das  Ohr  bestimmte  Öffnung,  und  hält  sie  dann  mit  der  weitern 
Öffnung  der  Mündung  des  tönenden  Resonanzkastens  zugekehrt, 
so  schwindet  die  Resonanz  fast  total,   sobald  beide  Hohlräume 
in  einer  bestimmten  Entfernung  von  einander  stehen;   entfernt 
man  sie  wieder  von  einander,   so  wird  die  Resonanz  allmälig: 
wieder  lauter,  und  erreicht  auch  wieder  ihr  Maximum.  Ob  dieses 
Ab-  und  Anschwellen  der  Resonanz  auch  bei  grössern  Eutfermui  - 
gen  der  Hohlräume  von  einander  sich  wiederhole,  liess  sich  vor- 
läufig weder  constatiren,  noch  auch  könnte  man  es  entschieden 
in  Abrede  stellen.  —  Schiebt  man  das  freie  Ende  eines  Hörrohrs 
über  das  Ohrende  der  Resonatorkugel,  um  den  Innenraum  dor 
letztern  bequemer  zu  behorchen,  während  ein  tönender  Resonanz- 
kästen  auf  denselben  einwirkt,  so  bemerkt  man,  dass  auch  wäb.^ 
rend  des  totalen  Fehlens  der  lauten  Resonanz,  aus  dem  Innem 
des  Resonators  ein  ähnlicher,  jedoch  stärkerer  Ton  in's  Ohr  dringt.^ 
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als  derjenige  ist,  den  man  aus  dem  Innern  des  Resonanzkastens 
bei  verschlossener  MUndung  hört.  Selbstverständlich  ist  das 
Resultat  dasselbe,  wenn  man  am  Resonator  direct  ohne  Hörrohr 
horcht,  nur  ist  dieses  directe  Horchen  höchst  unbequem.  Legt 
man  das  Hörrohr  in's  Innere  des  Resonanzkastens,  während  die 
Resonatorkugel  ihm  gegenüber  steht,  so  hört  man  ebenfalls  blos 
jenen  Ton,  nur  etwas  lauter,  den  man  bei  verschlossener  Mündung 
desselben  hört.  Auch  hier  überzeugt  man  sich  leicht,  wenn  man 
bei  langsamem  Entfernen  der  beiden  Hohlräume  von  einander 
einen  von  beiden  mittelst  Hörrohr  behorcht,  dass  Anfangs  zwei 
deutlich  getrennte  Töne  vorhanden  sind,  deren  einer  unverändert 
bleibt,  und  deren  zweiter  allmälig  stärker  wird,  und  erstem 
deckt.  Zu  bemerken  ist  hier  noch,  dass  die  Resonatorkugel  die 
Mündung  des  Resonanzkastens  selbst  in  unmittelbarer  Nähe  nur 
zum  kleinsten  Theile  deckt,  und  dass  anders  gestimmte  Resona- 
toren, selbst  von  grossem  Volumen,  z.  B.  ein  auf  c'  gestimmter, 
der  jene  Mündung  in  der  Nähe  viel  mehr  deckt,  die  Resonanz 
kaum  merklich  schwächt.  Hat  man  die  Duplicität  des  Schalles 
hier  kennen  gelernt,  so  kann  man  sie  an  der  mittelst  der  Stimme 
in  beliebigen  Hohlräumen  erzeugten  Resonanz  auch  wieder 
erkennen,  wenn  der  Deckel  von  den  Gefässmünduugen  nur  sehr 
langsam  abgehoben  wird.  Doch  ist  das  Phänomen  hier  nur  sehr 
kurz  und  minder  deutlich  zu  unterscheiden. 

Die  zuletzt  angeführten  Thatsachen,  namentlich  die  auf  die 
Resonanzkästen  bezüglichen,  liefern  nun  offenbar  die  volle  Be- 
stätigung des  bereits  im  Aufsatz  H  ausgesprochenen  Satzes,  dass 
die  Resonanz  von  Hohlräumen,  d.  i.  die  den  Schall  unmittelbar 
bedingenden  Schwingungen  nicht  so  sehr  in  der  innern  als  viel- 
mehr in  der  äussern  Luft  entstehen.  Es  geht  aus  diesen  That- 
sachen aber  auch  noch  hervor,  dass  das  Verhältniss  der  Schwin- 
g'ongen  der  äussern  Luft  zu  den  ursprünglichen  der  innern  kein 
solches  ist,  dass  man  es  als  ein  einfaches  Mitschwingen  bezeichnen 
kannte,  sondern  es  inuss  angenommen  werden,  dass  die  von  der 
inneni  Luft  an  die  äussere  abgegebenen  Impulse  in  ganz  neue 
Bewegungsformen  umgesetzt  werden.  Damit  ist  aber  auch  ^chon 
die  zweite  der  im  Anfang  erwähnten  Fragen  berührt,  ob  nämlich 
die  snbjective  Stärke  des  Schalles  nicht  auch  von  der  Schwin- 
gnngsform  abhängig  .^ei.  Selbstverständlich  ist  diese  Frage  noch 
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lange  nicht  spruchreif,  aber  wenn  man  bedenkt,  dass  neben  der 
lauten  Resonanz  die  ursprünglichen  Schwingungeii  unverändert 
fortbestehen,   so  kann  man  erstere  offenbar  nicht  durch  eine 
einfache  Verstärkung  der  Amplituden   der  letztern  zu  Stande 
kommen  lassen.  Wenn  man  femer  bedenkt,  dass  Schwingungen 
in  irgend  einer  Entfernung  von  ihrer  ursprünglichen  Quelle  nur 
dadurch  verstärkt  werden  können,  dass  sich  die  Wirkung  mehrerer, 
nach  einander  folgender  Impulse  summirt,  dass  dieser  Process 
aber  nur  an  einem  ungleicharraigen  Hebel  denkbar  ist,  dessen 
kürzerer  Arm  den  AngriflFspunkt  bildet,  nicht  aber  an  der  un- 
begrenzten freien  Luft,  so  muss  man  zugeben,  dass  es  kaum 
denkbar  ist,   es  werden  die  Amplituden  im  freien  Lufträume 
grösser  als  im  Hohlräume ;  da  aber  der  Schall  im  erstem  denn 
doch  viel  lauter  ist,  als  im  letztern,  so  ist  obige  Frage  in  der  That 
nicht  unberechtigt,  und  zwar  in  dem  Sinne,  ob  nicht  <iie  sub- 
jective  Stärke  des  Schalles  um  so  mehr  zunimmt,  je  complicirter 
die  Schwingungsformen  werden.   —  Schwierig   sind  jene   Er- 
scheinungen zu  deuten,  die  sich  durch  die  Combination  zweier 
Hohlräume   an   ihrer  Resonanz   zeigen.    Auf  den  ersteu   Blick 
möchte  man  sie  für  einfache  Interferenzphänomene  halten,  da 
bleibt  aber  die  Frage  unbeantwortet,  warum  sich  blos  die  Haupt- 
und  nur  die  höhern  Nebeneigentöne  aufheben,  die  tiefern  Nebeu- 
töne  nicht. 

Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  oben  erwähnte 
Einfluss  der  Grösse  der  Hohlräume  und  ihrer  Mündung  auf  die 
Stärke  der  Resonanz  vollkommen  erklärlich  ist,  nach  der  im  Auf- 
satz II,  S.  10, 11  gegebenen  Erklärung  über  das  Zustandekommen 
der  Resonanz  in  Hohlräumen. 
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Über  die  dynamische  Theorie  der  Diflfusion  der  Gase. 

Von  dem  w.  M.  J«  Stefan« 
(Vorgelegt  in  der  Sitzang  am  11.  April  1872.) 

Die  üleichiingen  des  Gleichgewichtes  flir  die  einzelnen  Gase 
in  einem  Gemenge  liefert  das  Dal  ton 'sehe  Princip  und  können 
dieselben  in  dem  Satze  zusammengefasst  werden,  dass  in  einem 
Gemenge  jeder  ßestandtheil  sich  so  ins  Gleichgewicht  stellt,  als 
wäre  er  allein  in  dem  vom  Gemenge  erfüllten  Räume  vorhanden. 
Dieser  Satz  ist  durch  eine  vielfältige  Erfahrung  bewiesen. 

Aber  ebenfalls  durch  vielfältige  Erfahrung  ist  bewiesen, 
dass  sieh  ein  einzelnes  Gas  in  einem  Gemenge  nicht  so  bewegt, 
als  wären  die  übrigen  Bestandtheile  des  Gemenges  nicht  vor- 
banden, es  ist  also  bewiesen,  dass  die  aus  den  Gleichgewichts- 
gleichungen nach  dem  Principe  von  D'Alembert  abgeleiteten 
(vleiehungen  der  Bewegung  nicht  die  richtigen  sind. 

In  der  Abhandlung  ,.über  das  Gleichgewicht  und  die  Be- 
wegung, insbesondere  die  Diffusion  von  Gasgemengen"  habe  ich 
gezeigt,  dass  man  zu  Gleichungen  gelangt,  welche  mit  der 
Krfahrung  in  Übereinstinmiung  stehen ,  wenn  man  zu  dem 
Dal  ton 'sehen  Principe  noch  folgende  Ergänzung  hinzufligt :  In 
einem  Gasgemenge  erfährt  jedes  einzelne  Theil- 
ehen  eines  Gases,  wenn  es  sich  bewegt,  von  jedem 
andern  Gase  einen  Widerstand  proportional  der 
Dichte  dieses  Gases  und  der  relativen  Geschwindig- 
keit beider. 

Auf  alle  in  der  Einheit  des  Volumens  befindlichen  Theilchen 
des  einen  Gases  kommt  also  ein  dem  Producte  der  Dichten  beider 
Gase  und  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  proportionaler  Wider- 
j<taiid  in  Rechnung.  Er  wurde  in  der  genannten  Abhandlung  durch 
den  Ausdruck 
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dargestellt,  worin  p,  und  u^  die  Dichte  und  Geschwindigkeit  des 
ersten,  f,.,  und  «^  die  Dichte  und  Geschwindigkeit  des  zweiten 
Gases  bedeuten ;  A^^  ist  eine  von  der  Natur  der  beiden  Gase  und 
auch  von  ihrer  Temperatur  abhängige  Grösse.  Bei  der  Aufstellung 
des  obigen  Ausdruckes  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass  die 
Bewegungsrichtungen  der  beiden  Gase  in  eine  Linie  fallen,  denn 
nur  dann  ist  u^ — ti^  ihre  relative  Geschwindigkeit. 

Die  Gleichungen,  welche  man  mit  Hilfe  dieses  Princips  des 
Widerstandes  für  die  Bewegung  zweier  Gase  durcheinander 
gewinnt,  sind  die  nämlichen,  welche  schon  Maxwell  aus  der 
dynamischen  Theorie  der  Gase  abgeleitet  hat,  in  welcher  Theorie 
sowohl  das  Dalton'sche  Princip  als  der  benützte  Satz  vom 
Widerstände  ihre  Begründung  finden. 

Maxwell  hat  diese  Gleichungen  angewendet  zur  Erklärung 
der  Difliision  zweier  Gase  in  einander  und  in  der  oitirten 
Abhandlung  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Gleichungen  auch  in 
ihrer  Erweiterung  auf  ein  Gemenge  von  drei  Gasen  mit  den  über 
die  Diffiision  von  solchen  Gemengen  angestellten  Versuchen  in 
t Übereinstimmung  stehen. 

Handelt  es  sich  um  die  Bewegung  eines  Gemenges  von  zwei 
Gasen  in  einer  durchaus  gleich  weiten  geschlossenen  Röhre, 
welcher  Fall  in  den  DiflFusionsversuchen  realisirt  ist,  so  werden 
die  Partialdrücke  der  beiden  Gase  als  Functionen  der  Zeit  und 
der  Abscisse  des  Querschnittes,  für  welchen  sie  gelten,  bestimmt 
durch  die  Gleichungen 

"^PA  —  ictEl     ^Pi  —  l"!^ 

dt    ~       d.l^'      '(it~       diV^ 

und  ist  die  Oonstante  k  der  Diftusionscoefficient  der  gewählten 
Gascombination  genannt  worden.  *  hängt  mit  dem  oben  ein- 
geflihrten  Widerstandseofe'fficienten  zusammen  durch  die  Glei- 
chung 

'-A,,  '  d,d,  '  ry  p^  ^   ' 

worin  Pq  den  Normaldruck,  unter  welchem  die  beiden  Gase  bei 
der  absoluten  Temperatur  T^  die  Dichten  rf,  und  rf^  haben,  femer 
p  den  Druck  und  T  die  absolute  Temperatur  des  Gasgemengres 
während  des  Versuchs  bedeutet. 
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Was  die  Grösse  A^^  aubetriflft,  so  kann  eine  Bestimmung 
derselben  nur  aus  einer  Theorie  des  gasförmigen  Aggregat- 
zustandes erfolgen.  Der  Widerstand,  welchen  ein  Gas  bei  seiner 
Bewegung  durch  ein  anderes  erfährt,  ist  eben  nichts  anderes,  als 
die  Bewegungsgrösse,  welche  von  den  Molecülen  dieses  Gases 
auf  die  des  andern  in  der  Zeiteinheit  übertragen  wird.  Zur  Be- 
rechnung dieser  Bewegungsgrösse  ist  die  Kenntniss  der  Art  der 
Übertragung  nothwendig.  Mit  Hilfe  der  dynamischen  Gastheorie 
kann  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  werden. 

Es  ist  aber  die  dynamische  Gastheorie  bisher  in  verschiedenen 
Formen  zur  Anwendung  gebracht  worden. 

Die  neue,  von  Maxwell  Über  die  Natur  der  Gase  adoptirte 
Anschauung  ist  folgende.  Ein  Gas  ist  ein  System  von  sehr  rasch 
nach  allen  möglichen  Richtungen  im  Baume  bewegten  Molecülen. 
Die  Molecüle  sind  als  materielle  Punkte  zu  betrachten,  welche 
mit  abstossenden  der  fünften  Potenz  der  Entfernung  verkehrt 
proportionalen  Kräften  auf  einander  wirken. 

Aus  dem  Druck  des  Gases  lassen  sich  die  Geschwindigkeiten 
berechnen,  mit  denen  sich  die  Gasmolecüle  im  Mittel  bewegen, 
auch  lässt  sich  ein  Mass  für  die  Intensität  dei*  abstossenden  Kraft 
zwischen  den  gleichartigen  Molecülen  eines  Gases  aus  der  Grösse 
der  inneren  Reibung  in  diesem  Gase  gewinnen.  Die  innere 
Reibung  besteht  in  der  Übertragung  von  Bewegungsgrösse  von 
schneller  bewegten  an  langsamer  bewegte  Molecüle,  und  die  in 
einer  Zeiteinheit  bei  gegebener  Vertheilung  der  Geschwindigkeit 
übertragene  Bewegungsmenge  wird  abhängig  xon  der  Intensität 
der  zwischen  den  Molecülen  thätigen  abstossenden  Kräfte. 

Der  Widerstand,  den  ein  Molecül  eines  Gases  bei  seiner 
Bewegung  durch  ein  zweites  erfährt,  wird  ebenfalls  abhängig 
von  der  Intensität  der  zwischen  den  zwei  Arten  von  Molecülen 
thätigen  abstossenden  Kräfte. 

Die  Diffusionsversuche  können  nun  ebenso  zur  Bestimmung 
der  Intensitäten  der  zwischen  verschiedenartigen  Molecülen 
thätigen  abstossenden  Kräfte  benützt  werden,  wie  die  Reibungs- 
vexisuehe  zur  Bestimmung  der  Abstossungen  zwischen  gleich- 
artigen Molecülen. 

Die  MaxwelTsche  Theorie  liefert  nun  zunächst  ^,2  als  von 
Dru^k    und  Temperatur  unabhängig.    Es   bleibt  also  ttlr  die 
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Abhängigkeit  des  Diflftisionsco^fBcienten  von  diesen  beiden  Grössen 
nach  der  Formel  (2)  das  Gesetz,  dass  der  Diflfusionscoefficient 
dem  Quadrate  der  absoluten  Temperatur  direct,  dem  Drucke, 
unter  dem  die  diflPandirenden  Gase  stehen,  verkehrt  proportional 
ist.  Dieses  Gesetz  hat  auch  durch  die  Versuche  von  Loschmidt 
seine  Bestätigung  gefunden. 

Durch  diese  Theorie  wird  aber  auf  die  Frage  nach  der 
Abhängigkeit  des  Diffusionscoßfßcienten  von  der  Natur  der 
l)eiden  Gase  keine  Antwort  gegeben,  da  ja  eine  von  der  Natur 
der  beiden  Gase  abhängige  Intensitätsconstante  der  gegenseitigen 
Abstossung  in  der  Formel  ttbrig  bleibt.  Es  ist  klar,  dass,  wenn 
auch  aus  Reibungs versuchen  die  Intensitäten  gefunden  worden 
sind,  mit  denen  sich  die  gleichartigen  Molecttle  des  einen  und  die 
gleichartigen  Molecttle  eines  anderen  Gases  abstossen,  aus  diesen 
Intensitäten  kein  Schluss  auf  das  gegenseitige  Verhalten  der 
ungleichartigen  Molecttle  gezogen  werden  kann. 

Die  Sache  gestaltet  sich  jedoch  anders,  wenn  man  die 
dynamische  Gastheorie  in  ihrer  ursprttnglichen  Form  zur  An- 
wendung bringt.  Nach  dieser  ist  ein  Gas  als  ein  System  von 
Molecttlen  zu  betrachten^  welche  in  sehr  raschen,  nach  allen 
möglichen  Richtungen  vertheilten  Bewegungen  sich  befinden, 
nicht  mit  fernwirkenden  Kräften  versehen  sind,  sondern  nur 
beim  Zusanmaentreffen  auf  einander  wirken  und  dabei  wie  voll- 
kommen elastische  Kugeln  sich  verhalten. 

An  die  Stelle  der  Intensitätsconstanten  der  abstosseudeu 
Kräfte  treten  nun  die  Durchmesser  der  die  Molecttle  darstellenden 
Kugeln  als  Bestimmungsstttcke  der  molecularen  Beschaffenheiten 
der  Gase  und  kann  nun  fttr  diese  aus  den  Reibungsconstanten 
ein  Mass  ebenso  gewonnen  werden,  wie  frtther  fttr  die  Inteusitaten 
der  Abstossung. 

Der  Widerstand,  den  ein  Molecttl  eines  Gases  bei  seiner 
Bewegung  durch  ein  zweites  Gas  erfährt,  wird  nun  ebenfalls 
abhängig  von  den  Grössen  der  Kugeln,  welche  die  Molecttle 
des  einen  und  des  zweiten  Gases  darstellen.  Der  Ausdruck  fttr 
den  Widerstand  enthält  demnach  keine  neue  der  gewählten 
Gascombination  eigenthttmliche  Constante,  sondern  nur  solche, 
welche  sich  aus  den  Versuchen  ttber  die  innere  Reibung  in  den 
beiden  einfachen  Gasen  ableiten  lassen,  es  kann  aus  den  Reibungs- 


Digitized  by  VjOOQIC 


über  die  dynamische  Theorie  der  Diffusion  der  Gase.  327 

<*o^fficienteH    zweier    einfacher    Gase    ihr    Diffasionscoöfficient 
berechnet  werden. 

Die  Hypothese  der  elastischen  Kugeln  wurde  mit  zwei  ver- 
schiedenen Nebenannahmen  zur  Erklärung  der  Eigenschaften 
der  Gase  angewendet. 

Ciausius  betrachtet  ein  Gas^  welches  sich  im  Zustande 
des  statischen  und  des  Temperaturgleichgewichtes  befindet,  als 
ein  System  von  elastischen  Kugeln,  welche  sich  alle  mit  gleicher 
Geschwindigkeit,  aber  nach  allen  möglichen  Richtungen  des 
Kaumes  gleichförmig  bewegen. 

Maxwell  betrachtete  in  seiner  ersten  Abhandlung  ein  Gas 
ebenfalls  als  ein  System  von  elastischen  Kugeln,  deren  Ge- 
üchwindigkeiten  jedoch  nicht  nur  alle  möglichen  Richtungen  im 
Kaume,  sondeni  alle  möglichen  Werthe  von  0  bis  oo  besitzen, 
auch  wenn  das  Gas  im  statischen  und  im  Temperaturgleich- 
gewiehte  sich  befindet.  Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Grössen 
der  nach  einer  bestimmten  Richtung  geschätzten  Componenten 
der  Geschwindigkeit  ausgetheilt  sind,  ist  dasselbe,  welches  in  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  die  Vertheilung  der  Be- 
obachtungsfehler aufgestellt  wird. 

Es  lässt  sich  unter  der  einen  wie  unter  der  anderen  dieser 
zwei  Voraussetzungen  die  Bestimmung  des  Widerstandes,  den  ein 
Ga«  bei  seiner  Bewegung  durch  ein  anderes  erfährt,  ausführen. 
Zuerst  handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  der  Bewegungs- 
grösse,  welche  bei  einem  Zusammenstosse  von  einer  Kugel  auf 
eine  andere  übertragen  wird.  Diese  Grösse  ist  abhängig  von  den 
Massen,  Geschwindigkeiten  und  Bewegungsriclitungen  der  beiden 
Kugeln,  sie  fällt  aber  auch  bei  denselben  Massen,  Geschwindig- 
keiten und  Richtungen  verschieden  aus,  je  nachdem  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  der  beiden  Kugeln  im  Augenblicke 
des  Zusammenstosses  gegen  ihre  Bewegungsrichtung  orientirt  ist. 
Da  bei  jedem  einzelnen  Stosse  von  allen  möglichen  Positionen 
der  Centrallinie  gegen  die  Geschwindigkeiten  der  Kugeln  jede 
gleich  wahrscheinlich  ist,  bei  sehr  vielen  Zusammenstössen  also 
anch  jede  gleich  oft  vorkommen  wird,  so  ist  das  Mittel  aus  allen 
fttr  die  verschiedenen  Lagen  der  Centrallinie  sich  ergebenden 
Bewegnngsgrössen  als  jene  Bewegungsgrösse  in  die  Rechnung 
einzuführen,  welche  ein  Molecttl  von  gegebener  Geschwindigkeit 
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und  Richtung  der  Bewegung  auf  ein  anderes  Molectil  von  ebenfalls 
gegebener  Geschwindigkeit  und  Eichtung  bei  einem  Zusammeu- 
stoss  übei-trägt. 

Es  ergibt  sich,  dass  diese  mittlere  Bewegungsgrösse  parallel 
zur  Axe  der  x  etwa  geschätzt,  nur  von  den  zu  dieser  Axe 
parallelen  Componenten  der  Geschwindigkeiten  abhängig  und 
halb  so  gross  ist,  als  jene,  welche  bei  einem  centralen  Stoss 
zweier  mit  diesen  Geschwindigkeitscomponenten  bewegten  Kugeln 
von  der  einen  auf  die  andere  übertragen  wird.  Sie  ist  also 

— 2—^  O^'i— .^^) 

wenn  m^  und  m.^  die  Massen,  .r,  und  x^  die  zur  Axe  der  x  paral- 
lelen Componenten  der  Geschwindigkeiten  der  beiden  Kugeln 
bedeuten. 

Die  Summe  aller  Beweguugsgrössen,  welche  bei  den  in  der 
Zeiteinheit  erfolgenden  verschiedenen  Zusammenstössen  der  in 
der  Volumseinheit  befindlichen  Molecülc  der  ersten  Art  mit  denen 
zweiter  Art  von  den  ersteren  verloren  wird,  ist  die  oben  als 
Widerstand  W  eingeführte  Grösse. 

Zur  Berechnung  dieser  Summe  ist  es  ferner  nothwcndig,  die 
Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  unter  die  einzelnen  MolecUle 
zu  kennen  und  dann  die  Anzahl  der  Zusammenstösse,  welche 
zwischen  Molecülen  von  gegebenen  Geschwindigkeiten  in  der 
Zeiteinheit  stattfinden. 

Was  die  Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  anbetrifft,    so 
braucht  man  zunächst  nur  festzustellen,  dass  sich  dieselbe  in  einem 
bewegten  von  der  im  ruhenden  Gase  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass   zu   den  Componenten   der   Molecularbewegung   noch    die 
Componenten  der  allen  Molecülen  gemeinschaftlichen  progressiven 
Bewegung  hinzukommen.  Hat  ein  Molecül  im  ruhenden  Gase  die 
Geschwindigkeitscomponenten  ^„r;j,^j,  so  sind  |,-4-Mpr/j,fj  seine 
Componenten,  wenn  das  Gas  als  Ganzes  mit  der  Geschwind ip^keit 
Wj  sich  parallel  zur  Axe  der  x  bewegt.  Der  Werth,  welchen  Wfür 
zwei  mit  den  Geschwindigkeiten  //,  und  m.^  bewegte  Gase   unter 
Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  w, — n^  erhält,  ist 
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und  bedeutet  darin  a  die  Anzahl  der  Zusammenstösse,  welche 
zwischen  den  Molecttlen  erster  und  zweiter  Art  in  der  Einheit 
der  Zeit  und  des  Raumes  erfolgen,  wenn  die  beiden  Gase  in  Ruhe 
diesen  Baum  erfüllen. 

So  weit  lässt  sich  die  Untersuchung  ohne  Kenntniss  des 
Oesetzes,  nach  welchem  die  Geschwindigkeiten  unter  die  Molecüle 
des  ruhenden  Gases  vertheilt  sind,  führen.  Der  Werth  von  a  lässt 
»ich  nur  mit  Hilfe  dieses  Gesetzes  finden  und  ergibt  sich  auch 
nach  den  zwei  oben  aufgeflthrten  Annahmen  nicht  gleich. 

Wird  zuerst  die  von  Maxwell  adoptirte  Annahme  der 
Rechnung  zu  Grunde  gelegt,  so  findet  man  die  Anzahl  der 
Zusammenstösse 

n  =  .V,A;7rÄYV-^-^2'-  (4) 

Darin  bedeutet  A',  die  Anzahl  der  Molecüle  erster  Art,  N^  die 
zweiter  Art  in  der  Volumseinheit,  ferner  i?,  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit eines  Molecttls  erster,  t\  die  eines  Molecüls  zweiter 
Art.  Endlich  ist  s  die  Summe  der  Radien  der  Kugeln,  welche  die 
Molecüle  erster  und  zweiter  Art  darstellen. 

Die  Grössen  dieser  mittleren  Geschwindigkeiten  sind  durch 
die  zuerst  von  0.  E.  Meyer  entwickelte  Formel 

p  =  -^  Nmv^ 

bestimmt,  welche  den  Druck  eines  Gases  angibt,  von  dem  sich 
A'  Molecüle  von  der  Masse  m  und  der  mittleren  Geschwindigkeit 
r  in  der  Volumseinheit  befinden. 

Setzt  man  den  Werth  von  a  in  die  Formel  fllr  TT,  bemerkt, 
dass 

N^7n^  =  Pj,     A>/.,  =  p^ 

und  vergleicht  das  Resultat  mit  (1),  so  ergibt  sich 


Es  ist  zunächst  A^^  unabhängig  vom  Druck,  es  bleibt  also 
aach  der  DiflFusionscoßfficient  nach  Formel  (2)  dem  Druck  ver- 
kehrt proportional,  wie  es  die  Erfahrung  fordert. 
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Hingegen  gibt  die  Theorie  das  andere  Gesetz,  das«  der 
DiffusionscoSfficient  dem  Quadrate  der  absoluten  Temperatur 
proportional  ist,  nicht  mehr.  Da  nämlich  A^^  der  Quadratwurzel 
aus  der  absoluten  Temperatur  proportional  gefunden  wurde,  so 
folgt  dann  der  Diffusionsco^^fficient  *  nach  der  Formel  (2)  nicht 
der  Potenz  2,  sondern  der  Potenz  f\,  der  absoluten  Temperatur 
proportional. 

Auch  die  Theorie  der  inneren  Reibung,  gebaut  auf  die 
Hypothese  der  elastischen  Kugeln,  weicht  in  analoger  Weise  von 
der  Erfahrung  ab,  indem  sie  die  Reibungsconstante  statt  pro- 
portional der  absoluten  Temperatur  proportional  der  Quadrat- 
wurzel aus  derselben  liefert.  Diese  Abweichung  hat  auch  Max- 
well veranlasst,  die  Hypothese  der  elastischen  Kugeln  aufzu- 
geben. 

p]s  soll  nun  das  Augenmerk  auf  die  Abhängigkeit  des 
DiflFusionscof^fficienten  von  der  Natur  der  beiden  Gase  gerichtet 
werden. 

Dazu  genUgt  es,  den  Fall  zu  betrachten,  in  welchem  Druck 
und  Temperatur  des  Gasgemenges  ihre  Normalwerthe  haben.  Die 
Formel  (2)  verwandelt  sich  dann  in 

Führt  mau  zur  Bestimnmng  der  Geschwindigkeiten  r,  und  r^ 
ein  drittes  Gas,  dessen  MolecUl  die  Masse  m  und  bei  der  Normal- 
temperatur die  mittlere  Geschwindigkeit  v  hat,  so  hat  man 

Ist  Nq  die  für  alle  Gase  gleiche  Anzahl  der  Molecüle  in  der 
Volumseinheit  bei  normalem  Druck  und  normaler  Temperatur,  so 
kann  noch 

gesetzt  werden  und  die  Formel  für  k  reducirt  sich  auf 

32  •   N,ns^   '  7^^^^    •  OV^ 
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Nimmt  man  das  Wasserstoffgas  als  Normalgas^  so  ist 

r  =  169800  Cm. 

und  sind  ftir  iw,  iw,,  w^  die  Zahlen  der  Moleculargewichte  ein- 
zusetzen. Ist  k  für  ein  Paar  von  Gasen  gegeben,  so  kann  diese 
Fonnel  dazu  dienen,  die  dieser  Gascombination  entsprechende 
Grösse  N^ns-  zu  rechnen.  Soll  aber  k  selbst  aus  dieser  Formel 
gewonnen  werden,  so  ist  umgekehrt  diese  Grösse  für  die  be- 
treffende Gascombination  voraus  zu  bestimmen. 

Die  Theorie  der  inneren  Reibung  der  Gase  liefert  ftir  den 
Reibungsco^fficienten  fx,  eines  Gases,  welches  unter  dem  Drucke  p 
steht,  die  Formel 

und  bedeutet  f/,  die  Zahl  der  Zusammenstösse,  welche  ein  MolecUl 
in  diesem  Gase  in  der  Zeiteinheit  erleidet.  Für  diese  Zahl  selbst 
findet  man,  das  MaxwelTsche  Gesetz  der  Geschwindigkeits- 
vertheilung  angenommen, 

worin  «j  den  Durchmesser  des  Molecüls  und  r,,  wie  vorhin,  die 
mittlere  Geschwindigkeit  eines  solchen  bezeichnet.  Der  Quotient 
aus  r,  und  «,  ist  die  mittlere  Länge  des  Weges,  den  ein  MolecUl 
von  einem  Zusammenstösse  bis  zum  nächsten  macht.  Heisst  diese 
X,,  so  ist 

1 

y-  =  N7:8:i2 

and  ist  darin  N^  für  N  zu  setzen,  wenn  \  die  mittlere  Weglängo 
fÄr  das  Gas  bei  normaler  Dichtigkeit  bezeichnen  soll. 

Ebenso  ist  der  Durchmesser  s^  eines  Molecüls  des  zweiten 
Gases  durch  die  mittlere  Weglänge  \  dieses  zweiten  Gases  be- 
sitimmt,  und  da  s  in  unseren  Formeln  die  Summe  der  Radien  der 
beiden  Molecüle  bedeutet,  also 


ifft,  so  erhält  man  die  Gleichung 
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Die  Formel  für  k  kann  also  in  folgender  Weise  gesehriebeü 
werden 


3ff/2  ^m^'}'m^         v]fm  . 

und  sie  enthalt  nur  bekannte  Grössen,  sobald  die  mittleren  Weg- 
längen solche  sind. 

Durch  genaue  Versuche  hat  Maxwell  die  innere  Reibung 
in  Luft,  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Kohlensäure  bestimmt.  Für  Luft 
unter  dem  Druck  von  760  Mm.  Quecksilbersäule  und  0**  C. 
Temperatur  fand  er 

^  =  0-0001878 

Zentimeter  als  Längen-,  Secunde  als  Zeit-,  Gramm  als  Massen- 
einheit genommen.  Daraus  lässt  sich  X  für  die  Luft  berechnen, 

es  ist 

X  =  0-00000827. 

Aus  den  Versuchen  von  Maxwell  lassen  sich  auch  noch 
für  die  drei  anderen  oben  genannten  Gase  die  mittleren  Weg- 
längen ableiten.  Es  hat  aber  Graham  mit  einer  grossen  Anzahl 
von  Gasen  Versuche  über  den  Ausfluss  derselben  durch  Capillar- 
röhren  ausgeführt  und  0.  E.  Meyer  aus  diesen  die  Verhältnisse 
der  Reibungsco^fficienten  der  verschiedenen  Gase  abgeleitet. 
Aus  diesen  und  der  für  die  Luft  angegebenen  Zahl  lassen  sich 
nun  die  mittleren  Weglängen  fUr  die  folgenden  Gase  ableiten. 

Wasserstoff    ....    /  =  0-0000153 


Sauerstoff  .  .  . 
Kohlensäure  .  . 
Kohlenoxyd  .  . 
Schwefelige  Säure 
Sumpfgas  .  .  . 
Stickoxydul    .    . 


87 
56 
81 
40 
70 
56. 


Mit  Hilfe  dieser  Werthe  findet  man  die  Diffusionscoefficien- 
ten  der  folgenden  Gascombinationen : 
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Berechnet         Beobachtet 


WasserstoflF— Sauerstoff  .    .    . 

.    *=r.  0-826 

0-722 

Wassersoff— Kohlensäure     .    .    . 

0-630 

0-556 

Wasserstoff — Kohlenoxyd    .    .    . 

0-796 

0-642 

Wasserstoff— Sehwefelige  Säure 

0-507 

0-480 

Kohlenoxyd — Sauerstoff .    .    .    . 

0-218 

0-180 

Kohlenoxyd— Kohlensäure  .    .    . 

0-162 

0-160 

Sauerstoff— Kohlensäure      .    . 

0-161 

0-161 

Sumpfgas— Kohlensäure  .    .    . 

0-183 

0-159 

Stiekoxydul— Kohlensäure  .    . 

0-120 

0-089 

Luft— Kohlensäure 

0162 

rix      J:^      T     _  ,. 

0-142 

diese  Gascombinationen  gefundenen  Diffusionscogfficienten,  redu- 
eirt  auf  Centimeter  als  Längen-,  Secunde  als  Zeiteinheit. 

Wenn  auch  nur  ftlr  wenige  Combinationen  Rechnung  und 
Versuch  in  ganz  befriedigender  Übereinstimmung  stehen,  so  ist 
doch  schon  merkwürdig  genug,  dass  sich  überhaupt  dieDiffusions- 
co€fficienten  aus  den  Reibungscoäfficienten  mit  solcher  Annähe- 
rung berechnen  lassen. 

Die  berechneten  Zahlen  sind  bis  auf  zwei  Fälle,  wo  sie  den 
beobachteten  gleich  sind,  beträchtlich  grösser  als  die  beobach- 
teten. Es  könnte  also  auch  im  ganzen  eine  grössere  Überein- 
stimmung erzielt  werden,  wenn  für  die  mittlere  Weglänge  der 
Luft  eine  kleinere  Zahl  als  die  aus  den  Maxwell 'sehen  Ver- 
suchen gefolgerte,  etwa 

A  =  0-0000071 

eingefllhrt  würde.  Dies  ist  der  Werth ,  den  man  ftlr  die  mittlere 
Weglänge  der  Luft  aus  den  Diffusionsversuchen  .selbst  findet. 

Man  kann  nämlich  aus  den  bekannten  Diffiisionsco^fficienten 
auch  die  mittleren  Weglängen  ftlr  alle  bei  den  Versuchen  ver- 
wendeten Gase  nach  der  Formel 


berechnen. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  22 
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Man  erhält  zunächst  aus  den  drei  Oombinationen  Wasser- 
stoff— Sauerstoff,  Wasserstoff — Kohlensäure.  Sauerstoff— Kohlen- 
säure, fUr 

Wasserstoff    ....    /  =  0-(KX)0139 

Sauerstoff 74 

Kohlensäure  ....  50. 

Mit  Hilfe  dieser  Werthe  findet  man  f\lr  die  mittlere  Weg- 
länge des  Kohlenoxydes  aus  den  Combinationen 

Wasserstoff— Kohlenoxyd     .    .    .    a  =  (K)000060 
Kohlenoxyd — Sauerstoff  ....  66 

Kohlenoxyd — Kohlensäure  ...  68. 

Die  Übereinstimmung  zwischen  diesen  drei  Werthen  bildet 
die  Probe  für  die  Richtigkeit  der  Theorie  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Versuche  richtig  sind.  Der  Grad  der  Überein- 
stimmung ist  allerdings  kein  sehr  hoher. 

Endlich  findet  man  noch  aus  den  betreffenden  (Kombinatio- 
nen für 

Schwefelige  Säure     .    /  =  ()-0()00()89 

Sumpfgas 59 

Stickoxydul    ....  42 

Luft 71. 

Die  Verhältnisse  aller  dieser  Weglängen  zu  der  letzten, für 
Luft  bilden  in  der  folgenden  Tabelle  die  erste,  die  aus  den  Gra- 
ham'sehen  Versuchen  gefolgerten  die  zweite  Reihe: 


Wasserstoff  .  . 
Sauerstoff  .  . 
Kohlensäure 
Kohlexioxyd  .  . 
Schwefelige  Säure 
Sumpfgas .  .  . 
Stiekoxydul  .  . 
Luft 


1-958  l-85() 

1042  1057 

0-704  0-678 

0-911  0-982 

0-549  0-488 

0-831  0-849 

0-592  0-678 

1-000  1-000 


und  stimmen  diese  beiden  Reihen  ziemlich  gut  ttberein. 

Nach  der  von  Claus  ins  angenommenen  Hypothese   der 
gleichen  Geschwindigkeiten  erhält  man  für  die  Anzahl  ä  der 
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Zasammenstösse  eine  Formel,  in  welche  die  beiden  Gase  nicht 
g)nnmetri8ch  eingehen.  Bezeichnet  man  mit  c^  die  Molecttlge- 
schwindigkeit  des  einen,  mit  e.,  die  des  anderen  Gases,  so  ist 

nnter  der  Voraussetzung,  dass  r?,  die  grössere  der  beiden  Ge- 
gchwindigkeiten  ist.  Die  Grösse  A^^  erhält  somit  den  Werth 

Znr    Bestimmung    der  Geschwindigkeit   dient    wieder   die 
Formel  ftlr  den  Druck,  welche  in  diesem  Falle 

/>  =  ^  A'/wr* 

wird.  Die  Geschwindigkeiten,  welche  nach  der  Hypothese  von 
Clans  ins  die  einzelnen  Molecttle  eines  Gases  besitzen,  sind  also 
andere  als  die  mittleren  Geschwindigkeiten,  welche  nach  der 
Hypothese  von  Maxwell  den  MolecUlen  zukommen. 

Die  Anzahl  der  Stösse,  welche  ein  Molecül  in  einem  Gase  in 
der  Zeiteinheit  erfahrt,  welche  Anzahl  oben  mit  a^  bezeichnet 
warde,  ist  jetzt  bestimmt  durch 

Für  den  Ausdruck  N^ns-  erhält  man 

und  demg-emäss  wird  der  Diffusionscofe'fficient  k  bestimmt  durch 
die  Formel 

welche  Formel  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  c^ 
grösser  als  c^,  dass  also  m^  die  kleinere  von  den  beiden  Massen 

22* 
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m^  und  m^  ist.  Nimmt  man  wieder  Wasserstoff  als  Normalgas,  so 
ist  nach  Clansius 

c=  184400 
zn  setzen. 

Da  jetzt  a^  einen  andern  Werth  hat,  als  früher,  so  erhalten 
auch  die  mittleren  Weglängen  der  Molecüle  andere  Werthe.  So 
wird  die  mittlere  Weglänge  für  Luft 


/  =  0-0000090 


und  für 


Wasserstoff  .  . 

Sauerstoff  .  .  . 

Kohlensäure  .  . 

Kohlenoxyd  .  . 
Schwefelige  Säure 

Sumpfgas    .  .  . 

Stickoxydul  .  . 


X  =  0-0000167 
95 
61 
88 
44 
76 
61. 


Daraus    ergeben    sich   die  Diffusionscoöfficienten   für   die 
Combinationen 

Berechnet         Beobachtet 


Wasserstoff— Sauerstoff  .    .    . 

.    yt:^  0-788 

0-722 

Wasserstoff — Kohlensäure    .    . 

0-600 

0-556 

Wasserstoff — Kohlenoxyd    .    .    . 

0-761 

0-642 

Wasserstoff — Schwefelige  Säure 

0-499 

0-480 

Kohlenoxyd — Sauerstoff  .    .    . 

0-218 

0-180 

Kohlenoxyd — Kohlensäure  .    . 

0-161 

0-160 

Sauerstoff^Kohlensäure      .    . 

0-160 

0-161 

Sumpfgas— Kohlensäure  .    .    .    . 

0-180 

0-159 

Stickoxydul — Kohlensäure  .    . 

0-120 

0-089 

Luft — Kohlensäure 

0-161 

0-142. 

Die  nach  der  neuen  Formel  berechneten  Zahlen  stimmen  im 
ganzen  ebenso  gut  mit  den  beobachteten,  als  die  nach  der 
irlihere;i  Formel  gefundenen.  Hingegen  weichen  die  nach  der 
Tionen  Formel  berechneten  mittleren  Weglängen  in  ihren  Ver- 
liältaissen  von  den  Graham'schen  mehr  ab,  als  die  oben 
berechneten.  Man  findet  für 
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Wasserstoff  .  . 
Sauerstoff  .  .  . 
Kohlensäure  .  . 
Sehwefelige  Säure 
Sumpfgas  .  .  . 
Stiekoxydul  .  . 
Luft 


X  =  0-0000143 
99 
59 
48 
61 
42 
71. 


Für  die  mittlere  Weglänge  des  Kohlenoxyds  ergibt  sieh  aus 
den  Combinationen 

Wasserstoff— Kohlenoxyd     .    .    .    X  =  0-0000074 
Kohlenoxyd — Sauerstoff  ....  60 

Kohlenoxyd — Kohlensäure   ...  90. 

In  Folge  der  grossen  Abweichung  zwischen  diesen  drei 
Werthen  muss  man  wohl  die  aus  der  Hypothese  von  Clausius 
gerechnete  Formel  als  die  weniger  den  Versuchen  entsprechende 
erklären. 

Die  frühere  Formel  empfiehlt  sich  ausserdem  noch  durch 
ihren  symmetrischen  Bau  und  ist  auch  das  ihrer  Ableitung  zu 
Grunde  gelegte  MaxwelTsche  Gesetz  der  Geschwindigkeits- 
vertheilung  dasjenige,  welches  der  wirklichen  Art  der  Vertheilung 
der  Geschwindigkeiten  unter  die  Molecüle  in  grösserer  Annäherung 
entspricht,  als  das  von  Clausius  angenonmaene. 

Obwohl  die  dynamische  Theorie  der  Gase,  insofern  sie  sich 
auf  die  Hypothese  der  elastischen  Kugeln  stützt,   nothwendig 
mangelhaft  bleiben  muss,  da  die  innerhalb  der  Molecüle  vor- 
handene Bewegung  nicht  in  Rechnung  gebracht  wird,  auch  die 
Vorstellung  von  Kugeln  für  die  mehratomigen  Molecüle  vielleicht 
nicht  die  passendste  ist,  so  ist  doch  auch  durch  die  mit  der 
Theorie  der  Diffusion  gewonnenen  Resultate  die  Wichtigkeit  der 
Hypothese  der  elastischen  Kugeln  zur  Erforschung  der  inolecularen 
Eig-enscfaaften  der  Gase  genügend  bewiesen. 

Es  steht  aber  die  Hypothese  der  elastischen  Kugeln  mit  der 
Eriabmng  insofern  nicht  in  Übereinstimmung,  als  sie  das  Gesetz 
der  Abhängigkeit  des  Reibungs-  und  Diffusionscoefficienten  von 
der  Temperatur  um  die  Potenz  V2  ^^  niedrig  liefert.  Betrachtet 
man  die  Formel  für  den  Reibungsco^fficienten 
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Ro  ist  in  derselben  p  der  absoluten  Temperatur  proportional  nach 
dem  Gesetze  von  Gay-Lussac,  die  Anzahl  «^  der  Zusammenstösse 
aber  ist  der  Quadratwurzel  aus  derselben  proportional.  Die 
ITbereinstimmung  mit  der  Erfahrung  wäre  also  hergestellt,  sobald 
die  Anzahl  der  Zusammenstösse  in  der  Zeiteinheit  unabhängig 
wird  von  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Molecttle  be- 
wegen. Nehmen  ynx  eine  der  beiden  Formeln  für  «p  z.  B.  die  von 
riausins 

so  ist  ersichtlich,  dass  a^  unabhängig  wird  von  c^,  sobald  «,*  dem 
r,  verkehrt  proportional  ist. 

Die  Vorstellung ,    dass   der    Durchmesser   eines   Molectils 
abhängig  ist  von   der  Temperatur,   und   zwar  mit   steigender 
Temperatur  kleiner  wird,  mag  auf  den  ersten  Blick  als   eine 
abenteuerliche  erscheinen,  sie  hat  aber  doch  einen  ganz  klaren 
mechanischen  8inn.  Betrachtet  man  die  Molecttle  als  elastische 
Kugeln,  so  diückt  man  dadurch  eigentlich  aus,  dass  die  Moleellle 
mit  abstossenden  Kräften  auf  einander  wirken,  welche  Kräfte 
aber  erst  in  Action  treten,  wenn  die  Molecttle  in  eine  bestimmte 
Distanz,  die  Kumme  der  Radien  der  beiden  Kugeln,  zu  einander 
kommen.   Die  Intensität  der  Wechselwirkung  ist  aber  dann  so 
gross,  dass  die  in  die  Verbindungslinie  fallende  Oomponeute  der 
relativen  Geschwindigkeit  in  ausserordentlich  kurzer  Zeit    ver- 
nichtet und  umgekehrt  wird.  Fasst  man  die  Abstossung  zwischen 
den  Molecttlen  als  eine  wenn  auch  auf  beschränkte  Distanz  leru- 
wirkende  Kraft  auf,  so  hat  dann  der  Durchmesser  eines  MolecUls 
die  Bedeutung  jener  Distanz  zweier  gleichartiger  Molecttle,    in 
welcher  etwa  bei  einem  centralen  Zusammenstoss  ihre  relative 
Geschwindigkeit   vernichtet   und    umgekehrt  wird.    Wenn    also 
gesagt  wird,  Molecttle  mit  grösseren  Geschwindigkeiten   haben 
kleinere  Durchmesser,  so  heisst  das  nur,  dass  die  Abstossang^ 
zwischen  den  Molecttlen  auf  einem  längeren  Wege  thätig   sein 
muss,  um  die  zur  Vernichtung  einer  gi-össeren  lebendigen  Kraft 
nöthige  Arbeit  leisten   zu   können.    Die  Annahme   eineö     ver- 
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änderlichen  Durchmessers  ist  von  diesem  Standpunkte  aus  die 
natOrliche.  Denkt  man  sich  der  Einfachheit  wegen  das  eine  der 
Molectile  fest,  und  die  Abstossung  zwischen  beiden  der  Art,  dass 
ihr  Potential  durch  die  — wte  Potenz  der  Distanz  der  beiden 
Molecüle  s  ausgedrückt  wird,  so  wird  die  lebendige  Kraft  des 
bewegten  Molecttls,  wenn  sie  in  grosser  Entfernung  von  dem 

ftiC 

andern  ~  war,  in  der  Distanz  s  Null  werden,  wenn 


und  daraus  folgt  umgekehrt 


Soll  nun  z.  B.  »*  der  Geschwindigkeit  c  verkehrt  proportio- 
nal sein,  so  muss  n  =  4,  die  abstossende  Kraft  also  der  fllnften 
Potenz  der  Distanz  verkehrt  proportional  gesetzt  werden  und  das 
ist  die  von  Maxwell  über  die  Wechselwirkung  zwischen  den 
Moleeölen  gemachte  Hypothese.  Es  lässt  sich  zwar  der  Fall,  in 
welchem  die  Abstossung  zwischen  den  Molectilen  als  Folge  einer 
feniwirkenden  Kraft  angesehen  wird,  an  die  obige  Formel  fttr  fx 
nicht  unmittelbar  übertragen,  weil  es  jetzt  eine  endliche  An- 
zahl von  Zusammenstössen  nicht  mehr  gibt,  sondern  nur  eine 
endliche  (i rosse  der  in  der  Zeiteinheit  tlbertragenen  Bewegungs- 
nienge;  der  Effect  för  das  Endresultat  aber  ist  der  hier  be- 
zeichnete. 

Obwohl  diese  Hypothese  das  mit  der  Erfahrung  stimmende 
Temperaturgesetz  für  die  Co^fficienten  der  inneren  Reibung  und 
der  Diffusion  liefert,  so  ist  selbe  doch  auch  nicht  ttlr  mehr  als 
eine  Approximation  an  die  Wahrheit  anzusehen ,  da  ja  die  über 
innere  Arbeit  in  den  (lasen  bekannten  Thatsachen  fem  wirkende 
abstossende  Kräfte  zwischen  den  Molecülen  ausschliessen.  Ge- 
^reiiüber  dieser  Hypothese  ist  die  der  elastischen  Kugeln  eine 
andere  Art  der  Annäherung  an  die  wirklich  vorhandenen  Ver- 
hältnisse und  ich  betrachte  diese  Kugeln  nicht  blos  fllr  figürliche 
Ausdrücke  von  Kraftsphären,  sondern  lege  ihnen  eine  reale  Be- 
dentung  bei,  mich  der  schon  oft  ausgesprochenen  Ansicht  an- 


Digitized  by  VjOOQIC 


340  Stefan. 

schliess^ud,  nach  welcher  die  zu  MolecUlen  verbundenen  Atome 
von  Hüllen  verdichteten  Äthers  umgeben  sind.  Die  Abstossung 
zwischen  den  MolecUlen  selbst  halte  ich  nicht  als  Folge  femwir- 
kender,  von  den  Massen  der  Atome  ausgehender  Centralki'äfte, 
sondern  als  Folge  der  Wechselwirkung  der  Äthersphären  bei 
Berührung  und  Durchdringung.  Nach  der  Hypothese  der  elasti- 
schen Kugeln  sind  diese  Äthersphären  scharf  begi-enzt,  die  Dichte 
des  Äthers  ändert  sich  beim  Übergange  von  einer  Hülle  zum 
freien  Äther  sprungweise,  die  Hypothese  einer  mit  der  Distanz 
abnehmenden  Kraft  aber  bedeutet  nichts  anderes  als  eine  allmä- 
lige  Abnahme  der  Dichte,  einen  continuirlichen  Übergang  dersel- 
ben von  den  grösseren  Wertlien  in  der  Nähe  der  Atome  zu  dem 
kleineren  Werthe  im  freien  Äther. 

Auch  wenn  man  die  Molecüle  als  scharf  begrenzte  Kugeln 
betrachtet,  kann  man  annehmen,  dass  die  Umkehr  der  Geschwin- 
digkeiten beim  Zusammenstoss  nicht  plötzlich,  sondern  in  einer 
mit  wachsenden  Geschwindigkeiten  wachsenden  Zeit  erfolge  und 
mit  einer  theilweisen  Durchdringung  der  Kugeln  verbunden  sei. 

Aus  einer  solchen  Annahme  würde  allerdings  das  bisher  als 
erfahrungsmässig  richtig  angenonunene  Teraperaturgesetz  nicht 
folgen,  sondern  ein  complicirteres;  z.  B.  der  Diffusionscoßfficieut 
würde    statt   dem   Quadrate    der   absoluten   Temperatur    einer 
Summe  von  zwei  Gliedern  proportional,  deren  eines  die  Potenz  %, 
das  andere  eine  höhere  als  die  zweite  Potenz  der  absoluten  Tem- 
peratur enthielte,  und  damit  ist  schon  eine  grössere  Annäherung 
an  die  Erfahrung  erzielt.  Es  ist  eben  zu  beachten ,  dass  bei  der 
Kleinheit  des  Temperaturintervalles,  innerhalb  dessen  die  Beob- 
achtungen  liegen,   aus   den   Diflfusionsv ersuchen   nur   gefolgert 
werden  kann,  dass  keine  andere  einfache  Potenz  der  Temperatur 
den  Beobachtungen  besser  entspricht,  als  die  zweite,  nicht  aber, 
dass  auch  keine  andere  Function  der  Temperatur  mit  derselben 
Annäherung  denselben  sich  anschmiegt. 

Die  Ansicht,  dass  die  Molecüle  Kugeln  aus  verdichtetem 
Äther  bestehend  darstellen,  Mxrte  mich  nun  zu  folgender  Be- 
trachtung. 

Das  Licht  pflanzt  sich  im  leeren  Räume  mit  einer  grösseren 
(ieschwindigkeit  fort,  als  in  anderen  Medien,  z.B.  in  Gasen.  Nach 
Fresnel  liegt  die  Ursache  davon  darin,  dass  die  mittlere  Dichte 
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des  Äthers  innerhalb  der  Körper  eine  grössere  ist,  als  im  leeren 
Raame.  Wenn  nun  die  Gasmolecüle  Kugeln  von  solchem  ver- 
dichteten Äther  sind,  so  ist  eine  Beziehung  zwischen  den 
Brechungsquotienten  der  Gase  und  den  Grössen  ihrer  Molecüle 
zu  erwarten  der  Art,  dass  Gase  mit  grösseren  Molecülen  das 
Licht  stärker  brechen,  als  Gase  mit  kleineren  Molecülen. 

Da  durch  die  Grössen  der  Molecüle  die  mittlere  Länge  des 
Weges,  den  ein  Molecül  von  einem  bis  zum  nächsten  Zusammen- 
stosse  macht,  bestimmt  ist,  so  müssen  also  die  Gase,  für  welche 
die  mittlere  Weglänge  einen  grösseren  Werth  hat,  kleinere 
Brechungsquotienten  besitzen. 

Die  Vergleichung  der  von  Dulong  bestimmten  Brechuugs- 
quotienten  der  Gase  mit  ihren  mittleren  Weglängen  lässt  auch 
vrirklich  das  Vorhandensein  der  erwarteten  Beziehung  erkennen. 
Im  Folgenden  sind  die  bei  den  Diffusionsversuchen  verwendeten 
Gase  mit  ihren  oben  berechneten  mittleren  Weglängen  X  und  den 
von  Dulong  bestimmten  Brechungsquotienten  aufgefllhi-t. 


Wasserstoff  . 
Sauerstoff  .  . 
Luft  .... 
Kohlenoxyd  . 
Sumpfgas  .  . 
Kohlensäure  . 
Stickoxydul 
Schwefelige  Säure 


X  =  0-000()131)  w  =  (HX)0138 

74  272 

71  294 

65  :]40 

59  44:5 

50  449 

42  50a 

39  6(15. 


Während  die  mittleren  Weglängen  eine  Reihe  von  abnehmen- 
den, bilden  die  Brechungsquotienten  eine  Reihe  von  wachsenden 
Zahlen.  Merkwürdiger  Weise  geben  sogar  für  sechs  der  an- 
geführten Gase,  und  zwar  jene,  für  welche  die  hier  zur  Anwendung 
kommenden  Grössen  am  genauesten  bestimmt  sein  dürften,  die 
Producte  aus  der  mittleren  Weglänge  und  dem  Überschuss  des 
Brechungsquotienten  über  die  Einheit  nahezu  eine  constante  Zahl. 
Man  erhält  den  Factor  10~^i  weglassend  für 


Wasserstoff    .    . 

.    .    («-1)X  =  192 

Sauerstoff  .    .    . 

.    .                       201 

Luft 

.    .                       209 

Digitized  by  VjOOQIC 


342  Stefan. 

Kohlenoxyd     ....  221 

Kohlensäure    ....  224 

Stickoxydul     ....  211 

hingegen   folgt   fllr   Sumpfgas   die   Zahl    271,    fUr   Kchwefelifre 
Säure  259. 

Bentit/.t  man  die  aus  den  6 ra hämischen  Versuchen  ab- 
geleiteten Werthe  der  mittleren  Weglängen,  so  ergibt  sich  auch 
fUr  die  andern  in  der  obigen  Reihe  nicht  enthaltenen  Gase  die 
Beziehung,  dass  den  grösseren  Brechungsquotienten  die  kleineren 
Weglängen  entsprechen.  Ein  Gesetz  lassen  jedoch  die  ^erschie- 
denen  Zahlen  nicht  erkennen. 

Es  scheinen  mir  auch  die  Bestimmungen  der  mittleren  Weg- 
längen, zum  Theil  auch  die  der  Brechungsquotienten  nicht  jenen 
Grad  von  Sicherheit  zu  besitzen,  dass  man  jetzt  schon  von  einer 
Discussion  der  verschiedenen,  für  diese  Grössen  vorliegenden 
Zahlen  einen  Erfolg  ei^warten  könnte.  Es  muss  vor  der  Hand 
genügen,  auf  die  grosse  Wahrscheinlichkeit  des  Vorhandenseins 
einer  einfachen  Beziehung  zwischen  diesen  aus  zwei  so  verschie- 
denen Erscheinungsgebieten  abgeleiteten  ( 'onstanten  hingewiesen 
zu  haben,  eine  Beziehung,  die  um  so  merkwürdiger  ist,  als  die 
beiden  Reihen  dieser  Constanten,  jede  für  sich,  keine  gesetz- 
mässige  Relation  zu  den  übrigen  Bestimmungsgrössen  der  Gase 
erkennen  lassen. 


Die  folgenden  Abschnitte  dieser  Abhandlung  enthalten  von 
einigen  im  vorhergehenden  gebrauchten  Formeln  die  Entwicklun- 
gen oder  die  nöthigen  Andeutungen  dazu.  Diese  Formeln  sind 
zum  Theil  auch  schon  von  andern  abgeleitet  worden. 

Dan  Princip,  nach  welchem  die  Anzahl  der  Zusammenstösse^ 
welche  zwischen  den  MolecUlen  eines  Gases  in  der  Zeiteinheit 
erfolgen,  berechnet  werden  kann,  verdankt  man  Clausius  '• 
Die  hier  demselben  gegebene  Begründung  ist  jedoch  wohl  ein- 
facher. Die  Formel,  welche  zur  Berechnung  der  Anzahl  der 
Zusammenstösse  zwischen  den  verschiedenen  Molecülen  eines  fte- 
menges,  das  von  Clausius  benutzte  Gesetz  der  Geschwindigkeits» 


1  Pog^.  Ann.  rV.  249. 
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yertheiluu^  angenommen,  fahrt,  findet  sich  auch  schon  in  einer 
von  Claudias  veröffentlichten  Notiz  '. 

Dieselbe  Anzahl  ist  unter  der  Voraussetzung  des  MaxwelT- 
8chen  (Gesetzes  zuerst  von  diesem  selbst  *,  jedoch  in  nicht  ganz 
strenger  Weise  bestimmt  worden.  Das  im  folgenden  eingeschlagene 
Verfahren  hat  llbrigens  auch  schon  0.  E.  Meyer  *  bei  der  Be- 
rechnung der  Anzahl  der  Zusammenstösse  zwischen  den  gleich- 
artigen Molecülen  eines  Gases  zur  Anwendung  gebracht. 

Was  die  im  zweiten  Abschnitte  enthaltenen  Betrachtungeu, 
die  Berechnung  der  Mittelwerthe  der  Geschwindigkeiten  nach  dem 
Stoss  und  der  von  ihnen  abhängigen  Grössen,  ferner  die  im  dritten 
Abschnitte  enthaltene  Berechnung  der  bei  den  Zusaramenstössen 
von  den  Molecülen  einer  Art  auf  die  der  andern  Art  Übertragene 
Beweguugsgrösse  anbetriffl,  so  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  dieser 
Gegenstand  schon  anderswo  behandelt  wäre.  Selbst,  was  die 
Formeln  für  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stoss  anbetrifft, 
weiss  ich  nicht,  ob  sie  in  dieser  Form  schon  irgendwo  auf- 
gestellt sind. 

Hingegen  wurde  seit  Krönig  die  Formel  für  den  Druck 
eines  Gases  wiederholt  zum  Theil  auch  in  unrichtiger  Weise 
reproducirt.  Ich  wollte  hier  hauptsächlich  hervorheben,  dass  die 
Formel  von  dem  Gesetz  der  Geschwindigkeitsvertheiluug  unab- 
hängig ist,  wenn  man  das  mittlere  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
in  dieselbe  einftlhrt,  dass  sie  aber  von  dem  Vertheilungsgesetze 
abhängig  wird,  sobald  man  das  mittlere  Quadrat  durch  das 
Quadrat  des  Mittels  der  Geschwindigkeiten  ersetzt. 

Die  Grösse  der  inneren  Reibung  ist  unter  der  Annahme, 
dass  die  Geschwindigkeit  der  Molecularbewegung  für  alle 
Molecüle  dieselbe  ist,  von  Maxwell*,  0.  E.  Meyer  ^  und 
v.  Lang®  bestimmt  worden,  jedoch  in  anderer  Weise  als  es  hier 
geschieht.  Die  MaxwelTsche  Bestimmung  dieser  Grösse  nach 


•  Phil.  Mag.  (4;.  XIX.  434. 
^  Phil.  Mag.  (4).  XIX.  19. 

'  De  gaaonim  theoria.  Vratislaviae.  ISfiH. 

*  Phil.  Mag.  (4).  XIX.  19. 
^  Pogg.  Ann. 

«  Sitzunggber.  LXIV.  2.  Abth. 
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seiner  neuen  Theorie  *  beruht  natürlich  auf  ganz  anderen  Grund- 
lagen. 


I.  Die  Anzahl  der  ZusammenstSsse. 

Eine  Kugel  vom  Radius  i\  bewege  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit* c,  in  einem  Räume,  in  welchem  eine  sehr  grosse  Zahl  von 
Kugeln,  alle  vom  Radius  r^,  in  gleichartiger  Vertheilung  fixirt 
sind,  so  dass  auf  die  Raumeinheit  n^  Mittelpunkte  solcher  Kugeln 
entfallen.  So  oft  die  Bahn  der  ersten  Kugel  dem  Mittelpunkte 
einer  Kugel  zweiter  Art  näher  als  auf  die  Distanz  r^-^r^  kommt, 
findet  ein  Zusanmieustoss  statt.  Die  Anzahl  der  Zusammenstösse 
in  der  Zeiteinheit  ist  daher  gleich  der  Anzahl  der  Mittelpunkte 
der  fixen  Kugeln  in  dem  Cylinder,  dessen  Basis  ein  Kreis  vom 
Radius  r^-h-r^,  dessen  Länge  der  von  der  bewegten  Kugel 
beschriebene  Weg  r,  ist,  also 

wenn  s  für  r^-t-r^  geschrieben  wird.  Der  von  der  bewegten 
Kugel  beschriebene  Weg  r,,  durch  diese  Anzahl  dividirt,  gibt  die 
mittlere  Länge  des  Weges,  den  diese  Kugel  von  einem  bis  zum 
nächsten  Zusammenstösse  macht. 

Befindet  sich  die  fix  gedachte  Gruppe  von  Kugeln  in  einer 
allen  gemeinschaftlichen  Bewegung,  so  ist  die  Anzahl  der  in  der 
Zeiteinheit  erfolgenden  Zusammenstösse  durch  dieselbe  Formel 
bestimmt,  nur  ist  statt  c^  die  relative  Geschwindigkeit  der  ersten 
Kugel  gegen  die  andern  zu  setzen.  Sind  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  der  ersten  Kugel  .r^,  y^,  z^  und  x^,  y^,  z,,  die  der 
zweiten,  so  ist  die  Anzahl  der  Zusammenstösse 


unter  r  die  relative  Geschwindigkeit  verstanden,  so  dass 

Hat   man   statt   der   einen  ?i,   Kugeln   mit   denselben    Ge- 
schwindigkeitscomponenten  .r,,  y,,  «j,    so  wird  die  Anzahl    der 


1  Phil.  Mag.  (4).  XXXV.  129. 
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Znsammenstösse  der  w,  Kugeln  erster  mit  den  n,^  zweiter  Art 

Ist  nicht  nur  eine  Gruppe  von  Kugeln  zweiter  Art  vorhanden^ 
sondern  deren  mehrere,  etwa  unendlich  viele  verschieden  bewegte^ 
so  findet  man  die  gesammte  Anzahl  der  Zusammenstösse  einer 
Kugel  erster  mit  denen  zweiter  Art  durch  Summirung  der  Zu- 
sammenstösse der  einen  Kugel  mit  jeder  einzelnen  Gruppe,  also 
durch  Summirung  des  Ausdruckes  n,7r«V. 

Ist  nicht  eine,  sondern  sind  n^  Kugeln  mit  den  Componenten 
.1*,,  y,,  z^  vorhanden,  so  wird  die  Anzahl  der  Zusammenstösse 
dieser  mit  allen  andern  n^msL\  die  soeben  angegebene  Summe, 
und  sind  auch  von  den  Kugeln  erster  Art  sehr  viele  verschieden 
bewegte,  so  erhält  man  die  Anzahl  der  Zusammenstösse  durch 
doppelte  Summirung  des  Ausdruckes  n^n^ns^r. 

Nimmt  man,  der  Hypothese  von  Claus  ins  entsprechend,  die 
Geschwindigkeiten  der  Kugeln,  von  denen  n^  eine  Gruppe  dar- 
stellen, alle  =Cj,  aber  nach  allen  möglichen  Richtungen  im 
Räume  gleichmässig  vertheilt,  und  entfallen  N^  solcher  Kugeln 
auf  die  Raumeinheit,  so  hat  man 

*4;r 
zu  setzen,  worin  dO  das  Element  einer  Kugelfläche  vom  Radius  1 

£         r         £ 

bedeutet,  dessen  Lage  durch  die  Cosinus  —  ?    ~  ;    —  bestimmt 

^l  Cg  C.2 

ist,  wenn   c^,  r^„  C.,   die   Componenten   der  Geschwindigkeit  Cz 
bedeuten. 

Wählt  man  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  der  ersten 
Kugel,  welche  c^  sein  soll,  zur  Axe  der  o?,  so  werden  ihre 
Componenten  C,=  c?„  >?i=0,  Ci=0,  und  bildet  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  c^  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  ö,  und  die 
Ebene,  welche  die  Richtung  von  Cj^  und  die  Axe  der  a?  enthält, 
mit  der  xz  Ebene  den  Winkel  y,  so  ist 

^  =  c,  cos  ö,  yj^  =  ^t  sin  6  sin  y,  ^^  =  r,  sin  ö  cos  c> 

und  dO  =  sin  6dddf.   Die  Anzahl  a'   der  Zusammenstösse   der 
ersten  Kugel  mit  den  übrigen  ist  also  gegeben  durch 
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und  ist  die  Integration  nach  ^  auszuführen  von  0  bis  27r,  nach  b 
von  0  bis  n.  Man  erhält 


N^Kfi' 


Sind  die  Kugeln  zweiter  Art  einerlei  mit  der  Kugel  erster 
Art,  so  ist  die  Anzahl  der  Zusammenstösse,  welche  eine  Kugel 
in  der  Zeiteinheit  erleidet, 

wenn  N  solcher  Kugeln  in  der  Raumeinheit  vorhanden  sind. 

Sind  iV,  Kugeln  erster  Art  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  c^, 
die  aber  nach  allen  Richtungen  des  Raumes  vertheilt  sind,  vor- 
handen, HO  hat  man 

.,dO 
'  *4;r 

^n  setzen  und  die  nochmalige  Integration  des  obigen  Ausdruckes 
^bt  die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  erfolgenden  Zusammen- 
stösse zwischen  den  Kugeln  erster  und  zweiter  Aft 

unter  der  Voraussetzung,  dass  r,  die  grössere  der  Geschwindig- 
keiten c,  und  c^  ist. 

Nach  Maxwell  ist  die  Anzahl  jener  von  N^  Molectilen, 
deren  zur  Axe  der  .r  parallele  Componente  der  Geschwindigkeit 
zwischen  ^  und  1,-h//^  Hegt,  gleich 
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und  die  Anzahl  jener,  deren  Oomponenten  zwischen  ^^  r,^,  ^^  und 
i^-hd^f  fi.^j^dni^  ^«~*"^?t  liegen,  welche  Anzahl  mit  dN^  bezeichnet 
werden  soll,  ist  gegeben  durch 

dN^  = ^.  e         ^^       d^^dn^d^., . 

Die  Formel  für  die  Anzahl  //'  der  Zusammenstösse  zwischen 
einer  Kugel  erster  Art,  deren  Geschwindigkeit  die  Oomponenten 
4p  »?,,  ||  hat,  und  den  Kugeln  zweiter  Art  wird 

worin 


flfld  i^ind  die  drei  Integrationen  nach  t^,  r,^,  ^^^  j^^^  ^'^"  —  oo  bis 
-f-oc  zu  erstrecken.  Setzt  man 

wählt  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  m,  als  Axe  eines  Polar- 
coordinatensystems,  nennt  ö  den  Winkel,  den  u^  mit  dieser  Axe 
büdet^  und  f  den  Winkel,  den  die  Ebene  u^u^  mit  einer  fixen 
durch  u,  gelegten  einschliesst,  so  ist 

a'  =         r-  \\    e    «9*  (/  u^-^u^ — 2w,w,  cos  ö .  u^dti^  sin  erf6</y 

und  die  Integration  ist  nach  y  von  0  bis  2;:,  nach  6  von  0  bis  n:, 
nach  «2  von  0  bis  oo  zu  erstrecken. 

Die  Integration  nach  y  liefert  den  Factor  2k,  jene  nach  ö, 
welche  sich  auf  den  Ausdruck 


^M,*-}-*/./— 2mjW,  cos6  .  sinÖrfO 
erstreckt,,  gibt  den  Factor 

6tt*H-2M* 

— ^r ^-  wenn  «,>ii.. 

— ^ ^  wenn  i/,<tt2. 
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Es  muss  also  das  Intervall  der  Integration  nach  u^  abgetheilt 
werden  in  ein  von  0  bis  m,  reichendes,  in  welchem  u^<u^  ist, 
und  in  ein  von  u^  bis  cxd  sich  erstreckendes,  in  welchem  dann 
Wjj^^M,  ist.  Ein  Theil  der  sich  ergebenden  Ausdrücke  lässt  sich 
vollständig  auswerthen,  ein  Theil  aber  auf  das  Integral 

f  -^ 
reduciren.  Man  erhält 

a'  —  N^8^\Jn  \a^e     o,«  h * ^    e     «.«  du 


und  ist  das  in  dieser  Formel  enthaltene  Integral  von  0  bis  u^  zu 
nehmen. 

Die  Anzahl  der  Molecüle  des  ersten  Gases,  deren  6e- 
schwindigkeitscomponenten  zwischen  |„>?j,  Cj  und  f,-+-rf|„  >7,-+-rf>3„ 
C,H-rfCi  liegen,  ist 

dN,  =  — ^  e S?—  d^.dn.dl^,. 

Die  Anzahl  der  Zusammenstösse  a  der  iV,   Kugeln  erster 
Art  mit  den  Kugeln  zweiter  Art  wird  sonach  bestimmt  sein  durch 

a^llla'dN, 

und  sind  die  drei  Integrationen  nach  C„  r^j,  ^j  alle  von  — 00  bis 
-+-00  zu  nehmen.  Sie  lassen  sich  nach  Einführung  eines  Polar- 
coordinatensystems  vollständig  ausfuhren  und  man  erhält 

a  =  2N,N^s^\fn  [/«,*-+-«,*. 

Die  Grössen  «^  und  a^  kann  man  durch  die  mittleren  Ge- 
schwindigkeiten der  Kugeln  oder  durch  die  mittleren  Quadrate 
ihrer  Geschwindigkeiten  ausdrücken. 

Bezeichnet  man  die  mittleren  Geschwindigkeiten  mit  v^  und  v^y 
die  mittleren  Quadrate  mit  c^  und  c^,  so  ist 
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Es  findet  also  zwischen  der  mittleren  Geschwindigkeit  und 
dem  mittleren  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  die  Kelation 

Ebenso  ist 

2  ^       3     , 


Führt  man  in  die  Formel  ftlr  a  die  Grössen  v^  und  t?,  ein, 
so  folgt 

Die  Anzahl  der  Zusammeustösse  unter  den  nach  allen  mög- 
liehen Richtungen  bewegten  Molecülen  der  beiden  Arten  ist  also 
gerade  so  gross,  als  bewegten  sich  alle  Molecüle  der  ersten  Art 
mit  ihrer  mittleren  Geschwindigkeit  nur  in  einer  und  die  Molecüle 
der  zweiten  Art  mit  ihrer  mittleren  Geschwindigkeit  in  einer 
darauf  senkrechten  Richtung. 

Für  die  Anzahl  der  Zusammenstösse  a,  eines  Molecüls  mit 
einem  System  gleichartiger  Molecüle  folgt 

II.  Die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stoss. 

Stossen  zwei  Kugeln  von  den  Massen  m,  und  m^  mit  den 
Geschwindigkeiten  u^  und  u^  central  zusammen,  so  sind  ihre 
Geschwindigkeiten  nach  dem  fitoss  u\  und  u\  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

n\—u\  =  —e{u^—u^, 

worin  e=ly  wenn  die  Kugeln  vollkommen  elastisch,  e  =  0,  wenn 
ide  unelastisch  sind.  Aus  diesen  zwei  Gleichungen  findet  man 


Sitxb.  d.  mathcm.-natarw.  Cl.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  23 
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Ist  der  Zusammenstoss  kein  centraler^  so  findet  man  die 
Geschwindigkeiten  nach  dem  Stoss  in  folgender  Weise : 

Man  zerlege  die  Geschwindigkeit  der  ersten  Kugel  in  zwei 
Componenten,  eine,  welche  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Centra  während  des  Zusammenstosses  föUt,  sie  sei  u^y  und  eine 
zu  dieser  senkrechte,  sie  sei  w^,  Ebenso  zerlege  man  die  Ge- 
schwindigkeit der  zweiten  Kugel  in  eine  centrale  Componente  w^ 
und  in  eine  laterale  «?,.  Durch  den  Stoss  werden  nur  die  Com- 
ponenten  u^  und  u^  verändert  und  zwar  nach  den  obigen  Formeln 
in  u\  und  u\. 

Die  Geschwindigkeit  der  ersten  Kugel  vor  dem  Stoss  habe 
parallel  zu  den  drei  Axen  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  .r,  y,  z 
die  Componenten  x^j  y„  «,,  die  Geschwindigkeit  derselben  Kugel 
nach  dem  Stoss  habe  parallel  zu  denselben  Axen  die  Componenten 
x\j  y\y  %\.  Letztere  unterscheiden  sich  von  den  ersteren  nur 
durch  die  Antheile,  welche  die  Änderung  der  Componente  w, 
liefert.  Es  wird  also 

x\  =  .r, — m^p  cos  a 
y\  =  Vx—^iP  cos  j3 


wonn 


P  = (^'i — ^H) 


ntt-hm^ 


gesetzt  ist  und  a,  ß,  7  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Central - 
linie  mit  den  Axen  der  Xy  y,  %  bildet. 

Sind  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  der  zweiten 
Kugel  vor  dem  Stoss  x^,  y^,  «,  und  nach  dem  Stoss  x\j  j/'„  x\, 
so  wird 

x\  =  a?j-t-wij/>  cos  a 

«'j  =  z^~\-m^p  COS  7. 

Die  Geschwindigkeiten  m,  und  v^  sind  bestimmt  durch  die 
Gleichungen 

?/j  =  oTj  cos  a-Hy,  cos  /3-t-«,  cos  7 

f/j  =  x^  cos  a-Hy^  cos  /3h-«,  cos  7. 

Die  DiflFerenz  u^  —  u^  ist  nichts  anderes  als  die  Componente 
der  relativen  Geschwindigkeit  der  ersten  Kugel  gegen  die  zweite, 
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welche  in  die  Centrallinie  fällt.  Bezeichnet  man  die  relative 
Geschwindigkeit  der  ersten  Kugel  gegen  die  zweite  mit  r  und  ist 
A  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  von  r  mit  der  Centrallinie 
bildet,  80  ist 

«,  —  ttj  =  r  cos  X. 

Die  Formeln  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeiten 
nach  dem  Stoss  können  daher  z.  B.  für  elastische  Kugeln,  solche 
werden  allein  weiterhin  in  Betracht  kommen,  so  geschrieben 
werden : 

.r'  =  .r, ^—  r  cos  X  cos  a 


2m.y  ^ 
^—  r  cos  1  cos  ' 


-iw. 


ftlr  die  erste  Kugel  und 


2^1 
x\  =  .r,  H i—  r  cos  X  cos  a 

1/ 1  =  Vft  H ^—  »•  <?os  X  cos  3 

2/w, 

■  r  cos  /  cos  7 


fllr  die  zweite  Kugel. 

Denken  wir  uns  die  zweite  Kugel  fest  und  die  erste  mit  der 
relativen  Geschwindigkeit  r  gegen  dieselbe  bewegt.  Senkrecht 
geg'en  die  Bichtung  von  r  werde  durch  den  Mittelpunkt  der 
zweiten  Kugel  0  eine  Ebene  gelegt.  Ein  Zusammenstoss  der 
beiden  Kugeln  findet  dann  statt,  wenn  der  Punkt  Jf,  in  welchem 
r  diese  Ebene  durchsticht,  von  0  um  weniger  als  die  Summe  der 
Radien  der  beiden  Kugeln  beträgt,  absteht.  Sind  r,  und  r^  die 
Radien  der  beiden  Kugeln,  so  liegt  also  für  den  Fall  eines 
Zusanunenstosses  M  innerhalb  des  um  0  mit  dem  Halbmesser 
r^-^r^  beschriebeneu  Kreises.  Es  soll  nun  die  Aufgabe  gelöst 
werden,  für  den  Fall,  dass  jede  Lage  des  Punktes  M  innerhalb 
des  bezeichneten  Kreises  gleich  wahrscheinlich  ist,  den  mittleren 

23* 
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Werth  der  Geschwindigkeitscomponenten  nach  dem  Stoese  oder 
irgend  welcher  Function  derselben  zu  bestinunen. 

0  werde  zum  Mittelpunkt  der  Coordinaten  gewählt^  durch  0 
eine  Parallele  zur  Richtung  von  r  geführt,  sie  heisse  OR.  Durch 
diese  und  die  Axe  OX  werde  eine  Ebene  gelegt,  sie  schneide  die 
auf  OR  senkrechte  Ebene  in  der  Linie  OX'.  Femer  sei  OC  die 
Centrallinie,  die  durch  OR  und  OC  gelegte  Ebene  schneidet  die 
auf  OR  senkrechte  Ebene  in  OC.  In  dieser  Linie  liegt  der  Punkt 
M  und  zwar  ist 

Oitf  =  (r,-+-rj)  sin/. 

Die  Linie  OC,  somit  auch  OM  bilde  mit  OX  den  Winkel  y, 
so  ist  ein  Flächenelement  am  Punkte  M  gegeben  durch 

OMd^ .  dOM  =  (r,H-rj)*  sin  X  cos  XrfArfy . 

Der  Mittelwerth  irgend  einer  Function  der  Geschwindigkeiten 
nach  dem  Stosse  wird  nun  gefunden,  wenn  man  diese  Function 
mit  dem  eben  aufgestellten  Ausdrucke  eines  Flächenelementes 
multiplicirt,  das  Product  integrirt  nach  f  von  0  bis  2n,  nach  X 

von  0  bis  —  und  das  Resultat  durch  ^(r,-+-rg)*  dividirt.  So  wird 

z.  B.  der  Mittelwerth  von  x\ 


2m^ 


cos  a  cos  *X  sin  Id/Jf. 


Es  sind  nun  noch,  damit  die  Rechnung  wirklich  ausgeführt 
werden  kann,  cos  a,  cos  /3,  cos  7  durch  X  und  f  auszudrücken. 

Macht  man  die  aus  0  gezogenen  Linien  OÄ,  OX,  OX,  OC,  OC 
gleich  lang,  so  liegen  die  Punkte  R,  X,  X,  C,  C  auf  einer  Kugel. 
Werden  sie  durch  grösste  Kreise  verbunden,  so  ist,  wenn  mit  « 
der  Winkel  bezeichnet  wird,  den  die  Richtung  der  relativen 
Geschwindigkeit  r  mit  der  Axe  der  a^  bildet,  der  Bogen 

RX=a,  RC=l,  CX=a 

und 

cos  OL  =  cos  n  cos  /  -+-  sin  a  sin  X  cos  y . 

Nach  Einführung  dieses  Werthes  in  das  obige  zweifache 
Integral  und  Auswerthung  dieses  wird  der  Mittelwerth 
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r  cos  // 


oder,  da  r  cos  n  =  o?, — x^  ist 

Es  ist  also  die  von  der  ersten  Kugel  während  eines  Zu- 
sammenstosses  mit  der  zweiten  im  Mittel  nach  der  Axe  der  .r 
gewonnene  Bewegungsgrösse 

m.ar. — m.jc.  = =  ix. — xJ). 

Analoge  Formeln  erhält  man  für  die  andern  Componenten 
der  Geschwindigkeit.  Zur  Ableitung  dieser  Fonneln  braucht  man 
jedoch  cos  ß  und  cos  7  ausgedrückt  durch  y  und  X.  Man  findet, 
wenn  b  und  c  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der  relativen 
Geschwindigkeit  mit  den  Axen  der  y  und  z  bildet,  bedeuten 

cos  ß  =  cos  Ä  cos  X  -H  sin  6  sin  X  cos  (  F  OX-i-y) 
cos  7  =  cos  c  cos  X  -H  sin  c  sin  X  cos  (Z'OX'-h^). 

Darin  bedeutet  FOX  den  Winkel  der  Linie  OY',  in  welcher 
die  durch  OB  und  OF  gelegte  Ebene  die  auf  OÄ  senkrechte  Ebene 
schneidet;  mit  der  Linie  0X\  Ebenso  bedeutet  Z'OX'  den  Winkel 
zwischen  OX'  und  der  Linie,  in  welcher  die  auf  OR  senkrechte 
Ebene  von  der  Ebene  ORZ  geschnitten  wird. 

Für  das  mittlere  Quadrat  von  x\  erhält  man  in  der  an- 
gegebenen Weise  rechnend 

Führt  man 

r  cos  a  =  .!•, — ;i-„  r*  sin  *«  =  (y,  — y^)*  -t-  («, — «,)* 
ein,  so  kann  man  das  Mittel  von  x\^  auf  die  Form  bringen 

2m 

x\^  =  x,^  -  (^^^_^l^^y  {.^—^t)  {m.x.^m^x;) 


1 
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Ähnliche  Formeln  erhält  man  für  y'^  und  %'^  und  kann 
daraus  die  lebendige  Kraft,  welche  die  Kugel  nach  dem  »Stosse 
im  Mittel  besitzen  wird,  rechnen. 

Bezeichnet  man  mit  l^  und  1^  die  lebendigen  Kräfte  der 
beiden  Kugeln  vor  dem  Stoss,  mit  /',  und  l\  die  lebendigen  Kräfte 
nach  dem  Stoss,  so  wird 

Ninmit  man  die  Mittel  der  lebendigen  Kräfte  für  eme  grosse 
Anzahl  von  Kugeln,  welche  nach  allen  möglichen  Richtungen  des 
Raumes  sich  bewegen,  so  wird  der  Mittelwerth  von 

und  es  bleibt 

In  analoger  Weise  ergibt  sich 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

Durch  sehr  viele  unregelmässige  Zusammenstösse  zwischen 
zwei  Systemen  von  Kugeln  werden  also  die  mittleren  lebendigea 
Kräfte  der  einzelnen  Kugeln  einander  immer  näher  und  näher 
gebracht  und  bildet  die  Gleichheit  dieser  lebendigen  Kräfte  den 
beharrenden  Endzustand. 


III.  Die  übertragene  Bewegungsgrttsse. 

Haben  n^  Kugeln  der  ersten  Art  die  Geschwindigkeitscom- 
ponenten  ||-hwj  >  >3|  ,  Ci  und  sind  in  der  Raumeinheit  n,  Kugeln 
der  zweiten  Art  mit  den  Componenten  l^-t-Wa?  "^v  ^v  ®^  ^^^^  ^^^ 
relative  Geschwindigkeit  der  beiden  Systeme 
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so  ist  die  Anzahl  der  Zusammenstösse,  welche  zwischen  den 
/i,  Kugeln  erster  Art  mit  den  anderen  in  der  Zeiteinheit  erfolgen, 

und  die  bei  diesen  Zusammenstössen  von  den  Kageln  erster  Art 
verlorene  mittlere  Grösse  der  zur  Axe  der  ^  parallelen  Bewe- 
gung ist 

Die  ganze  von  den  Kugeln  erster  Art ,  welche  sich  in  der 
Raumeinheit  befinden,  an  die  Kugeln  zweiter  Art  abgegebene 
Bewegungsgrösse  W  folgt  aus  diesem  Ausdrucke  durch  doppelte 
J*>ummirung  nach  w,  und  n^ ,  es  wird 

Ist  u^ — ttg  klein  gegen  die  Geschwindigkeiten  der  Molecular- 
bewegung,  so  kann  man  angenähert 

setzen,  worin  r  die  relative  Geschwindigkeit  der  von  den  pro- 
gressiven Bewegungen  w,  und  w^  befreit  gedachten  Molecüle  be- 
deutet, also 

r  =  l/(?,_4,)»-H(„,_>,0»-*-(C -C.)- 

ist.  Der  Ausdruck  för  W  verwandelt  sich  sodann  mit  Beschrän- 
kung auf  die  Glieder  erster  Ordnuhg  bezüglich  w, — m,  in 


\f  =  TT  8^ ^—^ 


•  2«i^r[?,— C,  H-  ti  — Wt  -H     '  ^»'^^   0^1— w,)j. 


Es  ist  aber 

da  für  dasselbe  r  so  viel  positive  als  gleich  grosse  negative 
Werthe  von  £, — ^  existiren.  Femer  ist 

also  jeder  dieser  Ausdrücke  gleich  -^  ihrer  Summe,  somit 
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—  ^.«1     «2;  —  3 


2^H?,-Q*  =  4-2«,«,r 


und  es  bleibt 

W=  —^ i-i-  (w,— W2)  2«,Mor 


oder 


3    m^-^m^ 


4(1   m^m^ 


worin 


die  Anzahl  der  Zusammenstösse  bedeutet,  welche  zwischen  den 
von  den  Geschwindigkeiten  u^  und  u^  befreiten  Molecülen  der 
ersten  und  zweiten  Art  in  der  Einheit  des  Raumes  und  der  Zeit 
stattfinden. 

Ich  habe  die  letzte  Formel  für  W^  welche  die  Grundlage  der 
Theorie  der  DiflFusion  bildet,  noch  auf  zwei  andere  Arten  abge- 
leitet, welche  ich  hier  in  KUrze  vorführen  will. 

Die  erste  Art  der  Ableitung  ist  nachgebildet  der  Theorie 
der  Wärmeleitung  von  Clausius.  Die  Richtung  der  Geschwin- 
digkeiten u^  und  Mjj  werde  als  Axe  eines  Polarcoordinatensystems 
genonmien,  irgend  eine  durch  dieselbe  gelegte  Ebene  als  Funda- 
mentalebene. Schliesst  mit  dieser  Axe  eine  Linie  den  Winkel  6  ein 
und  die  Ebene,  in  welcher  die  Axe  und  diese  Linie  liegen,  mit  der 
Fundamentalebene  den  Winkel  y,  so  bewegen  sich  in  dieser  Rich- 
tung von  N^  Molecülen,  welche  in  der  Volumseinheit  sich  be- 
finden, 

N.  sin  örförfü 
"'=         An     ' 

Molecüle  mit  der  Geschwindigkeit  c„  wenn  das  Gas  im  Zustande 
der  Ruhe  sich  befindet.  Ist  aber  das  Gas  in  Bewegung,  so  ist  die 
Anzahl  der  in  der  angegebenen  Richtung  sich  bewegenden  Mole- 
cüle eine  andere  n\  und  auch  ihre  Geschwindigkeit  ist  eine 
andere  c\.  Wegen  der  symmetrischen  Vertheilung  der  Geschwin- 
digkeiten um  die  gewählte  Axe  kann  man 
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setzen,  und  wird  ß^  eine  kleine  Zahl  sein,  wenn  die  Geschwin- 
digkeit u^  der  progressiven  Bewegung  des  Gases  klein  ist  gegen 
<?j,  was  vorausgesetzt  werden  soll. 

Die  Geschwindigkeit  e',  ist  ferner  =  c^  mehr  jener  Com- 
ponente,  welche  die  allen  Molecülen  gemeinsame  Geschwindig- 
keit II,  nach  der  gewählten  Kichtung  liefert,  also 

c\  =  c,H-w,  cos  9. 

Die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  in  der  zur 
gewählten  Polaraxe  senkrechten  Ebene  gehende  Anzahl  von 
MolecOlen  ist  nun 

ln\c\  cos  ö 


oder  nach  Einführung  der  Werthe  von  n\  und  c\ 

i^     (c,-Htt,  cos  6)  (l-HjS  cos  6)  cos  9  sin  Orförfy, 


4n 


welcher  Ausdruck  nach  f  von  0  bis  27r,  nach  9  von  0  bis  t:  zu 
integriren  ist.  Sein  Werth  ist 

Die  Anzahl  der  durch  die  gewählte  Flächeneinheit  gehen 
den  MolecUle  ist  aber  auch  durch  die  progressive  Bewegung  des 
Gases  direct  bestimmt,  sie  ist  JV,w„  also  hat  man 


ivoraus  sich 


N 


h='-? 


ergibt.  Es  bewegen  sich  also  in  der  durch  die  Winkel  9  und  y 
besthnmten  Richtung 

g(l_H^C08e)sinW9rfy 
MolecUle  mit  der  Geschwindigkeit 
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Ebenso  findet  man,  dass  in  einer  dnrcb  die  analogen  Winkel 
v7  nnd  ^  bestimmten  Richtung 

T-^  (1  H ?  cos  Tfj)  sin  -ndridif 

Molecüle  der  zweiten  Art  mit  der  Geschwindigkeit 

C\  =  Cj-f-ttj  cos  Yi 

sich  bewegen,  und  sind  die  Bedeutungen  von  N^,  e^,  u^  för  sich 
klar. 

Schliessen  die  beiden  gewählten  Richtungen  den  Winkel  i 
ein,  so  ist  die  relative  Geschwindigkeit  dieser  zwei  Gruppen  von 

Molecülen  

r'  =]/ c\^-^c\^—2c\c\  cos  5 

also  die  Anzahl  der  Zusammenstösse  zwischen  denselben 

Y^—  N^Nj^ns^r^l  h ?  cos  6)  (1  -f-  ^  cos  vj)  sin  6  sin  fidbdridffd^ 

und  multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit 

^— ^  (C.  cos  6-4- M-  cos  *6 — C9  cos  >3  —  M,  COS  *>j), 

so  erhält  man  die  bei  diesen  Zusammenstössen  von  den  Molecttlen 
erster  Art  an  die  Molectile  zweiter  Art  übertragene  mittlere 
Bewegungsgrösse.  Die  Entwicklung  von  r'  gibt  nun 

, c,w,  cos  6-f-Cjti,  cos  >J— (C|t£j  cos  vj-4-CjM,  COS  6)  cos  d 

r 
worin 

r  =  /^,*-He/— 2^jCj  cos  «J. 

Führt  man  diesen  Werth  von  r'  oben  ein,  und  führt   die 
Integration  über  die  Kugelfläche  zweimal  aus,  so  erhält  man 

vorausgesetzt,   dass  c,  die  grössere  der  beiden  Geschwindig- 
keiten ist. 
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Die  zweite  Art  der  Ableitung  gründet  sieb  auf  das  Max- 
weH'scbe  Gesetz  der  Gesebwindigkeitsvertbeilang.  Bezeichnet 
man  mit  ^,  die  znr  Axe  der  x  parallele  Componente  eines  Mole- 
cttls,  so  sind  im  rahenden  wie  im  bewegten  Gase  alle  möglichen 
Werthe  von  o?,  von  — oo  bis  -4-cxd  vorhanden,  nur  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  ein  Molecöl  die  bestimmte  Componente  a\ 
habe,  ist  nicht  in  beiden  Fällen  dieselbe.  Setzt  sich  x^  aus  der 
Componente  ?j  der  Molecularbewegung  und  der  Geschwindigkeit 
H^  der  Massenbewegung  des  Gases  zusammen,  so  haben  im  be- 
wegten Gase  ebenso  \dele  Molectile  die  Geschwindigkeit  x^y  als 
im  ruhenden  Gase  die  Geschwindigkeit  ?j  besitzen. 

Die  Anzahl  der  Molecüle,  welche  im  bewegten  Gase  eine 
zwischen  ^r,  und  x^-^dx^  liegende  Componente  haben,  ist  daher 

— 7=  e    «,«  rff ,  =  — ^  e       «,*     dx^ 

H 

und  unter  Voraussetzung,  dass  -^  eine  kleine  Zahl 

«1 


Die  Anzahl  der  Molectile  erster  Art,  deren  Geschwindigkeiten 
zwischen  x^,  y^,  z^  und  x^-h-dx^y  y^-^dy^j  z^'\'d%^  liegende  Com- 
ponenten  haben,  ist  also 

Ebenso  ist  die  Anzahl  der  Molecüle  zweiter  Art,  deren 
Geschwindigkeitscomponenten  zwischen  x^j  y^  z^  und  x^-^-dx^ 
y^-^dy^,  z^-^dz^  liegen,  gegeben  durch 

n\  =  -— ^  e         a,^        1  -H  -^P  ]dx^  dy^dz^. 

Die  Anzahl  der  zwischen  diesen  zwei  Gruppen  in  der  Einheit 
der  Zeit  erfolgenden  Zusammenstösse  wird 
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und  mnltiplicii*t  man  diesen  Ausdrnck  noch  mit 

SO  hat  man  die  bei  diesen  Zusammenstössen  von  den  Molecülen 
erster  Art  verlorene  mittlere  Bewegungsgrösse. 

Die  Summe  aller  dieser  Grössen,  welche  mit  W  bezeichnet 
worden  ist,  gewinnt  man  durch  eine  zweimalige  Integration  des 
soeben  gefundenen  Ausdruckes  über  den  ganzen  unendlichen 
Raum.  Die  Integration  lässt  sich  wirklich  ausführen  und  das 
Resultat  derselben  ist 


IV.  Druck  und  innere  Reibung. 

Befinden  sich  in  der  Einheit  des  Volumens  gleichförmig 
vertheilt  n  MolecUle,  welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c 
parallel  zur  Axe  der  x  bewegen,  so  ist  die  Anzahl  der  Molecllle, 
welche  in  der  Einheit  der  Zeit  durch  die  Flächeneinheit  einer 
auf  der  Axe  der  .v  senkrechten  Ebene  gehen,  w?,  und  wenn  Mole- 
cUle mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  ?  vorhanden  sind,  2«£. 

Die  von  den  Molecülen  eines  Gases  in  der  Zeit  1  durch  die 
Fläche  1  getragene  Bewegungsgrösse  zerlegt  nach  der  Normale 
zur  Fläche,  ist  der  Druck  des  Gases  gegen  diese  Fläche.  Es 
ist  also 

p  =  2wf .  wi?  =  2«m?*. 

Der  Druck  gegen  zwei  zu  den  Axen  der  y  und  z  senkrechte 
Ebenen  wird  2I/iw>j*  und  'LnmZ*.  Sind  die  Geschwindigkeiten  der 
Molecüle  nach  allen  Richtungen  des  Raumes  gleichmässig  ver- 
theilt, so  ist 

p  =  ^nm^  =  2/i/w>3*  =  SwwC*  =  -ö-  2)«wc*, 

wenn  c  die  Resultante  der  Componenten  ^,  >3,  {  ist.  Diese  Gleichung 
gilt  nicht  nur,  wenn  die  Molecüle  alle  gleicher,  sondern  auch 
wenn  sie  verschiedener  Art  sind.  Sind  z.  B.  zwei  Arten  Molecüle 
vorhanden,    deren  Anzahlen,    Massen    und    Geschwindigkeiten 
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durch  die  Indices  1  und  2  unterschieden  werden  sollen,  so  kann 
man  die  Summe  auch  in  zwei  Theile  zerlegen  und  hat 

worin  j»,  und  p^  die  DrUcke  bezeichnen,  welche  die  einzelnen 
Gase  ausüben  würden,  wenn  sie  jedes  allein  vorhanden  wären. 

Der  Ausdruck  y^S^mc*  durch  die  Anzahl  N  der  MolecUle  in 
der  Volumseinheit  dividirt,  gibt  den  Mittelwerth  der  lebendigen 
Kraft  eines  MolecUls.  Bezeichnet  man  diesen  mit  /,  so  ist 

and  gilt  diese  Formel  allgemein  für  einfache  Gase  und  Gemenge, 

welcher  Art  auch  das  Gesetz  ist,  nach  dem  die  Geschwindigkeiten 

unter  die  Molecüle  vertheilt  sind,  wenn  nur  keine  bevorzugten 

Richtungen  vorhanden  sind. 

Handelt  es  sich  um  ein  einfaches  Gas  und  bezeichnet  man 

mit   c^  den  Mittelwerth  der  Quadrate   der  Geschwindigkeiten, 

80  wird  2 

p  =  -5-  Nmc^ 

und  für  das  mittlere  Quadrat  der  Geschwindigkeit  folgt  aus  dieser 
Gleichung  dieselbe  Zahl,  ob  man  das  von  Claus  ins  oder  das 
von  Maxwell  aufgestellte  oder  irgend  ein  anderes  Gesetz  der 
Geschwindigkeitsvertheilung  annimmt. 

Will  man  aber  p  nicht  durch  das  mittlere  Quadrat,  sondern 
durch  die  mittlere  Geschwindigkeit  ausdrücken,  dann  ändert 
sich  die  Formel  für  p  je  nach  dem  angenommenen  Vertheilungs- 
gesetze»  So  besteht,  wie  schon  bemerkt  worden,  nach  dem 
MaxwelTschen  Gesetze  zwischen  dem  mittleren  Geschwindig- 
keitsquadrate c*  und  dem  Quadrat  der  mittleren  Geschwindigkeit 
r  die  Beziehung  ^  2 


Es  kann  also  auch 


j'^^Y'"- 


p  =  Tr  Nmv^ 


gesetzt  werden. 

Zur  Erklärung  der  inneren  Reibung  werde  angenommen, 
ein  Gas  bewege  sich  parallel  zur  Axe  der  x  mit  einer  Geschwin- 
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digkeit,  welche  in  der  ory-Ebene  den  Werth  u,  in  einer  um  z  von 

dieser  entfernten  Ebene  den  Werth  u-^-z-  z  hat.  Die  unter  der 

dz 

dii 
xy  Ebene  liegenden  Schichten  wirken ,  wenn  —  positiv  ist,  ver- 
zögernd auf  die  ober  dieser  Ebene  rascher  bewegten.  Die  auf 
die  Einheit  der  Fläche  redueirte  verzögernde  Kraft  ist  — /x  — 

und  heisst  ju.  der  Coöfficient  der  inneren  Reibung. 

Diese  verzögenide  Kraft  ist  die  in  der  Zeiteinheit  durch  die 
Flächeneinheit  der  »ry-Ebene  von  den  Molecülen  getragene  zur 
Axe  der  x  parallele  Bewegungsgrösse.  Sind  n  Molecüle  in  der 
Volumseinheit,  welche  parallel  zur  Axe  der  x  die  Geschwindig- 
keit ^',  parallel  zur  Axe  der  z  die  Geschwindigkeit  C  haben,  so 
ist  die  bezeichnete  Bewegungsgrösse 

R  =  turnet. 

Die  Molecüle,  welche  mit  der  Geschwindigkeit  -kC  durch 
die  a?y-Ebene  von  unten  nach  oben  gehen,  kommen  aus  verschie- 
denen Schichten.  Für  eines,  welches  ans  der  in  der  Tiefe  — z 
liegenden  Schicht  kommt,  kann 

az 

gesetzt  werden,  worin  ^  die  zur  Axe  der  x  parallele  Componente 
der  Geschwindigkeit  bedeutet,  welche  dem  MolecUl  in  Folge  der 
Wärmebewegung  allein  zukommt. 

Nimmt  man  statt  aller  möglichen  Tiefen,  aus  denen  die 
Molecüle  kommen,  den  Mittelwerth  derselben,  so  Wird  sich  dieser 
zur  mittleren  Weglänge  X  eines  Molecüls  verhalten,  wie  C  ^ur 
mittleren  Geschwindigkeit,  also  wird 

z  =  ^l  =  ^ 

sein,  wenn  «,  die  Anzahl  der  Zusammenstösse,  welche  ein  Moleeül 
in  der  Zeiteinheit  erleidet,  bedeutet,  und  man  kann 

I'  =  ?-HM  —  3-  - 

dz  «, 
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setzen.  Sonach  wird 

du  ? 


"-H'-'-i^y 


und  da  wegen  der  gleich  grossen  Anzahl  von  Molecttlen  mit 
positiven  und  negativen  |  und  C  die  Sununen  Inm^^  und  Inmu^ 
verschwinden,  so  bleibt 

-^  1  du  j.  p  du 

«j  dz  «,  dz 

woraus  sich  der  Coßflßcient  der  inneren  Reibung 
oder  auch  durch  die  mittlere  Weglänge  ausgedrückt 


ergibt.  Nach  der  Hypothese  von  Clausius  wird 

1      . 

unter  p  die  Dichte  des  Gases  verstanden.  Hingegen  erhält  man 

fA  =  -^  pt?X, 

wenn  man  den  Druck  durch  die  aus  dem  MaxwelTschen  Ver- 
tfaeilungsgesetze  folgende  mittlere  Geschwindigkeit  darstellt. 


Digitized  by  VjOOQIC 


364 


Xn.  SITZUNG  VOM  25.  APRIL  1872. 


Die  Marine-Section  des  k.  &  k.  Reichs-Kriegs-Ministeriums 
dankt  mit  Note  vom  20.  April  für  die  der  k.  k.  Marine-Unter- 
realschule  zu  Pola  bewilligten  akademischen  Pnblicationen. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

„Untersuchungen  ttber  die  Ausdehnung  der  Hirnrinde,  des 
Himmarkes  und  des  Grosshirnes  durch  die  Wärme'',  vom  Herrn 
Dr.  Ernst  Rektorzik,  Prof.  der  Anatomie  zu  Lemberg. 

„Beiträge  zur  Kenntniss  der  Entwicklung  der  Knochen- 
fische^, vom  Herrn  Dr.  Karl  Weil. 

Herr  Dr.  Eduard  Schreder,  Prof.  am  k.  k.  deutschen 
Gymnasium  in  Brtinn,  hinterlegt  ein  versiegeltes  Schreiben  zur 
Wahrung  seiner  Priorität. 

Herr  Prof.  E.  Suess  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn  Aka- 
demikers J.  F.  Brandt  in  St.  Petersburg  vor,  betitelt:  „Bemer- 
kungen über  die  untergegangenen  Bartenwale  (Balaenoiden)^ 
deren  Reste  bisher  im  Wiener  Becken  gefunden  wurden". 

Herr  Hofrath  Dr.  E.  Brücke  bespricht  den  Inhalt  seiner 
in  der  Sitzung  am  11.  April  vorgelegten  Abhandlung:  „Studien 
über  die  Kohlenhydrate  und  über  die  Art ,  wie  sie  verdaut  und 
aufgesaugt  werden. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 
American  Journal  of  Science  and  Arts.  3**  Series.  Vol.  11^ 

Nrs.  7—12;  Vol.  HI,  Nrs.   13—15.  New  Haven,   1871 — 

1872;  8«. 
Annalen  der  Chemie  &  Pharmacie,  von  Wöhler,  Liebig  & 

Kopp.  N.  R.  Band  LXXXVI,  Heft  1.  Leipzig  &  Heidelberg^ 

1872;  8<>. 
Apotheker-Verein,  allgem.  österr. :  Zeitschrift.  10.  Jahrg.^ 

Nr.  12.  Wien,  1872;  8^ 
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Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1883-1885.  (Bd.  79,  11.) 

Altona,  1872;  4<>. 
Carl,  Ph.,  Kepertorium  für  Experhnental-Physik  etc.  VE.  Band, 

5.  &  6.  Heft.  Mttnchen,  1871 ;  8^ 
Comptes  rendus   des  s^ances    de   FAcad^mie  des   Sciences. 

Tome  LXXIV,  Nr.  15.  Paris,  1872;  4fi. 
Gesellschaft,  österr.,  für  Meteorologie :  Zeitschrift.  VII.  Band, 

Nr.  8.  Wien,  1872;  4^ 
Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang, 

Nr.  16.  Wien,  1872;  4». 
Landes-Mnsenm,  naturhistorisches,  von  Kärnten:  Jahrbuch. 

X.  Heft.  Klagenfiirt,  1871 ;  8«. 
Nature.  Nr.  129.  Vol.  V.  London,  1872;  4^ 
Plantamour,  E.,  Nou volles  expöriences  faites  avec  le  pendule 

k  r^version  et  d^termination  de  la  pesanteur  k  G^nfeve  et  au 

Kighi-Kulm.  G^nfeve  &  Bale,  1872;  4<>. 
Reports  on  Observations  of  the  Total  Solar  Eclipse  of  Decem- 

ber  22,  1871.  (Washington  Observations  for  1869.  —  Ap- 
pendix I.)  Washington,  1871 ;  4^ 
^Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  Tötranger.  I"  Ann6e  (2*  S6rie),  Nr.  43.  Paris 

&Bruxelle8,  1872;  4«. 
Soci6t6    des    Ingenieurs  civils:    S^ance   du  5  Avril    1872. 

Paris ;  8^ 
Wi  en^r  Medizin.  Wochenschrift.  XXH.  Jahrgang,  Nr.  16.  Wien, 

1872;  40. 
Zeitschrift    des    österr.  Ingenieur-    &  Architekten -Vereins. 

XXIV.  Jahrgang,  5.  Heft.  Wien,  1872;  4^ 


SiUb.  d.  nathm.-natQrw.  Cl.  h\\.  Bd.  IT.  Abth. 


24 
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SITZÜN(}SBERICHTE 


DER 


.!• 


HATHEHATISCH-NATDRWISSENSCHAFTLICHE  CIASSE. 


LXV.  Band. 


ZWEITE  ABTHEILUNG: 


EnthSIt  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physik,  Chemie, 
Mechanik,  Meteorologrie  und  Astronomie. 
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Xm.  SITZUNG  VOM  10.  MAI  1872. 


Se.  Excellenz  der  Herr  Curator-Stellvertreter  tbeilt  mit  h. 
Erlass  vom  2.  Mai  d.  J.  mit,  dass  ihn  der  Herr  Minister  für  Cultns 
und  Unterricht  ersucht  habe,  der  kais.  Akademie  fbr  die  dem 
Staats-Gymnasium  zn  Trebitsch  bewilligten  Separatabdrttcke 
seinen  Dank  ansznsprecben. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandinngen  vor: 

^Uber  den  Einfluss  der  Elektricität  der  Sonne  auf  den  Baro- 
meterstand", vom  Herrn  Director  Dr.  K.  Hornstein  in  Prag. 

^Note  ttber  die  Functionen  X;  und  1^",  vom  Herrn  Prof. 
Leop.  Gege-nbauer  in  Krems. 

Herr  Hofrath  Dr.  E.  Brücke  ttberreicht  eine  im  physiolog. 
Institute  der  Wiener  Universität  durchgeführte  Arbeit  des  Herrn 
Cand.  med.  Johann  Latschenberger:  „tjber  den  Bau  des 
Pancreas". 

Herr  Prof.  Dr.  Aug.  Em.  Ritter  v.  Keuss  legt  die  für  die 
Denkschriften  bestinmite  dritte  Abtheilung  seiner  ,,paläontologi- 
schen  Studien  über  die  älteren  Tertiärschichten  der  Alpen"  vor. 

Herr  Prof.  Dr.  V.  v.  Lang  übergibt  eine  Abhandlung  des 
Herrn  Prof.  Dr.  AI.  Handl  in  Lemberg:  „Über  die  Constitution 
der  Flüssigkeiten.  (Beiträge  zur  Moleculartheorie.  H.)" 

Herr  Dr.  Sigm.  Exner  legt  eine  Abhandlung:  „Über  die 
physiologische  Wirkung  der  Iridectomie"  vor. 
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An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 

Anderson,  John,  A  Report  on  the  Expedition  to Western  Yunan 
viä  Bhamö.  Calcutta,  1871 ;  gi-.  8».  (Nebst  10  Stück  Separat- 
abdrttcken  aus  den  „Proceedings  of  the  Zoological  Society 
ofLondon"  1871,  und  den  „Proceedings  of  the  Asiatic  Society 
ofBengal"  1871.  8^) 

Anstalt,  k.  ungar.  geologische:  jfevkönyve.  II.  Kötet,  2  filzet.  . 
PQst,  1872;  kl.  4«.  —  Mittheilungen.  IL  Band,  1.  Lieferung. 
Pest,  1872:  kl.  40. 

Apotheker-Verein,  allgem.  österr. :  Zeitschrift.  10.  Jahr- 
gang, Nr.  13.  Wien,  1872;  8«. 

Arbeiten  des  kais.  botan.  Gartens  zu  St.  Petersburg.  I.  Band, 
1.  Lieferung.  St.  Petersburg,  1871;  8». 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1886.  (Bd.  79.  14.)  Altona, 
1872;  4^ 

Bericht  des  k.k.  Krankenhauses Wieden  vom  Solar-Jahre  1870. 
Wien,  1872;  8^ 

Comptes  rendus  des  s6ances  de  FAcad^mie  des  Sciences. 
Tome  LXXIV,  Nrs.  16—17.  Paris,  1872;  4«. 

Gesellschaft,  geographische,  in  Wien:  Mittheilungen.  Bd.  XV 
(neuer  Folge  V.),  Nr.  4.  Wien,  1872;  8«. 

—  österr.,  für  Meteorologie:  Zeitschrift.  VII.  Band,  Nr.  9. 
Wien,  1872;  4«. 

—  Deutsche  geologische:  Zeitschrift.  XXIII.  Band.   4.  Heft. 
Berlin,  1871;  80. 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang. 
Nr.  17—18.  Wien,  1872;  4o. 

Grunert,  Joh.  Aug.,  Archiv  der  Mathematik  &  Physik.  LIV. 
Theil,  2.  Heft.  Greifswald,  1872;  8^ 

Hugo,  Le  C*  Leopold,  Les  cristalloYdes  complexes  ä  sommet 
6toil6  et  les  solides  imaginaires.  Paris,  1872;  8«. 

Institut  Royal  Grand-Ducal  de  Luxembourg:  Publications. 
Tome  XH.  Luxembourg,  1872;  8». 
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Institnnt;  k.,  voor  de  taal-,  land-  en  volkenkunde  van  Neder- 
landsch-Indi«:  Bydragen.  IH.  Volgrecks.  VI.  Deel,  2.  Stuk. 
%SGravenhage,  1872;  8^ 

Jahrbuch,  Neues,  flir  Pharmacie  und  verwandte  Fächer,  von  F. 
Vorwerk.  Band  XXXVH,  Heft  3.  Speyer,  1872;  8«. 

Journal  ftir  praktische  Chemie  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  V, 
6.  Heft.  Leipzig,  1872;  8». 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  9.  Graz,  1872;  4^ 

Landwirthschafts  -  Gesellschaft,  k.  k.;  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheiluugen.  Jahrgang  1872,  Nr.  10. 
Wien;8^ 

Moniteur  scientifique.  364*  Livraisou.  Paris,  1872;  4®. 
Nature.  Nr.  130,  Vol.  V;  Nr.  131,  Vol.  VL  London,  1872;  4». 
Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiologisch  Laboratorium 
der  Utrechtsche  Hoogeschool.  HL  Recks.  I,  Aflev.  2.  Utrecht, 

1872;  8^ 

Osservatorio  del  B.  CoUegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri: 

Bullettino  meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  4.  Torino,  1871;  4«. 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 

1872,  Nr.  7.  Wien;  4». 
^Revue  politique  et  litteraire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  Tötranger.«  ?•  Ann6e  (2'  S6rie),  Nrs.  44—45. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4«. 

Soci6t6  philomatique  de  Paris:  Bulletin.  Tome  VH'.  Janvier — 
D6cembre  1871.  Paris;  8^ 

Society,  The  R.  Asiatic,  of  Great  Britain  &  Ireland:  Journal. 
N.  S.  Vol.  V,  Part  2.  London,  1871 ;  8o. 

steur,  Ch.,  Ethnographie  des  peuples  de  TEurope  avant  J^sus- 
Christ  etc.  Tome  I".  Bruxelles,  Paris  &  Londres,  1872;  4^. 

Tommasi,  Donato,  Sur  un  nouveau  dissolvant  de  Tiodure 
plombique  et  de  son  application  k  lapharmacie.  Paris,  1872. 
8*.  —  Action  de  Tiodure  plombique  sur  quelques  acötates 
m^talliques.  Paris,  1872;  8».  —  Sur  une  combinaison  de 
bioxyde  de  chrome  et  de  dichromate  potassique,  dichromate 
kalichromique.  Paris;  4^. 
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Verein,  naturhistor.-medizin. ,  zu  Heidelberg:  Verhandlnngen. 
Band  VI,  I.  Heidelberg;  8^ 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  17—18. 
Wien,  1872;  4«. 

Zeitschrift  des  österr.  Ingenieur-  und  Architekten -Vereins. 
XXIV.  Jahrgang,  6.  Heft.  Wien,  1872;  4P. 
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i)i:  = 


Note  über  die  Functionen  X*  und  1^. 

Von  Leopold  C^genbaaer  in  Krems. 

Setzt  man 

iw(yii-t-2)  .  .  .  (mH-2it— 2 


2)17  = 


n(«-+-2m-  1) 

(— l)"-H'n(lWH-2n— 1) 


2ftH-»i— I 


(^-1) 


m(»j-<-2)  .  .  .  (m-h2n—2) 


2l»+w-4-l 

(a?*- 1)~      » 


(«-4-»l  — 1) 
(-«-1) 


80  sind,  wie  M.  All^  gezeigt  hat,  die  Fanetionen  Xn  and  1^ 
particuläre  Integrale  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung: 

3)  (1— a?*)y"— (iw-Hl)ay-H«(n-f-m)y=0 

welche  für  w  =  1  in  die  bekannte  Differentialgleichung  der 
Kugelfunctionen  übergeht. 

Setzt  man,  um  ein  neues  particuläres  Integral  der  Glei- 
chung 3)  zu  finden : 


4) 


y  =  X"jip(a:] 


)dx 


80  erhält  man  zarBestimmang  von  tf{x)  die  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

5)  (1  -ar»)JCy'H-t-  [2[X:j'-  (»tn-  l)arJCr]y(^)=0 
Durch  Integration  dieser  Gleichung  findet  man 

6)  <f  {x)  = —^ 

(1  _  a^—(x:f 
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•^ '  4  G  0  g  e  n  b  a  u  e  r. 

und  daher  ist 

(  dx 

ein  particuläres  Integral  der  üiflFerentialgleichungS).  Dazwischen 
je  drei  particulären  Integralen  einer  linearen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  eine  lineare  Gleichung  bestehen  muss^ 
so  hat  man 

,,,  f     dx^ 

8)  AXn   -\-BYn  =  ex*  •  in-f-1 

J(i-.rr'-(r)» 

wo  Aj  B  und  C  von  x  unabhängige  Grössen  sind.  Dividirt  mau 
die  Gleichung  8)  durch  BX^  .  lässt  die  willkürliche  Integration»- 

A  O 

constante  ^  weg  und  setzt  ^  =  ^  >  ^^  erhält  man 

Differentiirt  man  die  Gleichung  9)  nach  x,  so  entsteht  die 
neue  Gleichung: 

10)         r[iT]'  -  y:irj'= — ^-^ . 

(1  -  ^«)- 

Es  ist  aber 


11)  [iT]'=--^y:-t 


12)  [x:]  =    mxri* 

und  demnach  läset  sich  die  Gleichung  10)  auch  in  folgender 
Form  schreiben: 

13)  m*  rr.'  r: + Y^ix:^-     ^"'„^. 

(1  -  x»)~  ■ 
Di£ferentiirt  man  nun  die  Gleichung  13)  nach  ;rund  berücksichtigt 


Digitized  by  LaOOQ  IC 


Note  über  die  Functionen  JT^  und  Fr.  375 

dabei  die  Formeln  11)  und  12);  so  erhält  man 

14)      /w%iw-+-  2)' A„_2  iV—  J«-2  A»  = \,^ 

(1  _  ;r*)— 

Eliminirtman  aus  den  Gleichungen  13)  und  14)  die  ConstanteZ)^ 
80  erhält  man  die  interessante  Relation : 

15)         m^ic::i',Y:^Y:^i=     ^~^* 


(iw-i-lXw-+-2)a7 

Eine  merkwürdige  Relation  findet  man,  wenn  man  die  Glei- 
chung 10)  durch  Xn  •  IT  dividirt  und  die  so  erhaltene  Gleichung 

^»  ^         (1 -x»)-r.X„".r„" 

nach  X  integrirt.  Man  hat  nämlich : 

Y*  {  dx 

17)  log^=i)'  '^ 


J(i-a^)— ATC 


oder,  wenn  man  fUr  /)  den  durch  die  Gleiehnng  13)  gegebenen 
Werth  setzt: 


18) 


•+1     _  m-l-«  o   ym 


(1  _  or*)— XTlT  (1  -  .r*)— 


Da 


19)  K'^'  =  nS;)l''^"'^^^'^ 


20)  J''-^'   =   n(2a)_     r^p^.,)y,) 


l(2a)' 
(— 1)"2«II((t) 


ist,  so  kann  man,  wenn 

21)  >n  =  2»  -I-  1 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  15)  auch  in  folgender  Form  schreiben: 


l 
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2(2.-Hl)'n(,-Hl)ll(2.)    fp(„^,K^.,  rß^„.,K.)    _ 

''  n(»)n(2»-i-2)       -^       J      ^^      J 

_  n(»)n(28-H2)  „^   ^,^,^ 

2^(«-^-l)^(2»)  ^         J    ^^       J 


1  -x" 


,2(«-Hl)(2«-i-3>r 


4(2«-j-  l)»(2g-i-3)'n(<»-t-2)n(2g) 


n(«)II(2«-i-4) 


[p(n+s)j 


(•-t-s). 


•f^'"""']'"  - 4"n(!+2)iK2])  •  t^"'^ J '" •  [g("-^*)P"''  • 

Die  Qleiehnng  22)  drttckt  eine  bemerkenswerthe,  zwischen 
den  Differentialquotienten  der  Eugelfunctionen  erster  und  zwei- 
ter Art  bestehende;  Relation  aus. 
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Über  die  Constitution  der  Flüssigkeiten. 

(Beiträge  zur  Moleculartheorie.  II.) 

Von  Dr.  Alois  Händig 

k.  4r.  Profet$or  in  Lembety. 

Über  die  Art  der  Bewegungen,  von  welchen  die  Wärme- 
znstände  der  Körper  bedingt  werden,  hat  man  bis  jetzt  nur 
wenige  Untersuchungen  angestellt;  die  eigentliche  mechanische 
Wärmetheorie  hat  sich  —  und  das  mit  Recht  —  jeder  speciellen 
Annahme  darüber  enthalten,  und  auch  sonst  sind  nur  für  die 
gasförmigen  Körper  von  den  Herren  Krönig  *  und  Clausius  * 
Ansichten  aufgestellt  und  begründet  worden,  welche  sich  des 
Beifalles  der  meisten  Physiker  zu  erfreuen  hatten,  und  welche 
deren  Eigenschaften  gut  zu  erklären  und  eine  ziemlich  voll- 
kommene Einsicht  in  das  Verhalten  ihrer  Molecüle  zu  gewähren 
imstande  waren.  Die  Arbeiten  von  Hrn.  Clausius  und  anderen 
Physikern  haben  denn  auch  viele  merkwürdige  Wahrheiten  auf 
diesem  Gebiete  zu  Tage  gefördert. 

Für  die  flüssigen  und  festen  Körper  aber  hat  man,  wie  es 
scheint,  noch  gar  nicht  ernstlich  versucht,  das  Verhalten  ihrer 
Molecüle  auf  eine  solche  Weise  zu  erklären,  dass  diese  Erklärung 
mit  der  Krönig'-  und  Clausius 'sehen  Theorie  der  Gase  in 
Zasanmienhang  und  Übereinstimmung  wäre;  der  letztere  hat 
sich  vielmehr  einer  Ausdrucksweise  bedient,  welche  mehr  als 
eine  Beschreibung,  denn  als  eine  Erklärung  des  Verhaltens  der 
Molecüle  der  genannten  Körper  angesehen  werden  kann;  und 
doch  musste  gerade  die  Betrachtung  der  zahlreichen  schönen 
Resultate  in  der  Erweiterung  der  Kenntnisse  über  die  Beschaflfen- 


<  Krönig,  Pogg.  Ann.  99.  315. 
«  Clausius,  Pogg.  Ann.  100.  353. 
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heit  der  Gase,  zu  welchen  die  eifrige  Verfolgung  der  Clausius*- 
schen  Theorie  gefllhrt  hat,  zur  Ermunterung  dienen,  auch  bei 
den  Körpern  der  anderen  Aggregatzustände  ähnliches  zu  ver- 
suchen. 

Eine  Arbeit  von  Hm.  Wien  er  „ttber  das  atomistische  Wesen 
des  tropfbar  flüssigen  Körperzustandes"  *  kann  ich  in  dieser 
Beziehung  nicht  gelten  lassen,  weil  sie  von  der  Annahme  ausgeht, 
dass  die  Körpermolectile  und  Äthermolecüle  abstossend  auf 
einander  einwirken,  und  weil  sie  ferner  voraussetzt,  dass  die 
Schwingungen  der  Körpertheilchen  und  der  Äthertheilchen  un- 
abhängig von  einander  geschehen,  in  festen  Körpern  gleich- 
gerichtet, in  flüssigen  entgegengesetzt,  und  weil  sie  sonst  noch 
manches  enthält,  was  geringe  Wahrscheinlichkeit  fttr  sich  hat 
und  den  anderweitig  angenommenen  Ansichten  widerspricht. 

Hr.  Claus  ins  nun  spricht  sich  folgendermassen  aijp  *: 
„Nach  den  Betrachtungen  über  den  gasförmigen  Zustand  bietet 
sich  von  selbst  die  Frage  dar,  wie  sich  der  feste  und  flüssige 
Zustand  vom  gasförmigen  unterscheiden.  Obwohl  eine  in  allen 
Einzelnheiten  genügende  Definition  dieser  Zustände  eine  viel 
vollständigere  Kenntniss  des  Zustandes  der  einzelnen  Molecttle 
erfordern  würde,  als  wir  bis  jetzt  besitzen,  so  glaube  ich  doch, 
dass  sich  einige  Hauptunterschiöde  mit  ziemlicher  Wahrscheinlich- 
keit angeben  lassen.  Eine  Bewegung  der  Molecttle  findet  in  allen 
drei  Zuständen  statt". 

„Im  festen  Zustande  ist  die  Bewegung  der  Art,  dass  sich 
die  Molecüle  um  gewisse  Gleichgewichtslagen  bewegen,  ohne 
diese,  so  lange  nicht  fremde  Kräfte  auf  sie  einwirken,  ganz  zu 
verlassen.  Die  Bewegung  lässt  sich  also  bei  festen  Köi-pem  als 
eine  vibrirende  bezeichnen.  Indess  kann  sie  doch  noch  von  sehr 
complicirter  Art  sein.  Erstens  können  die  Bestandtheile  eines 
Molecüles  unter  sich,  und  zweitens,  die  ganzen  Molecttle  als 
solche  vibriren,  und  die  letzteren  Vibrationen  können  wieder  in 
Hin-  und  Herbewegungen  des  Schwerpunktes  und  in  Drehungs- 
schwingungen um  den  Schwerpunkt  bestehen.  In  solchen  Fällen, 
wo  äussere  Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  z.B.  bei  Erschtttterun- 


«  Wiener,  Pogg.  Ann.  118.  79. 
2  A.  a.  0.  359. 
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gen,  können  die  Molecllle  auch  bleibend  in  andere  Lagen 
kommen'*. 

Ich  werde  im  Folgenden  nnr  von  jenen  Bewegungen  der 
Molecttle  sprechen,  welche  in  Hin-  und  Herbewegungen  ihrer 
Schwerpunkte  bestehen,  und  von  den  drehenden  Schwingungen 
derselben,  sowie  von  den  Bewegungen  ihrer  Bestandtheile  ganz 
absehen.  Diese  Vibrationen  des  Schwerpunktes  werden  in  den 
gasförmigen  Körpern  zu  fortschreitenden  Bewegungen  der  Mole- 
cüle,  und  es  wird  daher  wohl  gestattet  sein,  sie  der  kürzeren 
Ausdrncksweise  wegen  auch  in  festen  und  Aussigen  Körpern 
schlechtweg  als  fortschreitende  Bewegungen  der  Molectile,  im 
Gegensätze  zu  den  Rotationen  und  den  Bewegungen  der  Bestand- 
theile derselben  zu  bezeichnen.  Die  Berechtigung,  von  den  beiden 
letzteren  Arten  der  Molecularbewegung  vorläufig  abzusehen, 
lässt  sich  aus  dem  Satze  al)leiten,  dass  in  jedem  Körper  das 
Verhältniss  zwischen  den  lebendigen  Kräften  der  fortschreitenden 
Molecularbewegungen  und  der  Bewegungen  der  Bestandtheile 
ein  constantes  ist,  wie  Hr.  Clausius  für  die  Gase  bewiesen  hat. 
Dieser  Beweis  kommt  darauf  hinaus,  dass  in  einem,  sehr  viele 
Molecttle  enthaltenden  Räume  in  jedem  einzelnen  Zeitmomente 
alle  möglichen  Arten  des  Zusammentreflfens  derselben  vorkommen 
müssen ;  da  nun  die  Bewegungen  der  Bestandtheile  nur  von  der 
Art,  wie  die  Molecüle  mit  einander  zusammenstossen,  abhängig 
sind,  so  werden  sie  in  jedem  Zeitelemente  in  derselben  Weise 
erzengt ;  es  muss  sich  daher  die  gesammte  Bewegung  in  einem 
stationären  Zustande  befinden,  in  welchem  auch  die  lebendigen 
Kräfte  der  beiden  bezeichneten  Bewegungsarten  in  einem  be- 
stimmten Constanten  Verhältnisse  zu  einander  stehen  *.  Da  sich 
dieselbe  Betrachtung  auch  auf  die  Molecüle  anderer  Körper 
anwenden  lässt,  wobei  es  nur  geschehen  wird,  dass  bei  jedem 
Körper  ein  anderer  Werth  für  dieses  constante  Verhältniss  auftritt, 
so  wird  es  auch  nicht  unrecht  sein,  vorerst  nur  von  den  fort- 
schreitenden Bewegungen  der  Molecüle  allein  zu  sprechen. 

„Im  flüssigen  Zustande",  sagt  Hr.  Clausius  weiter,  „haben 
die  Molecüle  keine  bestimmte  Gleichgewichtslage  mehr.  Sie 
können  sich  um  ihren  Schwerpunkt  ganz  herumdrehen,  und  auch 


I  Wttllner,  Exp.  Ph.  UI.  305. 
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der  Schwerpunkt  kann  sich  ganz  aus  seiner  Lage  fortbewegen. 
Die  auseinandertreibende  Wirkung  der  Bewegung  ist  aber  im 
Verhältnisse  zu  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Molecttle  nicht 
stark  genug,  um  die  Molecüle  ganz  von  einander  zu  trennen.  Es 
haftet  zwar  nicht  mehr  ein  Molecül  an  bestimmten  Nachbar- 
molecttlen,  aber  es  verlässt  diese  doch  nicht  von  selbst,  sondern 
nur  unter  Mitwirkung  der  Kräfte,  welche  es  von  anderen  Mole- 
cülen  erleidet,  zu  denen  es  dann  in  dieselbe  Lage  kommt,  wie 
zu  seinen  bisherigen  Nachbarmolecülen.  Es  findet  also  in  der 
Flüssigkeit  eine  schwingende,  wälzende  und  fortschreitende 
Bewegung  der  Molecüle  statt,  aber  so,  dass  die  Molecüle  dadurch 
nicht  auseinander  getrieben  werden,  sondern  sich  auch  ohne 
einen  äusseren  Druck  innerhalb  eines  gewissen  Volumens  halten". 

Die  Verdampfung  erklärt  Hr.  Clausius  dann  so:  er  nimmt 
an,  „dass  in  der  Mannigfaltigkeit  der  Bewegungen  der  an  der 
Oberfläche  einer  Flüssigkeit  gelegenen  Molecüle  hin  und  wieder 
der  Fall  eintritt,  dass  ein  Molecül  durch  ein  günstiges  Zusammen- 
treffen der  fortschreitenden,  schwingenden  und  drehenden  Be- 
wegung mit  solcher  Heftigkeit  von  seinen  Nachbarmolecülen 
fortgeschleudert  wird,  dass  es,  bevor  es  durch  die  zurückziehende 
Kraft  derselben  seine  Geschwindigkeit  ganz  verloren  hat,  schon 
aus  ihrer  Wirkungssphäre  heraus  ist,  und  dann  in  dem  über  der 
Flüssigkeit  befindlichen  Räume  weiter  fliegt". 

Ich  glaube  nun,  dass  man  über  das  Verhalten  der  Molecüle 
in  flüssigen  Körpern  eine  von  der  Clausius 'sehen  etwas  ab- 
weichende Meinung  aufstellen,  und  damit  die  Eigenschaften  der 
Flüssigkeiten  deutlicher  erklären  kann,  und  will  zur  Auseinander- 
setzung derselben  den  Weg  einschlagen,  dass  ich  zuerst  die 
durch  Zusammendrückung  erfolgende  Bildung  einer  Fltlssigkeit 
aus  einem  Dampfe  verfolge. 

In  einem  Gase  (Dampfe)  befinden  sich  die  Molecüle  in  so 
grossen  mittleren  Entfernungen  von  einander,  dass  jedes  derselben 
sich  durch  eine  gewisse  Wegeslänge  mit  gleichförmiger  Gre- 
schwindigkeit  und  in  geradliniger  Bichtung  fortbewegen  kann, 
ehe  es  in  die  Wirkungssphäre  eines  andern  kommt;  geschieht 
dieses,  so  werden  in  einzelnen,  verhältnissmässig  seltenen  Fällen, 
wo  die  Bewegungsrichtungen  beider  Molecüle  in  eine  einzige 
gerade  Linie   zusammenfallen,   die  beiden   mit  beschleunigten 
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Geschwindigkeiten  auf  einander  zugehen,  zusammenstossen  und 
als  vollkommen  elastische  Körper  wieder  aus  einander  prallen. 
Nach  dem  Stosse  werden  sich  bei  ihrer  Entfeniung  von  einander 
ihre  Geschwindigkeiten  in  demselben  Verhältnisse  durch  die 
anziehenden  Molecularkräfte  vermindern,  in  welchem  sie  vor  dem 
Stosse,  während  der  Annäherung,  durch  dieselbe  Ursache  ver- 
grössert  wurden ;  und  wenn  das  eine  von  ihnen  die  Wirkungs- 
sphäre des  andern,  ruhend  gedacliten,  wieder  verlässt,  so  hat  es 
wieder  genau  dieselbe  relative  Geschwindigkeit  erlangt,  mit 
welcher  es  früher  in  diese  Wirkungssphäre  eingetreten  war.  Aber 
ein  solches  wirkliches  Zusammenstossen  der  Molectile  kann  nur 
sehr  selten  vorkommen ;  meist  wird  der  Fall  eintreten,  dass  die 
Richtungen  der  ungestörten  Bewegungen  zweier  Molecüle  nahe  an 
einander  vorbeigehen  würden,  und  dass  diese  Molecüle  dann  in 
Folge  ihrer  gegenseitig  auf  einander  einwirkenden  Anziehungs- 
kräfte in  gewissen  krummlinigen  Bahnen,  in  einer  Art  Central- 
bewegung,  um  einander  herumgehen ;  sie  werden  beide  aus  ihren 
ursprünglichen  Richtungen  abgelenkt  werden,  und  jedes  von 
ihnen  nach  irgend  einer  anderen  Seite  fortschreiten,  so  zwar, 
dass  ihre  neuen  Bahnen  nach  dem  Austreten  aus  den  betreffenden 
Wirkungssphären  wieder  geradlinig  sind,  und  wieder  mit  der 
ursprünglichen,  constanten  Geschwindigkeit  durchlaufen  werden. 
Damit  ein  Gas  dem  Mariotte' sehen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze 
ziemlich  genau  folge,  ist  die  Erfüllung  der  Bedingung  noth- 
wendig,  dass  die  geradlinigen  Wegeslängen  der  Molecüle  sehr 
gross  seien,  im  Verhältniss  zu  den  krununlinigen,  welche  sie 
zurücklegen,  so  lange  sich  eines  in  der  Wirkungssphäre  des 
andern  befindet;  mit  anderen  Worten :  Die  mittleren  Entfernungen 
der  Molecüle  müssen  im  Verhältnisse  zu  den  Halbmessern  ihrer 
Wirkungssphären  sehr  gross  sein. 

Denken  wir  uns  nun  ein  Gas  unter  solchen  Umständen, 
dass  seine  Temperatur,  also  die  lebendige  Kraft  oder  die  Ge- 
schwindigkeit seiner  Molecüle,  immer  unverändert  dieselbe  bleibe 
nach  und  nach  auf  immer  kleinere  und  kleinere  Räume  ein- 
geschränkt, so  werden  die  geradlinigen  WegesstUcke  der  ein- 
zelnen Molecüle  immer  kürzer  und  kürzer,  während  die  krumm- 
linigen Antheile  ihrer  Bahnen,  als  nur  von  der  Geschwindigkeit 
abhängig,   immer   dieselben   bleiben;    die   Abweichungen   vom 

Siub.  d   mathdm.-naturw.  Gl.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  25 
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Mariotte*8chen    und    (iay-Lussac'scheii   Gesetze   werden   dabei 
immer  grösser  und  der  Druck  gegen  die  einseliliessenden  (lefUss- 
wände  immer  stärker.  Nun  muss  schon  in  einem  vollkommenen 
Oase  unter  allen  möglichen  Fällen  des  Zusammentreffens  der 
Molectile,   zwar  selten,  aber  doch  von  Zeit  zu  Zeit,  auch  der 
vorkommen,  das«  ein  Molectil,  nachdem  es  kaum  die  Wirkungs- 
sphäre des  einen  Nachbarmolecttles  verlassen  hat,  bereits  wieder 
in  die  Wirkungssphäre  eines  anderen  gelangt.  Dann  folgen  also 
zwei   krummlinige  Wegstücke  eines  MolecUles  unmittelbar  auf 
einander,  ohne  durch  ein  geradliniges  Wegstttck  von  einander 
getrennt  zu  sein;  und  je  dichter  das  (las  ist,  desto  häufiger  wird 
dieses  Kreigniss  eintreten.    Hat  nun  die  Dichtigkeit  des  Gases 
einen  solchen  Werth  erreicht,   dass  eine  merkliche  Anzahl  von 
MolecUlen  sich,  den  Gesetzen  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss, 
jederzeit  in  dem  eben  beschriebenen  Zustande  befindet,  so  hat 
die  Substanz  begonnen,  sich  aus  dem  gasförmigen  Zustande  zum 
flüssigen  zu  condensiren,  und  die  obgenannte  Anzahl  der  Molecüle 
repräsentirt  die  Menge  der  aus  dem  Dampfe  niedergeschlagenen 
Flüssigkeit.  Demgemäss  könnte  man  das  Verhalten  der  Molecüle 
in  einem  flüssigen  Körper  folgendemiassen  definiren:  In  einem 
flüssigen  Körper  haben  die  Molecüle  so  grosse  (ieschwindigkeiteu 
ihrer  fortschreitenden  Bewegungen,  dass  die  gegenseitigen  An- 
ziehungski'äfte  zweier  von   ihnen  nicht  im  Stande  sind,   diese 
Geschwindigkeiten  vollständig  aufzuheben,  und  je  zwei  Molecüle 
dauernd  beisammen  zu  erhalten;  jedes  Molecül  geht  mit  einer 
erst  zunehmenden  dann  wieder  abnehmenden  Geschwindigkeit 
durch  die  Wirkungssphäre  eines  andern  hindurch^  verlässt  sie 
aber,  um  allsogleich  wieder  in  die  Wirkungssphäre  eines  andern 
einzutreten;  oder  es  greifen  die  Wirkungssphären  der  einzelnen 
Molecüle  in  einander,  so  dass  ein  Molecül  (^),  ehe  es  noch  die 
Wirkung8S])häre    eines   andern    (B)   vollständig   verlassen    hat, 
schon  in  die  eines  dritten  (C)  gelangt,  jedenfalls  aber  vermöge 
der  ihm  innewohnenden  Geschwindigkeit  von  der  einen  dieser 
Wirkungssphären   in  die    andere  hinübergeht.     Um  diese  An- 
näherung der  einzelnen  Molecüle  bis  zu  dem  Grade  zu  bewirken, 
dass   ihre  Anziehungssphären   sich   gegenseitig   berühren  oder 
durchkreuzen,  und  das  aus  ihren  Geschwindigkeiten  resultirende 
Bestreben  nach  Vergrösserung  ihrer  Entfernungen  und  Losreissung 
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voD  einander  zu  tiberwinden ,  bedarf  es  (im  allgemeinen)  einer 
gewissen  Besehränkung  des  den  Molectilen  dargebotenen  Ramnes. 
Die  Erfahrang  lehrt,  dass  in  einem  unbegrenzten  Baume  fast  alle 
Flüssigkeiten  (durch  Verdampfung)  sich  verlieren ;  und  auch  wo 
«lies  nicht  der  Fall  ist,  da  kann  man  es  noch  erklären,  ohne  in 
Widerspruch  mit  der  gerade  ausgesprochenen  Ansicht  zu  ge- 
rathen,  wie  ich  alsbald  zeigen  will. 

Meine  Meinung  unterscheidet  sich  also  von  der  des  Herrn 
Claus  ins  in  Folgendem:  Er  sagt,  die  auseinandertreibende 
Wirkung  der  Bewegung  ist  nicht  stark  genug,  die  Molectile  ganz 
von  einander  zu  trennen;  ein  Molecül  verlässt  ein  anderes 
benachbartes  nicht  von  selbst,  sondern  nur  unter  der  Mitwirkung 
anderer,  dasselbe  anziehender  MolecUle;  die  Molectile  halten 
sich  auch  ohne  äusseren  Druck  in  einem  bestimmten  Volumen 
zusammen,  und  die  Verdampfung  geschieht  in  Folge  des  gtinstigen 
ZusammentreflFens  der  verschiedenen  Arten  der  Bewegungen, 
welches  eine  Vergrösserung  der  (ieschwindigkeiten  bewirkt.  Ich 
meine  in  diesen  Punkten  fast  das  Gegentheil  von  alledem:  Die 
eigene  Bewegung  der  Molectile  ist  so  stark,  dass  sie  durch  die 
Anziehungskraft  eines  Nachbarmolecttles  nicht  mehr  aufgehoben, 
und  die  Trennung  zweier  Nachbarn  von  einander  nicht  verhindert 
werden  kann ;  die  Molectile  (wenigstens  einer  Flüssigkeit,  welche 
noch  eine  merkliche  Dampfspannung  hat)  ftiUen  in  der  That  jedes 
ihnen  dargebotene  Volumen  vollständig  aus,  freilich  in  zweierlei 
sehr  verschiedenen  Formen,  theils  als  Fltissigkeit,  theils  als 
Dampf.  Zum  Stattfinden  der  Verdampfung,  glaube  ich,  bedarf  es 
nur  des  Umstandes,  dass  die  Richtung  der  Bewegung  eines  in 
der  Fltissigkeitsoberfläche  befindlichen  Molectils  nahezu  senkrecht 
gegen  diese  Oberfläche  sei,  damit  es,  aus  der  Wirkungssphäre 
«einer  nächsten  Nachbarn  herausgetreten,  nicht  wieder  in  die 
Wirkungssphären  anderer  Theilchen  der  Oberfläche  gelange. 
Man  sieht,  dass  meine  Ansicht  die  Thatsache  erklärt,  wieso  bei  " 
derselben  Temperatur,  also  bei  gleicher  lebendiger  Kraft  der 
fortschreitenden  Bewegungen  der  Molectile,  dieselbe  Substanz 
im  fltissigen  und  gasförmigen  Zustande  existiren  kann,  während 
dies  unerklärt  bleibt,  wenn  die  Molectile  der  Fltissigkeit 
wesentlich  langsamere  Bewegungen  haben  als  die  des  Gases 
oder  Dampfes. 

25* 
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Es  scheint  auf  den  ersten  Blick,  als  ob  sich  gegen  meine 
Vorstellungsweise  folgende  Einwendung  erheben  Hesse:  Wenn 
der  flüssige  Zustand  einer  Substanz  darin  seinen  Grund  hat,  dass 
die  Gastheilchen  auf  einen  hinreichend  engen  Raum  zusanmien- 
gedrängt  sind,  und  in  Folge  dessen  immer  einige  von  ihnen  sich 
in  gewissen  hinreichend  kleinen  Entfernungen  von  einander  be- 
finden müssen,  so  werden  bald  diese,  bald  jene  Molecüle  in  sehr 
rascher  Abwechslung  in  diese  Minimaldistanzen  von  einander 
kommen,  es  müsste  also  die  Substanz  sich  allenfalls  als  ein 
durch  den  ganzen  Raum  gleichmässig  vertheiltes  Gemische  von 
Gas  und  Flüssigkeit  darstellen,  dessen  Dichtigkeit  continuirlich 
von  der  des  Gases  bis  zu  der  der  vollkommenen  Flüssigkeit  an- 
wachsen könnte. 

Diese  Einwendung  ist  aber  sehr  leicht  zu  widerlegen:  Ein- 
mal ist  in  der  That  die  Flüssigkeit,  welche  sich  aus  dem  in 
einem  grösseren  Räume  ausgebreiteten  Dampfe,  sei  es  wegen 
einer  Druckvergrösserung,  sei  es  wegen  einer  Temperatursver- 
minderung, niederschlägt,  von  Anfang  an  gleichmässig  in  dem 
ganzen  Räume  vertheilt,  wie  man  es  an  Nebeln  und  Wolken  be- 
obachten kann;  zweitens  aber  ist  sehr  leicht  einzusehen,  dass 
die  einmal  an  einer  Stelle  zusammengetretenen  Molecüle  —  die 
daselbst  bereits  entstandenen,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Flüssig- 
keitsmengen —  nicht  allsogleich  wieder  auseinanderstieben  kön- 
nen, um  an  irgend  einer  anderen  Stelle  des  Raumes  wieder  ähn- 
liche transitorische  Flüssigkeitsmengen  entstehen  zu  lassen ; 
sondern,  sobald  einmal  einige  Molecüle  sich,  wenn  auch  nur  im 
Vorübergehen,  nahe  an  einander  befinden,  so  bildet  die  Gruppe 
derselben  schon  den  Sitz  einer  stärkeren,  auf  die  übrigen  Mole- 
cüle wirkenden  Anziehungskraft,  so  dass  die  grösste  Wahr- 
scheinlichkeit dafür  besteht,  dass  in  einer  solchen  Gruppe  von 
Molecülen  jederzeit  die  austretenden  Molecüle  wieder  durch 
andere  neu  eintretende  ersetzt  werden;  ja  es  werden  sich  solche 
Gruppen,  je  grösser  sie  einmal,  sagen  wir  zuföllig,  geworden 
sind,  desto  leichter  durch  Zuzüge  aus  der  Nachbarschaft  ver- 
stärken; sie  sinken  dabei  langsam  zum  Boden  des  GeiUsses,  oder 
werden  durch  die  Adhäsion  zu  den  Wänden  desselben  hingezo- 
gen, und  fliessen  endlich  in  eine  einzige  Flüssigkeit^masse  zu- 
sammen, indem  ein  constanter  Raum  mit  constanter  Dichte  von 
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Molectllen  ausgefüllt  wird,  welche  durch  Verdampfuug  und  Con- 
densatioo  fortwährend  wechseln. 

Ein  ähnliche  Betrachtung  vermag  auch  zur  Erklärung  der 
Thatsache  zu  dienen,  dass  es  Flüssigkeiten  ohne  merkliche  Ver 
dampfuug  gibt.  Ich  sage  nämlich,  im  flüssigen  Zustande  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Molectile  so  gross,  dass  sie  durch  die  ge- 
genseitige Anziehung  zweier  von  ihnen  nicht  aufgehoben  werden 
kann.  Damit  ist  aber  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dass 
sich  bei  gewissen  Flüssigkeiten  jedes  Molecttl  in  den  Wirkungs- 
Sphären  mehrerer  Nachbarmolecüle  zugleich  befinde,  und 
dass  die  gemeinschaftliche  Wirkung  derselben  das  leiste,  was 
ein  einzelnes  nicht  zu  bewirken  vermöchte,  die  Verhinderung  der 
V^erdampfung. 

Die  vorgetragene  Ansicht  über  das  Verhajten  der  Molectile 
in  einer  Flüssigkeit  gibt  deutlicher  als  eine  andere  eine  voll- 
ständige Einsicht  in  die  Ursache  für  die  leichte  Verschiebbarkeit 
der  Theilchen  und  für  das  Princip  der  nach  allen  Richtungen  hin 
gleichmässigen  Fortpflanzung  eines  von  aussen  her  ausgeübten 
Druckes.  Denn  ein  solcher  Druck  besteht  immer  in  dem  Bestre- 
ben, den  Molecülen  der  unmittelbar  gedrückten  Fläche  eine  ge- 
wisse Geschwindigkeit  nach  einer  bestimmten  Richtung  hin  zu 
ertheilen;  diese  Geschwindigkeit  wird  nicht  nur,  wegen  der  ela- 
stischen Eigenschaften  der  Molectile,  auf  die  anderen  tibertragen, 
sondern  die  ursprünglich  übereinstimmenden  Bewegungsrichtun- 
gen derselben  werden  in  der  kürzesten  Zeit  in  andere,  nach  allen 
möglichen  Richtungen  hin  gewendete,  verwandelt,  ohne  dass 
dabei  etwas  von  der  Geschwindigkeit  verloren  ginge;  die  ur- 
sprünglich nur  in  einer  Richtung  von  den  Molecülen  empfange- 
nen Stösse  äussern  sich  also  in  allen  möglichen  Richtungen  wie- 
der; und  zwar  da  jedes  Molecül  mit  gleicher  durchschnittlicher 
Geschwindigkeit  wie  alle  anderen  begabt  ist,  auch  bei  gleicher 
Zahl  der  Molectile,  d.  h.  bei  gleicher  Grösse  der  gediUckten 
Fläche,  in  einer  tiberall  gleichen  Intensität. 

Ferner  lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  Spannkraftsmaxima 
der  Dämpfe  mit  steigenden  Temperaturen  zunehmen,  mit  anderen 
Worten:  je  grösser  die  Geschwindigkeiten  der  Molectile  sind, 
desto  kleiner  muss  (ohne  dass  das  Gesetz  dieses  Zusammenhan- 
ges schon  genauer  bestimmt  wäre)  das  Volumen  werden,  damit 
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der  Übergang  der  Substanz  aus  dem  gasförmigen  in  den  flüssi- 
gen Zustand  eintrete.  Diese  Thatsache  lässt  sich  folgendermassen 
erklären :  Die  Condensation  tritt  ein,  sobald  unter  den  sehr  vie- 
len verschiedenen  Abständen  der  MolecUle  von  einander  fort- 
während eine  gewisse  Anzahl  gefunden  wird,  deren  Grössen 
kleiner  sind  als  der  Halbmesser  der  Wirkungssphäre  eines  Mole- 
cUls.  Nun  hat  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  ein 
MolecUl  gegen  das  andere  bewegt,  sicherlich  auch  einen  bestim- 
menden Einfluss  auf  die  Gestalt  der  Bahn,  in  welcher  es  dessen 
Wirkungssphäre  durchschneidet,  somit  auch  auf  die  relative 
Dauer  des  Verweilens  in  derselben;  je  grösser  jene  Geschwin- 
digkeiten, desto  kürzer  sind  die  von  einem  Molecül  in  der  Wir- 
kungssphäre des  anderen  zurückgelegten  krummlinigen  Wege, 
und  desto  geringer  wird  also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sich 
zu  einer  gegebenen  Zeit  ein  Molecül  gerade  auf  einem  solchen 
Wege  befinden  werde;  diese  Wahrscheinlichkeit  muss  also  durch 
Verkürzung  der  geradlinigen  Wegesstücke,  d.  h.  durch  Vermin- 
derung des  Volumens,  wieder  auf  den  ursprünglichen  Wei-th  ge- 
bracht werden ;  und  so  kommt  es,  dass  bei  höheren  Tempera- 
turen eine  stärkere  Volumsverminderung,  d.  h.  ein  stärkerer 
Druck  zur  Herbeiführung  des  Sättignngszustandes  der  Dämpfe 
erforderlich  ist. 

Auch  das  Freiwerden  von  Wanne  bei  der  Condensation  der 
Dämpfe  lässt  sich  auf  folgende  Art  erklären:  Die  Temperatur 
des  Dampfes  ist  bedingt  durch  die  mittlere  lebendige  Kraft  der 
Molecüle ;  ist  der  Dampf  noch  über  seinem  Condensationspunkte^ 
so  ist  hauptsächlich  die  constante  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
die  Molecüle  die  ausserhalb  ihrer  gegenseitigen  Wirkungssphären 
gelegenen  Wegesstrecken  durchlaufen,  von  Einfluss  auf  die  Grösse 
dieser  lebendigen  Kräfte.  So  lange  aber  zwei  Molecüle  sich  iii- 
la'rhalb  ihrer  gegenseitigen  Wirkungssphären  befinden,  ist   die 
(Geschwindigkeit  ihrer  Bewegung  eine  bedeutend  grössere;  beim 
ll)ergang  in  den  flüssigen  Zustand  also,  wo  dies  beständig  der 
Fall  ist,  vergrössert  sich  thatsächlich  die  mittlere  lebendige  Kraft 
der  Molecüle  durch  die  Wirkung  der  zwischen  ihnen  thätigeu 
Anziehungskräfte,  ihre  Temperatur  steigt  also,  es  ist  Wärme  frei 
i^eworden.  Umgekehrt:  beim  Verdampfen  eines  Molecüls  aus  der 
Flüssigkeit  wird  seine  Geschwindigkeit  durch  die  zurückziehende 
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Wirkung  der  FlttssigkeitHoberflliche  vcraiindert,  so  dass  zuuäcböt 
der  neugebildete  Dampf  eine  niedrigere  Temperatur  haben 
mtt88te  als  die  Flüssigkeit.  Diese  Temperatursversehiedenheit 
zwischen  Dampf  und  Flüssigkeit  wird  aber  durch  die  Berührung 
derselben  mit  einander  alsbald  ausgeglichen;  die  Flüssigkeit 
gibt  dabei  so  viel  Wärme  ab,  als  zur  Herstellung  des  neuen 
(Ueichgewiclites  der  Temperaturen  erforderlich  ist,  und  die  ohne 
Abgabe  einer  Wärmemenge  nach  aussen  hin  eingetretene  Tem- 
peratursvermindcrnng  entspricht  demnach  einem  Verbrauche  an 
Wanne. 

Während,  diesen  Betrachtungen  zufolge,  der  Unterschied 
zwischen  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern  hauptsächlich  durch 
das  ihren  Molecülen  zur  Verfügung  stehende  Volumen  bedingt 
ist,  und  die  Tem|)eratur  gewissermassen  nur  einen  secundären 
Einfluss  darauf  hat,  ist  die  Verschiedenheit  im  Verhalten  der 
Theilchen  fester  und  flüssiger  Körper  im  Gegentheile  wesentlich 
durch  die  Temperatur  beduigt,  und  der  äussere  Druck  oder  das 
in  Folge  desselben  veränderte  Volumen  vermögen  nur  in  un- 
mittelbarer Nähe  des  Schmelzpunktes  einen  Übergang  des  einen 
dieser  Aggregationszustände  in  den  andern  zu  bewirken. 

In  einem  festen  Köi*per  nändich,  stelle  ich  mir  vor,  sind  die 
(Geschwindigkeiten  der  fortschreitenden  Bewegungen  der  Mole- 
cUle  so  klein,  dass  sie  durch  die  Anziehungskräfte,  welche  je 
zwei  Nachbartheilchen  auf  einander  ausüben,  vollständig  auf- 
gehoben werden  können.  Der  Schmelzpunkt  eines  festen  Kör- 
pers ist  demnach  jene  Temperatur,  bei  welcher  die  Geschwindig- 
keiten der  Molecüle  schon  so  gross  sind,  dass  sie  gerade  erst 
heim  Anlangen  an  der  Grenze  der  Wirkungssphären  vollkommen 
aufgehoben  wären. 

Denken  wir  uns  zwei  einzelne  Molecüle  frei  neben  einander, 
so  könnten  sie  nur  den  festen  oder  gasformigen  Zustand  reprä- 
sentiren,  je  nachdem  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sie  sich 
gegen  einander  bewegen,  unter  oder  über  der  dem  Schmelzpunkt 
entsprechenden  Grenze  gelegen  sind.  Die  von  Herrn  Claus  ins 
als  Ursache  der  Verdampfung  von  Flüssigkeiten  angenommene 
günstige  Combination  von  fortschreitenden,  drehenden  und  oscilli- 
renden  Bewegungen  der  Molecüle  wäre  wohl  bei  jenen  festen 
Körpeni  V4)rau8zusetzen,  bei  welchen  ein  unmittelbarer  Übergang 
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aus  dem  festen  in  den  gasförmigen  Zustand,  ohne  Dazwischen- 
treten eines  durch  eine  allgemeine  Temperaturserhöhung  be- 
wirkten Schmelzens  stattfindet. 

Auch  der  Wärmeverbrauch  beim  Schmelzen  eines  festen 
Körpers  wird  auf  eine  wesentlich  andere  Weise  zu  Stande  kom- 
men, als  der  beim  Verdampfen ;  es  ist  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  im  Innern  einer  Flüssigkeit,  bei  den  grösseren  Geschwin- 
digkeiten und  den  fortwährenden  Veränderungen  in  den  gegen- 
seitigen Stellungen  der  MolecUle,  auch  die  Drehungen  und  inne- 
ren Schwingupgen  derselben  stärkere  werden;  und  es  ist  leicht 
begreiflich,  wenn  das  Verhältniss  der  lebendigen  Kräfte  der  Be- 
wegungen der  Bestandtheile  zu  den  lebendigen  Kräften  der  fort- 
schreitenden Bewegungen  der  Molecüle  in  den  Flüssigkeiten  einen 
grösseren  Zahlenwerth  hat  als  in  den  festen  Körpern.  Dies  ist  wie- 
der in  Übereinstimmung  mit  der  Meinung  von  Hrn.  C 1  a  u  s  i  u  s,  dass 
die  Molecüle  eines  festen  Körpers  in  drehenden  Schwingungen, 
die  Molecüle  einer  Flüssigkeit  dagegen  in  vollkommenen  Rota- 
tionen um  irgend  welche  Axen  begriffen  seien.  Die  Wärme  also, 
welche  ein  Körper  beim  Schmelzen  verbraucht,  wird  zu  der  beim 
Übergänge  aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand  stattfinden- 
den discontinuirlichen  Erhöhung  der  lebendigen  Kraft  der  dre- 
henden und  inneren  Bewegungen  der  Molecüle  verwendet. 
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Über  den  Einfluss  der  Electricität  der  Sonne  auf  den 
Barometerstand. 

Von  Carl  Hornstein^ 

Direetor  der  k.  k.  Sternwarte  in  Prag. 
Mit  1  Tafel. 

Schon  vor  nahe  dreisnig  Jahren  hat  Herr  Prof.  v.  L  a  m  o  n  t 
zur  Erklärung  der  täglichen  Variationen  des  Erdmagnetismus  die 
Hypothese  aufgestellt,  dass  die  Sonne  electrisch  sei  und  hin- 
reichend kräftig,  um  in  unserer  Atmosphäre,  durch  Induction, 
einen  gewissen  electrischen  Zustand  hervorzurufen,  eine  Art 
electrischer  Welle,  welche  durch  die  tägliche  Rotation  in  24  Stun- 
den über  die  ganze  Oberfläche  der  Erde  hinwegzieht.  Später 
wurde  er  durch  eine  Erscheinung  von  ganz  anderer  Art,  nämlich 
die  täglichen  Oscillationen  des  Barometers,  zu  der- 
selben Hypothese  hingeleitet.  Diese  Oscillationen  zeigen  nämlich, 
ähnlich  der  Ebbe  und  Fluth  des  Meeres,  im  Verlaufe  eines  Tages 
zwei  Maxima  und  zwei  Minuna.  Entwickelt  man,  mit  Hilfe  der 
für  die  einzelnen  Beobachtungsstunden  gewonnenen  Monat-  oder 
Jahresmittel,  den  Barometerstand  in  eine  periodische  Reihe, 
welche  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  des  Stundenwinkels  fort- 
schreitet; so  tritt,  im  Gegensatze  zu  anderen  ähnlichen  Reihen, 
das  vom  einfachen  Stundenwinkel  abhängige  Glied,  welches 
vornehmlich  der  jährlichen  Temperatur- Änderung  seinen  Ursprung 
verdankt,  gegenüber  dem  beträchtlichen  nachfolgenden,  vom 
doppelten  Stundenwinkel  abhängigen  Gliede,  in  den  Hintergrund. 
Lamont  bemerkt  daher  auch  treffend  bezüglich  dieses  zweiten 
Gliedes  : 

^Ich  habe  die  Überzeugung,  dass  die  Ebbe  und  Fluth 
der  Atmosphäre  (nämlich  dieses  zweite  Glied)  nicht  etwa 
eine  mathematische  Form  ist,  wodurch  ein  Theil  einer  complicirten 


Digitized  by  VjOOQIC 


i5*H)  11  ornstein. 

l^ewegun^  dargestellt  wird,  sondern  dass  sie  in  der  Wirklichkeit 
besteht  und  durch  die  Anziehung  oder  eine  der  Anzie- 
hung analoge  Kraft  der  Sonne  hervorgebracht  wird"  K 

In  einem  Briefe  an  Quetelet  vom  5.  August  1H59  versucht 
Lamont  noch  nachzuweisen,  dass  der  Co^flTicient  des  Ebbe  und 
Fluthgliedes,  den  ich  im  Folgenden  mit  k  bezeichnen  werde, 
(wie  die  Meeresfluth)  gegen  die  Pole  hin  abninunt,  und  ausgehend 
von  der  Voraussetzung,  dass  diese  Ebbe  und  Fluth  der  Atmo- 
sphäre eine  Wirkung  der  Sonne  sei,  zeigt  er,  dass  sie  weder 
durch  die  (Gravitation,  noch  durch  die  Änderungen  des  Dunst- 
druckes hervorgebracht  werde.  Es  müsse  also  der  Sonne  noch 
eine  andere  Kraft  innewohnen,  welche,  sowie  die  Gravitation, 
bewirkt,  dass  auf  zwei  einander  diametral  gegenüberstehende 
Punkte  der  Atmosphäre  die  gleiche  Wirkung  ausgeübt  werde. 
Nur  die  ElectricitHt  ist  eine  solche  Kraft;  wenn  die  Sonne  sehr 
stark  positiv  elektrisch  gedacht  wird,  so  kann  eine  Welle  von 
«ler  oben  erklärten  Heschaffenheit  im  Luftmeere  der  Erde  erzeugt 
werden. 

In  den  Wochenberichten  der  Münchener  Sternwarte  kommt 
Lamont  noch  öfters  auf  die  Hypothese  von  der  electrischen 
Kraft  der  Sonne  zurück.  So  z.  B.  hi  Nr.  13  (September  18Go) 
in  einem  Aufsatze:  „Über  die  Berechnung  des  mittleren  Baro- 
meterstandes**, wo  er  sagt:  ,,Wir  beschliessen  diesen  Aufsatz 
mit  der  Hinweisung  auf  die  merkwürdigen  Analogien,  welche 
zwischen  der  täglichen  Bewegung  des  Barometers  und  den  täg- 
lichen Variationen  des  Erdmagnetismus  (welchen  beiden  Phäno- 
menen, wie  wir  früher  gezeigt  haben,  eine  electrische  Kraft  der 
Sonne  theilweise  zu  (»runde  liegen  könnte),  zu  bestehen  schei- 
nen, u.  s.  w.^ 

In  Nr.  28  (Jänner  1866)  gibt  Lamont  eine  Zusammen- 
stellung seiner  Ideen  über  die  P^lectricität  und  ihre  kosmische 
Bedeutung,  nämlich :  1 .  Die  Electricität  ist  eine  kosmische  Kraft ; 
jeder  Planet  besitzt  eine  gewisse  Menge  davon,  die  Sonne  in 
hervorragendem  Masse.  2.  Die  Sonne  hat  positive  Electricität, 
die  Erde  negative.  3.  Die  Erde  hat  einen  inductionsfühigen  Kern 
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(wie  scholl  Hcmt  Sabine  aus  Beobachtungen  nachgewiesen 
hat),  u.  8.  w. 

Ich  habe  schon  seit  längerer  Zeit  dartlber  nachgedacht,  ob 
sich  nicht  aus  den  Beobachtungen  ein  Beweis  herstellen  lasse, 
dass  das  Ebbe-  und  Fluthglied  wirklich  der  Electricität  der  Sonne 
seinen  Ursprung  verdankt,  und  ob  die  Beobachtungen  nicht  noch 
andere  Oscillationen  des  Barometerstandes  anzeigen,  welche  aus 
derselben  Quelle  stammen.  Es  scheint  mir  nun,  dass  ein  solcher 
Beweis  hergestellt  sei,  wenn  eine  innige  Beziehung  zwi- 
schen den  täglichen  oderanderen  Schwankungen  des 
Luftdruckes  und  den  Perioden  der  Sonnenfleckeu 
und  Nordlichter  als  Thatsache  nachgewiesen  werden  kann. 
Die  vorliegende  Arbeit  soll  nun  über  diesen  Gegenstand  ein 
helleres  Licht  verbreiten  und  ich  glaube,  mich  keiner  Illusion 
hinzugeben,  wenii  ich  behaupte,  dass  die  in  den  folgenden  Blättern 
zu  Tage  geförderten  Thatsachen  von  weitreichender  Bedeutung 
itlr  die  fernere  Entwicklung  der  Meteorologie  werden  dürften. 

Es  ist  bekannt,  dass  sowohl  die  Sonnenflecke  als  die  Nord- 
lichter ausser  der  11jährigen  Periode  noch  eine  Periode  von 
längerer  Dauer  zu  haben  scheinen.  Die  graphische  Dar- 
stellung beider  Erscheinungen,  welche  auf  der  dieser  Abhandlung 
beigefügten  Tafel  enthalten  ist,  gibt  durch  die  Ordinaten  der 
betreffenden  Curven  die  Zahl  der  in  jedem  Jahre  seit  1739 
beobachteten  Nordlichter  und  die  Zahl  der  beobachteten  Sonnen- 
fleeke.  Bei  den  Nordlichtei*n  wurde  die  von  Herrn  Prof.  Elias 
Loomis  in  seiner  interessanten  Schrift:  Comparison  of  themean 
daily  ränge  of  the  Magnetic  Declination  with  the  number  of 
Auroras  observed  each  year  etc.  (New  Haven  1870)  gegebene 
Zusammenstellung  der  Summen  der  in  Europa  und  Amerika 
beobachteten  Nordlichter  benützt.  Die  Zahl  der  Sonnenflecke 
ist  nach  den  aus  Herrn  Prof.  R.  Wolfs  vortrefl'lichen  Arbeiten 
sich  ergebenden  Resultaten  *  eingetragen. 

Auf  den  ersten  Blick  sieht  man  aus  der  graphischen  Dar- 
stellung, dass  die  Zeit  von  1 740  bis  jetzt  sehr  nahe  der  doppelten 
längeren  Periode  gleichkommt,  und  wiewohl  man  noch  nicht 
mit    Gewissheit    einen    gleich   regelmässig  periodischen   Gang 
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beider  Erscheiiinugen  auch  für  die  Zukunft  annehmen  kann,  so 
hat  doch  diese  Annahme  wenigstens  eine  sehr  grosse  Wahr- 
scheinlichkeit für  sich.  Es  ist  für  das  nachfolgende  wichtig,  die 
Dauer  dieser  längeren  Periode  aus  den  vorliegenden  Beobach- 
tungsdaten näher  kennen  zu  lernen.  Zu  diesem  Ende  habe  ich 
zuerst  die  Nordlichter  und  »Sonnenflecke  getrennt  untersucht,  und 
den  Werth  der  längeren  Periode  (T)  nach  derselben  Methode 
abgeleitet,  welche  ich  in  meiner  Abhandlung:  Über  die  Abhän- 
gigkeit des  Erdmagnetismus  von  derKotation  der  Sonne  (Sitzungs- 
berichte 1871,  Juni)  zur  Ermittlung  der  synodischen  Rotation  der 
Sonne  aus  den  Angaben  der  magnetischen  Instrumente  in  An- 
wendung gebracht  habe.  Aus  den  Polarlichtern  fand  ich  vorläufig 

r=  65%  Jahre 

und  die  Zahl  der  Nordlichter 

^9 •0-4-24-  6  sin  (y-t-Slö** ), 

wo  y^O  ist  im  Jahre  1740.  Das  Maximum  der  Anzahl  Nord- 
lichter fällt  auf  die  Jahre  1783  und  1849.  —  Ebenso  fand  ich  mit 
Hilfe  der  Wolf 'sehen  Relativzahlen  (von  1740—1870)  für  die 
längere  Sonnenfleckenperiode  vorläufig 

r=:  74V,  Jahre 

und  fllr  die  Zahl  der  Sonnenflecke 

37 -3-4-1 7 -5  sin  (y -+-279"). 

wo  ebenfalls  y  =  0  ist  im  Jahre  1740.  Das  Maximum  der  Anzahl 
Sonnenflecke  lallt  auf  1775  und  1850.  Es  ist  aus  der  Natur  der 
in  Anwendung  gebrachten  Methode  klar,  dass  diese  Resultate 
nur  den  mittleren  Gang  beider  Erscheinungen  darstellen, 
abgesehen  von  den  in  der  kürzeren  (liyjährigen)  Periode  vor 
sich  gehenden  Schwankungen,  und  man  wird  wohl  trotz  des 
Unterschiedes  von  9  Jahren  in  den  obigen  Werthen  von  J,  der 
nur  in  der  Unsicherheit  der  bisher  vorliegenden  Beobachtungs- 
daten seinen  Grund  haben  dürfte,  namentlich  wegen  der  schönen 
Übereinstimmung  der  letzten  Maxima  (1849  und  1850)  die  An- 
nahme: dass  Polarlichter  und  Sonnenflecken  gleich- 
zeitig das  Maximum  oder  Minimum  erreichen,  also 
auch  die  gleiche  längere  Periode  T  besitzen,  als  eine 
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naturgemäsBe  und  mit  den  Beobachtungen  nicht  im  Widerspruche 
stehende  ansehen  können.  Daher  schien  es  mir  wünschenswerth^ 
durch  Zusammenfassen  beider  Erscheinungen  einen 
genaueren  Werth  von  T  zu  erhalten  und  auf  demselben 
Wege  auch  die  gemeinsame  Epoche  eines  der  letzten  Maxima 
festzustellen. 

Sowohl  die  Zahl  der  Nordlichter  als  die  der  Sonnenflecke 
wurde  immer  unter  der  einfachen,  bei  dem  gegenwärtig  zu  er- 
reichenden Grade  von  Genauigkeit  auch  genUgenden  Form 
M-^tt  sin  (y-H^)  vorausgesetzt,  wo  ^  =  0  ist  im  Jahre  1 740  und 

die  jährliche  Zunahme  von  y . . .  .  ^-=7-  beträgt,  if,  a,  A  sind  aus 

den  Beobachtungen  zu  bestimmen  und  vom  Winkel  A  hängt  die 
Epoche  des  Maximums  ab.  Unter  den  verschiedenen  Arten  der 
Combination  beider  Erscheinungen  habe  ich  die  einfachste  als 
genügend  befunden;  ich  habe  nämlich  für  jedes  Jahr  die  Summe 
aus  der  Zahl  der  beobachteten  Nordlichter  und  Sonnenflecke 
gebildet.  Es  scheint  nicht,  dass  man  hierdurch  der  einen  Er- 
scheinung gegenüber  der  anderen  ein  zu  grosses  Gewicht  beilegt ; 
denn  sind  auch  die  Zahlen  in  der  Tabelle  der  Polarlichter  häufig 
als  wenig  sicher  anzusehen,  so  darf  nicht  vergessen  werden, 
dass  viele  der  Wölfischen  Relativzahlen,  wegen  Mangel  an 
Sonnenfleckenbeobachtungen  in  den  betrefl^enden  Jahren,  durch 
Interpolation  ergänzt  sind,  während  auch  noch  mehrere  andere 
von  Wolf  selbst  als  nicht  sehr  sicher  bezeichnet  werden.  Es  fand 
sich  nun 

für  T=  60  Jahre         n  =  26-06         ^  =  112M0' 


55 

n 

33-81 

148    39 

60 

n 

36  14 

180   56 

65 

n 

38-82 

218    29 

70 

» 

41-40 

250      3 

75 

n 

41-78 

275      5 

80 
'enn 

zur  Abk 

35-65 

T    65 
Urzane  — r —  =  r 

297    18 
gesetzt  wir 

ffi  =  40-02-t-l  •  7882r  -0- 9446r» 
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lind  fUr  das  Maximum  von  a\  z  =  -h(>*9465,  alw> 

r^tiO- 73  Jahre, 

wofttr  ich  im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  7'=  70  Jahre 
setzen  werde.  Die  in  den  bisherigen  Beobachtungen 
hervortretende  längere  Periode  der  Polarlichter 
und  Sonnenflecke  beträgt  daher  nahe  70  Jahre.  Für 
7'=  70  ist  A  =  250**.  —  Vielleicht  ist  die  kürzere  Sonnenflecken- 
periode  (nach  Wolf  1 1 V9  Jahre)  genau  '/o  der  längeren. 

Indem  ich  nun  wieder  die  Polarlichter  und  Sonnenflecke 
getrennt  in  Rechnung  zog,  legte  ich  die  eben  gefundenen, 
gemeinsamen  Werthe  von  7' und  A  zu  (irunde  und  fand: 

Zahl  der  Polarlichter      =  27 -8-4-24  1  sin  (^^-^250^) 
Zahl  der  Sonnenflecke     =  39- l-Hn-2  sin  (^-^250°). 

Die  folgende  Tafel  ist  nach  diesen  beiden  Formeln  berechnet. 


.Fahr 
1740 

Nordlichter 
5 

.Sonnenflecko 
28 

ÖU 

7 

24 

()(► 

2ü 

37 

U) 

4;') 

51 

80 

52 

5(i 

tM) 

41 

48 

1H(K» 

20 

M 

10 

5 

23 

2(» 

7 

24 

;k) 

25 

37 

4(> 

45 

51 

5(> 

52 

56 

60 

41 

48 

70 

20 

34 

«(► 

5 

23 

Den  Zahlen  dieser  Tafel  entsprechen  die  beiden  punktirten 
<'urven  in  der  beigefügten  graphischen  Darstellung.  Diese  Ourven 
stellen  den  mittleren  Verlauf  beider  Erscheinungen  ganz 
genügend  dar. 

Ich  gehe  nun  zur  Betrachtung  des  Ebbe-  und  Fluth- 
gliedes  der  Atmosphäre  über,   dessen  Oo^fficient  oben  Ar 
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genannt  wurde.  Für  Prag  und  München  ist  der  Werth  dienes 
rofe'flfieienten  nur  ungefähr  y,^,  einer  Pariser  Linie.  Ungeachtet 
der  Kleinheit  dieser  Grösse  habe  ich  doch  versucht,  genaue 
Untersuchungen  über  die  etwaigen  Änderungen  anzustellen, 
welche  *  von  Jahr  zu  Jahr  erfährt.  Ich  habe  mich  aber  dabei 
nur  auf  solche  Beobachtuugsorte  beschränkt,  an  welchen  der 
Barometerstand  seit  einer  längeren  Reihe  von  Jahren  entweder 
von  Stunde  zu  Stunde,  oder  wenigstens  von  zwei  zu  zwei  Stunden 
^^auch  während  der  Nacht)  aufgezeichnet  wird,  l'nter  diesen 
Orten  sind  besonders  Prag  und  München,  von  welchen 
bereits  seit  30  Jahren  stündliche  Beobachtungen  des 
Barometerstandes  vorliegen,  dann  auch  Oxford  zu  nennen. 
Wo  für  die  einzelnen  Beobachtungsstunden  Jahresmittel  schon 
berechnet  waren,  wurde  aus  diesen  für  jedes  einzelne  Jahr  das 
Ebbe-  undFluthglied  ermittelt.  Wenn  nur  Monatmittel  vorhanden 
waren,  wurde  die  Rechnung  für  jeden  einzelnen  Monat  ausgeführt. 
Der  Anhang  zu  dieser  Abhandlung  enthält  die  Resultate  dieser 
Rechnung,  nämlich  den  Cogfficienten  k  und  den  constanten  Theil 
des  Argumentes  des  Fluthgliedes,  der  zum  doppehen  Stunden- 
winkel  der  Sonne  (mittlere  Zeit)  hinzuzufügen  ist.  Aus  dieser 
Zusammenstellung  ergaben  sich  nachstehende  Werthe  des  Coeflfi- 
cienten  Ar  in  Pariser  Linien,  ftir  Oxford  in  englischen  Linien. 


(' 

oöfficient  k 

Coefficieiit  k              \ 

I„l.. 

.Jahr 

! 

*imii 

Prag 

München 

Oxford 

Pi-a«: 

München 

Oxford 

1841 

O'^llö 

1857 

O'-UH 

0''102 

1 
...      1 

1  1842 

o^ii? 

0118 

1858 

0113 

0-103 

0"129 

1843 

0  122 

0-117 

1859 

0  110 

0-109 

,  . , 

i  1844 

0-107 

Olli 

1860 

0  102 

0-098 

0121 

1  1845 

0-122 

0121 

1861 

0-108 

0-106 

0-133 

1846 

0-108 

0118 

1862 

0-094 

0-ofm 

0  112 

1847 

0  109 

1863 

0-080 

0-105 

0-123 

1848 

0-103 

O-iof) 

1864 

0-088 

0-103 

0-117 

1849 

0-085 

0-102 

1865 

0-100 

0-102 

0-118    ! 

1850 

0-092 

0-125    i      ... 

1866 

0-094 

0-085 

0-123 

1851 

0-097 

0114    1       ... 

1867 

0-087 

0-118 

1852 

0-113 

Olli 

1868 

i    0098 

0  139 

1853 

0-100 

0097 

1869 

i    0  105 

.  • 

1  1854 

0  112 

0115 

70 

0-104 

... 

1855 

Olli 

0095    ■       ... 

71 

'    0-085 

. . . 

] 

1856 

0-111 

0-099 

1 
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Die  in  dieser  Tabelle  enthaltenen  Zahlen  flir  Prag  und 
München  sind  auf  der  beigegebenen  Tafel  graphisch  dargestellt^ 
oberhalb  der  Curve  der  Polarlichter.  Für  beide  Beobachtungsorte 
zeigt  sich  gegenwärtig  eine  Abnahme  des  Coßfficienten  Ar. 
Indem  ich  nun  diesen  Cofe'fficienten  wieder  als  periodische  Func- 
tion von  der  Form 

k  =  M-^a  sin  {y-^Ä) 

voraussetzte,  erhielt  ich  fllr  verschiedene  Annahmen  der  Periode 
T  des  Winkels  y  folgende  Resultate : 


1  ^ 

1 

Prag 

München 

a                A          Max.  von  k 

1 

a 

A 

Max.  von  k 

60 
65 

70 
75 

1 

0"015 
0017 
0-019 
0-022 

139**  32' 
191   1 
235  16 
273  32 

1852 
1852 
1852 
1852 

oooo 

218°  59' 
271  32 
316  27 
355   0 

1839 
1837 
1836 
1835 

Das  Maximum  von  k  fällt  also  im  Mittel  aus  Prag  und  Mün- 
chen und  fast  unabhängig  von  T  auf  das  Jahr  1844  oder  1845, 
während  nach  dem  Vorhergehenden  das  Maximum  der  Polarlichter 
und  Sonnenfleeken  im  Jahre  1849  stattfindet,  ein  Zusammentreffen, 
welches  wohl  auf  eine  Beziehung  von  k  zur  Periode  der  Polar- 
lichter hinzudeuten  scheint.  Setzt  man  daher  T=70  Jahre  und 
berechnet  noch  Jf,  8o  hat  man  vorläufig 

für  Prag:  *  =  0-090-hO'^019  sin  (^-^235**) 
für  München:  *  ==  0- 107-+-0-009  sin  (y-4-316). 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  der  bei  den  Nordlichtem  und 
Sonnenflecken,  für  7'=  70  Jahre,  gefundene  Werth  von  Ay 
nämlich  250**,  zwischen  235**  und  316**  hineinfällt.  Macht  man 
also  auch  hier  die  Annahme,  dass  nebst  T=10  auch  noch 
A  =  250°  ist,  d.  h.  dass  das  Maximum  von  k  immer  gleichzeitig 
mit  dem  der  beiden  andern  öfter  genannten  Erscheinungen  statt- 
findet, so  erhält  man  zur  definitiven  Bestimmung  von  M  und  a 
folgende  Gleichungen: 
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Für  Prag:  1843  M  -f-0-87  a  — OniT  =  0 

1848  J!f  -+-1-00«  —0-099  =0 

1853  M  -I-0-93«  —0-107  =  0 

1858  Jf -f-0-69a  —0-111  =0 

1863  M  -4-0-31  a  —0-094  =  0 

1868  M  —0-14«  —0-096  =  0 

Für  München:  1843  M  -f-0-87  a  -0-116  =  0 

1848  if  -f-1-00«  —0-112  =  0 

1853  JU  -K0-93a  -0-106  =0 

1858  M  -f~0-69a  —0-102  =  0 

1863  M  -4-0-31  a  -0-100  =  0 

und  hieraus  ergibt  sieh,  indem  in  jedem  Systeme  die  Summe  der 
Fehler  gleich  Null  gemacht  wird, 

für  Prag:  *  =  0''097h-0'^012  sin  (y-H250**) 
ftlr  München:  k  =  0093-f-0-018  sin  (y-H-250), 
y  =  0\.J.  1740. 

Es  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  durch  die  Annahme 
desselben  Werthes  für  A,  nämlich  250'',  für  beide  Beobach- 
tungsorte, sowohl  die  constanten  Glieder,  als  auch  die  Co6fficien- 
ten  von  sin  (y -4-250®)  unter  sich  viel  näher  übereinstimmen,  als 
in  den  früheren  vorläufigen  Formeln  für  k.  In  der  That  betragen 
die  Unterschiede  von  M  und  a  in  den  zuletzt  erhaltenen  Formeln 
beziehungsweise  nur  j^  und  j^  einer  Pariser  Linie.  Es  kann 
daher  der  Satz  ausgesprochen  werden : 

Die  aus  den  stündlichen  Barometer-Beobach- 
tungen seit  1841  von  Jahr  zu  Jahr  sich  ergebenden 
Werthe  des  Co^fficienten  k  des  atmosphärischen 
Ebbe-  und  Fluthgliedes  für  Prag  und  für  München 
werden  sehr  befriedigend  dargestellt  durch  die  Vor- 
aussetzung, dass  k  die  längere  (70jährige)  Periode 
mit  den  Polarlichtern  und  Sonnenflecken  gemein 
hat  und  gleichzeitig  mit  diesen  Erscheinungen  sein 
Maximum  oder  Minimum  erreicht. 

Die  punktirten  Curven  in  der  obersten  Abtheilung  der  bei- 
gegebenen graphischen  Darstellung  zeigen  den  nach  den  letzten 

Sit«b.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  LXV.  Bd.  II.  Abth.  526 
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Formeln  sich  ergebenden  mittleren  Gang  des  Coeflfieienten  A- 
in  Prag  und  München.  Die  Curven  sind  bis  1880  fortgesetzt. 

Die  Beobachtungen  in  Oxford  umfassen  nur  einen  massigen 
Zeitraum,  stehen  aber  mit  dem  oben  erhaltenen  Resultate  im 
Einklänge. 

Es  drängt  sich  nun  die  Frage  auf:  Enthält  das  eben 
gefundene  Resultat  die  einzige  Beziehung,  welche  zwischen  den 
Änderungen  des  Barometerstandes  und  den  Vorgängen  auf  der 
Sonne  stattfindet?  —  Dem  ist  nicht  so;  indessen  möchten  wohl 
jene  Grössen,  welche  weitere  analoge  Beziehungen  erkennen 
lassen,  zum  grössten  Theile  nur  durch  weitläufige  und  mühevolle 
Rechnungen  zu  erhalten  sein.  Es  gibt  jedoch  eine  Gattung  von 
Änderungen  des  Luftdruckes,  aus  welchen  eine  Beziehung  zwi- 
schen dem  Barometerstande  und  den  Vorgängen  auf  der  Sonne 
ohne  weitere  subtile  Untersuchungen  hervortritt,  nämlich:  die 
jährliche  Schwankung  des  Barometers  oder  der  Unter- 
schied zwischen  dem  höchsten  und  tiefsten  Stande  des  Barometers 
während  des  Jahres.  Im  Anhange  stelle  ich  diese  Grösse  für 
Prag,  Mailand,  Wien  und  München  zusammen,  und  zwar  für  Prag 
von  1800—1871,  für  Mailand  von  1763—1850,  für  Wien  von 
1775—1869,  und  für  München  von  1825—1866.  Die  graphische 
Darstellung  enthält  in  ihrer  unteren  Abtheilung  die  vier  Curven, 
welche  diesen  vier  Beobachtungsreihen  entsprechen.  Ein  Blick 
auf  eine  dieser  Curven,  namentlich  die  für  Mailand,  zeigt  in 
überraschender  Weise  in  ihrem  Verlaufe  einen  so  engen  Zu- 
sammenhang mit  der  Curve  der  Polarlichter,  dass  sie  der  Haupt- 
sache nach  fast  nur  als  eine  Wiederholuijg  der  letzteren  Curve 
zu  betrachten  ist.  Auch  ist  im  Gange  dieser  vier  Curven  der 
Barometerschwankungen,  die  70jährige  Periode  deutlich  zu  er- 
kennen. Zum  Behufe  einer  genaueren  Untersuchung  habe  ich 
die  jährliche  Schwankung  des  Luftdruckes  gleichfalls  unter  der 
Form 

if-f-«  sin  (y-hA) 

V <jrausgesetzt,  und  den  mittleren  Gang  derselben  für  jeden 
iler  vier  Beobachtungsorte  unter  der  Annahme  berechnet,  dass 
die  Periode  r=  70  Jahre  und  der  Werth  A  =  250''  auch  für 
iliese  Gattung  von  Erscheinungen  gelte.  Ich  fand  nun  folgende 


Digitized  by  VjOOQIC 


üb.  d.  Einfluss  d.  Electricität  d.  Sonne  auf  d.  Barometerstand.     399 

Gleichungen,  von  denen  ich  jedoch  der  Kürze  wegen  nur  die  flir 
Prag  anführe: 

1802  M  — 0-49«  — lö-^Sö  =0 

1807  if  — 0-82«  —18-28  =0 

1812  M  — 0-99«  — 15'66  =0 

1817  M  -0-96«  —17-07  =0 

1822  M  —0-74«  —19-55  =0 

1827  Jf  — 039«  —17-46  =0 

1832  M  -f-005a  -16-71  =0 

1837  M  -+-0-49/I  —17-74  =0 

1842  M  -H0-82a  —18-35  =0 

1847  M  -f-0-99^£  —18-53  =0 

1852  M  -f-0-96a  -18-91  =0 

1857  M  -kO-74«  —19-64  =0 

1862  if  H-0-39«     -17-81  =0 

1867  M  -0-05«  —17-83  =  0  u.  8.  f. 

Mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  und  indem  in 
jedem  der  vier  Systeme  von  Gleichungen  die  Summe  der  Fehler 
gleich  0  gemacht  wurde,  ergab  sich : 

Jährliche  Schwankung  des  Barometerstandes : 

für  Prag 17- 78-+-0'^86  sin  (y-4-250**) 

„    Mailand 15 -88-1-0 -48  sin  (y-+-250  ) 

„    Wien 16-39-f-l-01sin(y-i-250  ) 

„    München 15  •  29-h1  -  67  sin  (y-+-250  \ 

Nach  diesen  vier  Formeln  sind  die  vier  punctirten  Curven 
eingezeichnet,  welche  den  mittleren  Gang  der  jährlichen  Schwan- 
kung darstellen.  Die  merkwürdige  Harmonie  dieser  Curven  mit 
den  unregelmässigen,  aus  den  Beobachtungen  erhaltenen,  erlaubt 
wohl  den  nachfolgenden  Satz  als  unzweifelhaft  aufzustellen : 

Die  aus  den  Beobachtungen  seit  1763  erhaltenen 
Werthe  der  jährlichen  Schwankung  des  Barometer- 
standes in  Prag,  Mailand,  Wien  und  München  werden 
sehr  befriedigend  dargestellt  durch  die  Voraus- 
setzung, dass  die  jährliche  Schwankung  des  Luft- 
druckes die  längere(70jährige)Periode  mit  denNord- 
lichtern  und  Sonnenfleckeu  gemein  hat  und  gleich- 

26» 
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zeitig  mit  diesen  Erscheinungen  ihr  Maximum  oder 
Minimum  erreicht. 

Ich  kann  zum  Schlüsse  mir  nicht  versagen,  die  Bemerkung 
beizufügen,  dass  während  der  Ausführung  dieser  Arbeit  mit 
immer  grösserer  Bestimmtheit  der  Gedanke  in  den  Vordergrund 
trat,  dass  die  70jährige  Periode  der  Polarlichter,  Son- 
nenflecke u.  8.  w.,  soweit  unsere  bisherigen  Beobachtungen 
reichen,  als  die  Hauptperiode  anzusehen  sei,  während  die 
Ilygjährige  Wolf 'sehe  Periode  nur  bei  einzelnen  dieser  Er- 
scheinungen sich  geltend  macht,  bei  anderen  aber  ziemlich 
zurücktritt.  Ich  spreche  dies  jedoch  nur  als  eine  Vermuthung 
aus,  die  erst  durch  weitere  Beobachtungen  ihre  Bestätigung 
finden  kann. 


ANHANG. 


I.  Ebbe-  und  Fluthglied. 

Dasselbe  hat  die  Form :  k  sin  (30?n-^),  wo  n  die  mittlere 
Zeit,  in  Stunden  ausgedrückt,  bedeutet.  Die  folgende  Zusanmien- 
stellung  enthält  die  Werthe  von  k  und  A  aus  den  Barometer- 
Beobachtungen  (zu  den  geraden  Stunden  0**  2**  4**  u.  s.  f.)  in  Prag 
und  München. 


Prag. 

1842 

1843 

1844 

Jänner. .    . . 

.   0*111 

•159' 

42' 

0"105 

IKoT 

49' 

0"071 

151' 

6' 

Februar 

.  0-118 

156 

19 

0-152 

98 

45 

0-070 

161 

55 

März 

.  0-075 

135 

32 

0-145 

166 

6 

0-159 

161 

0 

April 

.  0117 

150 

2 

0-137 

146 

2 

0-126 

140 

3 

Mai 

.  0135 

.  0-088 

153 
134 

39 
44 

0  115 
0-110 

125 
126 

25 
3 

0-124 
0-089 

118 
103 

27 

Juni 

6 

Jitli 

.  0-105 

141 

17 

0-100 

139 

59 

0-092 

132 

34 

August 

.  0-129 

146 

47 

0-119 

155 

32 

0-118 

162 

43 

September  . 

.  0132 

146 

51 

0-124 

145 

56 

0-120 

145 

8 

CPctober 

.  0168 

144 

35 

0  129 

172 

14 

0-138 

145 

49 

November   . 

.  0-123 

136 

23 

0-131 

165 

58 

0  077 

167 

28 

Uecember  . . 

.  0105 

128 

8 

0-094 

148 

6 

0-102 

146 

44 
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1845  1846  1847 


Jänner 0' 

Februar 0 

März 0 

April 0 

Mai 0 

Juni 0 

Juli 0 

August 0 

September    .  0 

October 0 

November. . .  0 
December ...  0 


'105 
•133 
•136 
•135 
•108 
•135 
•134 
•107 
•104 
•132 
•127 
•102 


127*"  15' 

160  40 

133  57 

141  25 

132  6 

141  25 

145  42 
143  4 
138  45 
148  45 

146  7 
127  30 


0'079 
0118 
0-098 
0  121 
0-137 
0-096 
0  079 
0-123 
0^119 
0^128 
0-081 
0  122 


153«»  7' 

151  23 

134  40 

158  12 

142  7 

147  23 

130  52 

149  58 

138  45 

153  13 

144  53 

162  56 


0'085 
0119 
0-122 
0-122 
0-114 
0-083 
0091 
0-094 
0-116 
0-132 
0-126 
0-098 


88**  3' 

169  54 

116  53 

144  38 

163  55 

124  4 

133  17 

133  57 
135  32 

141  52 

134  9 

142  26 


1848 


1849 


1850 


Jänner 0*^123 

Februar.    . . .  0-084 

März 0^106 

April 0^133 

Mai 0083 

Juni 0^104 

Juli 0094 

August 0087 

September  . .  0:104 

October 0099 

November   ..  0  120 

December...  0  102 


.130«' 

8» 

0''051 

128'' 

28' 

O'^Ul 

156" 

2' 

144 

5 

0-100 

166 

0 

0116 

124 

7 

152 

22 

0-095 

128 

39 

0-127 

117 

48 

139 

24 

0-085 

151 

59 

0-089 

111 

56 

135 

51 

0-095 

127 

38 

0-072 

138 

21 

109 

25 

0-098 

121 

57 

0-061 

121 

36 

116 

28 

0-048 

125 

3 

0-064 

126 

3 

131 

39 

0-103 

137 

54 

0-091 

138 

10 

135 

32 

0-086 

126 

10 

0-071 

115 

19 

134 

44 

0-116 

152 

38 

0-103 

154 

4 

160 

28 

0-070 

171 

47 

0-111 

163 

29 

148 

24 

0  072 

136 

7 

0-089 

147 

16 

1851 


1852 


1853 


Jänner. ....  0*^080 

Februar 0115 

März 0-100 

April 0-087 

Mai 0089 

Juni 0^098 

Juli 0094 

August 0-100 

September  ..  0^090 

October 0^115 

November.. .  0  110 
December  ...  0089 


142' 

45' 

0"113 

137' 

30' 

0*^077 

128« 

8' 

148 

38 

0-078 

105 

6 

0-079 

141 

36 

121 

25 

0-104 

157 

58 

0113 

148 

35 

136 

39 

0-120 

162 

36 

0-089 

139 

44 

161 

19 

0-118 

168 

35 

0-111 

138 

2 

121 

1 

0  105 

136 

31 

0-098 

148 

21 

117 

28 

0-100 

132 

30 

.0-090 

146 

47 

138 

25 

0-114 

138 

21 

0-111 

149 

20 

122 

11 

0-137 

136 

39 

0116 

139 

16 

136 

55 

0-152 

147 

49 

0-121 

153 

26 

169 

58 

0-100 

153 

20 

0-100 

159 

8 

131 

58 

0-113 

167 

11 

0-100 

113 

50 
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1854 

1855 

1856 

,— *w_ 

^-^^— * 

-^^ 

.^-^ 

-— -. 

.^^ 

->v^ 

-— 

Jänner 

.  0"104 

179«' 

5' 

0''083 

136« 

55' 

0"064 

136" 

15 

Februar 

.  0-102 

149 

58 

0-111 

155 

11 

0120 

152 

41 

März 

.  0-085 

143 

8 

0-106 

146 

4 

0  133 

142 

26 

April 

.  0-134 

129 

14 

0115 

147 

5 

0-140 

130 

36 

Mai 

.  0123 

151 

19 

0-096 

133 

29 

0-103 

155 

35 

Juni 

.  0-090 

133 

13 

0-113 

154 

19 

0  104 

142 

3 

Juli 

.  0-109 

141 

36 

0-104 

130 

32 

0-104 

147 

34 

August 

.  0-135 

147 

34 

0-123 

142 

38 

0118 

132 

10 

September  . 

.  0-144 

145 

23 

0  127 

132 

50 

0-098 

141 

28 

October 

.  0-134 

157 

22 

0-118 

137 

18 

0-150 

162 

13 

November. . 

.  0-081 

139 

44 

0-085 

151 

56 

0-075 

118 

41 

December . . 

.  0-098 

144 

1 

0-146 

176 

24 

0-127 

161 

43 

1857 


1858 


1859 


Jänner 0' 

Februar 0 

März 0 

April 0 

Mai 0 

Juni 0 

Juli 0 

August 0 

September  . .  0 

October 0 

November ...  0 

December ...  0 


•098 
•127 
•121 
-135 
-107 
•078 
•121 
•124 
•146 
•146 
-115 
•101 


141*»  32' 

148  42 

120  43 

164  14 

148  24 
139  20 
154  10 
152  44 

149  31 
160  18 
148  38 
154  7 


0''088 
0-125 
0-109 
0  142 
0-126 
0-092 
0-078 
0-096 
0140 
0-150 
0-081 
0-130 


122<>  47' 

138  41 

147  45 

145  19 
171  36 
127  53 
130  32 
149  10 

146  29 
156  42 
123  34 
171  31 


0*^080 
0126 
0-109 
0-129 
0  107 
0-101 
0-104 
0-122 
0-137 
Ö-099 
0-086 
0-117 


152**    5' 

164  38 

134  40 

148  6 

141  28 
143  27 
143  38 
139  8 
161  34 
131  15 

142  18 
175  31 


1860 


1861 


1862 


Jänner  0'066  143^*  46'  0"108  167*^58'  0"076  124**  33' 

Februar  ....  0-133  171  0  0-094  117   28  0-099  160  54 

März 0-101  136  51  0-112  131    15  0-142  135  5 

April 0-155  166  18  0-128  150   39  0161  159  23 

Mai 0088  120  33  0-109  131    30  0-089  119  39 

Juni 0080  140  42  0-089  131    58  0-072  122  3 

Juli 0-090  127  30  0-093  147    16  0-070  149  20 

Au^st 0-114  132  18  0-138  148   13  0-049  116  58 

N^^ptember..  0-129  151  59  0-108  140   46  0118  161  29 

October 0-110  154  32  Olli  141     5  0-093  138  32 

November...  0-079  146  55  0-098  157   36  0071  176  5 

December...  0-080  151  2  0-105  151   36  0-086  209  43 
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1863  1864  1865 


Jänner 0"064 

Febiiiar 0  136 

März 0043 

April 0-081 

Mai 0-075 

Juni 0-080 

Juli 0-053 

Auffiist 0-079 

September  . .  0  078 

Oetober ."  0090 

November . . .  0  •  107 

December...  0  076 


161** 

45* 

0''058 

126' 

37' 

0"073 

148** 

52' 

169 

21 

0  079 

129 

45 

0-099 

167 

51 

148 

6 

0-131 

156 

^1^1 

0-096 

167 

30 

131 

19 

0  115 

158 

42 

0-117 

140 

50 

1.35 

32 

0-061 

133 

29 

0-111 

142 

34 

155 

14 

0-089 

144 

27 

0  097 

116 

34 

145 

19 

0-071 

159 

24 

0-103 

147 

34 

138 

29 

0-100 

136 

35 

0  103 

155 

38 

151 

9 

0084 

145 

6 

0-114 

147 

52 

148 

10 

0-099 

166 

55 

0-121 

147 

59 

177 

19 

0-109 

160 

45 

0-102 

169 

7 

171 

11 

0061 

141 

52 

0-070 

145 

19 

1866 


1867 


1868 


Jänner 0"071 

Februar 0-061 

März 0117 

April 0122 

Mai 0112 

Juni 0113 

Juli 0-101 

August 0-117 

September  . .  0-111 

Oetober 0-129 

November...  0-052 

December..  0-021 


142« 

3' 

0'092 

183" 

19' 

0"053 

146*" 

47' 

131 

24 

0-084 

138 

34 

0-079 

150 

12 

170 

41 

0-078 

152 

29 

0-127 

148 

26 

143 

52 

0-113 

170 

29 

0-091 

155 

7 

148 

16 

0  071 

152 

54 

0094 

147 

18 

141 

40 

0-058 

147 

47 

0-112 

137 

14 

151 

46 

0-067 

134 

48 

0117 

143 

13 

161 

58 

0-108 

153 

57 

0  105 

153 

18 

157 

44 

0-105 

144 

19 

0-129 

150 

25 

169 

21 

0-070 

150 

7 

0-155 

171 

11 

182 

45 

0096 

139 

49 

0-083 

142 

10 

111 

6 

0  101 

163 

40 

0-027 

153 

24 

1869 


1870 


1871 


Jänner 0"078 

Februar 0-105 

März 0-107 

April 0-139 

Mai 0089 

Juni 0-101 

Juli 0088 

Auguat 0117 

September  . .  0-123 

Oetober 0-136 

November.  . .  0-076 

December. . .  0-103 


138' 

8' 

0'094 

149^ 

'   V 

0"092 

148« 

14' 

117 

56 

0-102 

132 

44 

0-080 

115 

50 

156 

25 

0-086 

149 

3 

0-077 

137 

3 

157 

8 

0-100 

146 

42 

0-096 

147 

27 

156 

8 

0-095 

136 

49 

0-082 

152 

2 

149 

23 

0-095 

142 

8 

0-058 

118 

24 

145 

38 

0-115 

112 

56 

0-065 

133 

17 

143 

6 

0-112 

150 

0 

0-086 

132 

22 

136 

27 

0-159 

157 

50 

0-115 

109 

7 

156 

18 

0-080 

139 

33 

0-109 

154 

34 

107 

7 

0-124 

164 

49 

0-061 

169 

38 

145 

25 

0-087 

135 

34 

0-098 

166 

16 
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Hornstein. 


Jänner 0*079 

Februar 0086 

März 0-147 

April 0-146 

Mai 0-127 

Juni 0128 

Juli 0-086 

August 0-124 

September  ..  0-134 

October 0-136 

November. . .  0-068 
December.. .  0-114 


Jänner 0*070 

Februar 0  127 

März 0-129 

April 0147 

Mai 0104 

Juni 0107 

Juli 0119 

August 0-115 

September  ..  0-112 

October 0  123 

November. . .  0  077 
December...  0  103 


Jänner . 
Februar. 
März 
April 
Mai.. 
Juni . 
Juli  . 
August 
September 
October. . . 
November . . 
December . 


Mtt 

neben. 

1841 

1842 

1843 

165^  54' 

0*052 

161** 

12' 

0*140 

159*" 

27' 

>    149  3 

0-084 

152 

54 

0  029 

173 

24 

145  27 

0-118 

141 

32 

0-166 

153 

29 

>    152  48 

0-129 

146 

47 

0  163 

146 

20 

142  45 

0172 

148 

35 

0-118 

152 

44 

\    151  16 

0-118 

135 

4 

0-084 

146 

0 

142  15 

0  127 

124 

29 

0-120 

145 

8 

142  38 

0-124 

133 

53 

0121 

141 

48 

148  10 

0  130 

149 

58 

0-125 

149 

58 

148  45 

0-166 

166 

5 

0  130 

160 

10 

173  41 

0  116 

165 

4 

0-110 

168 

15 

153  35 

0-079 

161 

34 

0-096 

154 

16 

1844 

1845 

1846 

->^  i>- — 

^  -  ■■ 

-^•v.— 

-^-^ 

,  '■  1  .^ 

0^^  - 

185°  30* 

0*078 

153^ 

10' 

*  • . 

.. 

134  5 

0-130 

141 

1 

.  t . 

, , 

,  ^ 

160  18 

0  139 

145 

12 

0'123 

148° 

38' 

150  32 

0-150 

137 

10 

0-147 

152 

12 

146  0 

0-119 

154 

10 

0-138 

148 

49 

141  25 

0  132 

149 

58 

0-113 

133 

37 

141  40 

0-099 

154 

59 

0  123 

136 

23 

147  5 

0  122 

136 

15 

0-139 

144 

1 

152  57 

0-118 

160 

33 

0  136 

137 

7 

167  4 

0-149 

161 

43 

0-138 

159 

35 

148  56 

0110 

160 

33 

0-072 

165 

10 

163   1 

... 

0-108 

155 

23 

1847 

1848 

L849 

0*060 

164« 

40' 

0*090 

149* 

58' 

0-120 

137 

26 

0-092 

146 

22 

0  134 

147 

34 

0-105 

129 

57 

0-119 

147 

56 

0115 

149 

58 

0-094 

146 

29 

0  121 

141 

48 

0-105 

150 

2 

0-080 

142 

42 

0-142 

136 

27 

0  137 

140 

15 

0-125 

146 

4 

0-105 

133 

13 

0-088 

147 

13 

0-074 

143 

16 

0-087 

148 

10 

0-130 

151 

16 

0-119 

169 

54 

0-099 

161 

48 

0-068 

154 

47 

0-080 

130 

5 
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1850 


1851 


1852 


Jftnner 0" 

Februar 0 

März 0 

April 0 

Mai 0 

Juni 0 

Juli 0 

August 0 

September  . .  0 

October 0 

November. . .  0 
December . . .  0 


•106 
•103 
•104 
•131 
•140 
•170 
•124 
•138 
•109 
•160 
•101 
•109 


160**  13' 

142  45 

143  35 
157  33 
157  39 
152  54 

144  38 
148  49 
165  22 
159  19 
163  12 
159  53 


0*049 
0^177 
0-124 
0-152 
0-159 
0-128 
0063 
0-137 
0-082 
0-098 
0119 
0  083 


185**  50' 
151  19 
153  57 
151  36 


153 
144 


135  20 

149  24 

138  49 

148  17 

145  49 

151  59 


146*  0' 

144  31 
147  20 

146  29 

137  50 

138  53 
137  38 
140  7 

147  56 
158  42 

145  34 
153  20 


1853 

Jänner 0*^079  154^*10' 

Februar 0^045  142  41 

März 0-118  148  35 

April.......  0-094  150  32 

Mai 0116  147  52 

Juni 0-130  142  57 

Juli 0-130  141  40 

August 0099  128  39 

September  ..  0  112  138  6 

October 0-107  143  16 

November...  0  088  161  17 

December...  0  044  166  59 


1854 


159*  32' 

132  10 

147  30 
145  56 
151  39 
124  52 
137  7 
142  41 
149  27 

148  35 
172  13 
155  41 


0*029 
0-101 
0  122 
0116 
0-106 
0-089 
0-079 
0-123 
0-096 
0  083 
0-105 
0  096 


1855 

147**  5° 

147  31 

151  19 

145  1 

164  5 

141  28 

137  14 

140  34 

147  23 

153  1 

161  2 

158  36 


1856 


1857 


Jänner 0*043  175**  35'  0*056  166*20' 

Februar 0  120  149  58  0-132  148  42 

März    0-111  135  40  0-062  141  55 

April 0117  140  46  0128  154  28 

Mai 0-113  149  13  0119  152  2 

Juni 0-106  140  38  0095  143  50 

Juli 0-110  139  24  0142  139  28 

August 0-108  140  42  0-101  143  23 

September..  0  096  141  20  0  113  151  26 

October 0-102  156  28  0  100  149  58 

November...  0-038  149  58  0  056  157  19 

December...  0  129  156  25  0  119  153  2iy 
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H  o  r  n  8 1  e  i  n. 


Anmerkung.  Vom  Jahre  1857  an  konnten  die  in  den  Annalen  der 
Münchener  Sternwarte,  VI.  Suppl.-Band,  mitgetbeilten  Jahresmittel 
ftlr  die  einzelnen  Beobachtungsstunden  benützt  werden.  Für  das 
Jahr  1857  wurde  die  Berechnung  von  k  und  A  sowohl  mit  den 
Monatsmitteln  als  mit  dem  Jahresmittel  gemacht ;  es  zeigte  sich  im 
Resultate,  namentlich  in  Ar,  kein  erheblicher  Unterschied.  —  Für 
Oxford  werden  die  in  denResultsoftheMeteorologicalObservations 
etc.  mitgetbeilten  Werthe  von  k  und  A  (daselbst  mit  b  und  B  be- 
zeichnet) unmittelbar  benützt ;  Ar,  welches  in  englischen  Zollen  ange- 
geben ist,  wurde  in  Linien  verwandelt. 


II.  Jährliche  Schwankung  des  Barometerstandes. 

(In  Pariser  Linien.) 


Jahr 


Prag 


Mailand 


Wien 


München 


1763 
!    1764 

I 

I  1765 

!  1766 

!  1767 

I  1768 

i  1769 

'  1770 
1771 
1772 

;  1773 
1774 

1775 

!    1776 

1777 

1778 

;    1779 

1780 

i    1781 

'    1782 

1783 

1784 

1785 
1786 

I    1787 

I    1788 

1789 


14"7 
140 

12-2 
13-2 
11-6 
18-0 
14-5 

17  9 
16-2 
14-8 
13-3 
17-2 

14-2 
16-6 
17-2 
20-5 
17-3 

14-5 
14-3 
19-4 
16-6 
18-2 

16-6 
15-5 
160 
15-2 
15  0 


16"02 
15-58 
15-55 
17-92 
18-55 

16-08 
15-62 
19-49 
16-12 
1909 

17-23 
17-11 
16-51 
15-50 
18-35 


P^ 
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Jahr 


Prag 


Mailand 


Wien 


München 


1790 

1791 

1792 

1793 

1794 

1795 

1796 

1797 

1798 

1799 

1800 

14"85 

1801 

14-27 

1802 

17  18 

1803 

15-60 

1804 

14-84 

1805 

19-62 

1806 

21-71 

1807 

17-18 

1808 

16-13 

1809 

16-76 

1810 

16-23 

1811 

16-96 

1812 

14-91 

1813 

15-72 

1814 

14-50 

1815 

16-95 

1816 

18-50 

1817 

18-86 

1818 

16-21 

1819 

14-84 

1820 

18-53 

1821 

25-15 

1822 

16-17 

1823 

20-15 

1824 

17-74 

1825 

21  17 

1826 

15-42 

1827 

15-84 

1828 

17-68 

1829 

17-18 

14*^0 
15-5 
14-5 
12-4 
15-3 

14-9 
17-6 
15-9 
17-3 
14-5 

14-8 
17-5 
16-4 
14-5 
13-8 


21 
16 
16 
14 
14 


14-4 
140 
15-0 
11-9 
17-2 

14-5 
15-4 
15-1 
14-0 
13-0 

16-5 
19-0 
14-7 
19-4 
18-3 


18' 
14 
15 
21 
15 


14"44 
15-75 
17-27 
11-56 
15  02 

14-97 
14-70 
15-41 
16-38 
14-77 

15-25 
14-14 
16-54 
14-39 
14-60 

19-95 
19-55 
14-70 
44-66 
15-53 

14-27 
15  11 
14-74 
12-93 
13-25 

13-51 
16-24 
17-43 
15-41 
13-60 

15-84 
22-89 
14-70 
16-40 
16-69 

20-08 
15-86 
15-26 
16-27 
19-39 


17-9 
14-0 
140 
15-1 
140 
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Hornsteiu. 


Jahr 

Prag 

Mailand 

Wien 

München 

1830 

15*69 

15"7 

16''74 

13'9 

1831 

15 

24 

14-2 

12-57 

13-2 

1832 

15 

18 

•12-3 

13-25 

12-0 

1833 

19 

34 

13-5 

17-12 

15-4 

1834 

18- 

12 

16-2 

15-96 

14-2 

1835 

19 

Ol 

17-87 

18-27 

160 

1836 

18 

10 

17-63 

15-01 

16-3 

1837 

17 

83 

17-42 

17-45 

16-2 

1838 

18 

02 

20-25 

16-91 

1839 

15 

74 

16-28 

13-89 

.... 

1840 

17 

02 

17-19 

17-13 

1841 

18 

04 

17-34 

18-68 

ie-e 

1842 

16 

23 

14-97 

14-98 

151 

1843 

19 

79 

19-95 

18-88 

18-6    1 

1844 

19 

75 

16-31 

18-46 

16-6 

1845 

20 

51 

18-06 

18-87 

18-8 

1846 

19 

53 

18-43 

18-14 

19-ü    1 

1847 

17 

G5 

16-03 

15-75 

16-4 

1848 

17 

93 

18-01 

16-18 

16-0 

1849 

17 

Ol 

17-47 

17-65 

16-6 

1850 

20 

•81 

16-18 

18-73 

15-7 

1851 

15 

63 

.... 

14  07 

13-5 

1852 

20 

15 

18-38 

15-2 

1853 

18 

17 

17-77 

16-5 

1854 

19 

79 

18-55 

18-3    1 

1855 

21 

07 

20-70 

19-0 

1856 

21 

52 

.  21-01 

18-8 

1857 

17 

69 

17-2 

1858 

19 

10 

16-5 

1859 

18 

83 

17-1 

1860 

16 

61 

17-0 

1861 

17 

08 

14-9 

1862 

19 

17 

14-6 

1863 

18 

42 

15-2 

1864 

17 

75 

19-76 

15-5    j 

1865 

17 

29 

17-35 

15-1 

1866 

16« 

99 

15-77 

17-2    I 

1867 

18 

32 

15-95 

! 

1868 

16- 

82 

16-81 

....   . 

1869 

19 

75 

.... 
.... 

16-89 

r 

1 

1870 

17- 

51 

1 

.... 

1871 

15- 

92 
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XIV.  SITZUNG  VOM  16.  MAI  1872. 


In  Verhinderung  des  Präsidenten  führt  Herr  Hofrath  Fi-eih. 
V.  Bnrg  den  Vorsitz. 

Herr  Joh.  Gleissner,  k.  k.  Artillerie  -  Hauptmann  und 
Prof.  an  der  militär-technischen  Schule  zu  Mährisch- Weisskirchen, 
berichtet  mit  Schreiben  vom  12.  Mai,  über  einen  von  ihm  in  der 
Brust  einer  Ringeltaube  vorgefundenen,  von  einem  alten  Schusse 
herrührenden,  eingekapselten  Federpfropf  nebst  Bleischrot,  und 
tibersendet  das  betreffende  Präparat. 

Herr  Prof.  Dr.  E.  Suess  legt  im  Namen  des  Herrn  Prof. 
Makowski  in  Brunn  ein  Exemplar  eines  fossilen,  im  Roth- 
liegenden der  Cerna  Hora  bei  Brunn  aufgefundenen  fossilen 
Reptils  vor. 

Der  Secretär  v.  Schrötter  überreicht  eine  vorläufige  Mit- 
theilung: „Über  ein  zweckmässiges  Verfahren  zur  Gewinnung 
des  Tellurs  aus  der  Tellurschliche  von  Nagyäg  in  Siebenbürgen". 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt  : 

Accademia  Pontifica  de'Nuovi  Lincei:  Atti.  Anno  XXV,  Sess. 
4*.  Roma,  1872;  4». 

Akademie,  Sttdslavische ,  der  Wissenschaften  und  Künste: 
Rad.  Knjiga  XVHI.  U  Zagrebu,  1872;  8<>.  —  Pisani  zakoni 
na  slovenskom  jugu.  Bibliografski  nocrt.  D'*  V.  Bogiöi  c  a.  I. 
U  Zagrebu,  1872;  8«. 
.Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie,  von  Wöhler,  Liebig 
&  Kopp.  N.  R.  Band  LXXXVI,  Heft  2  &  3.  Leipzig  &  Hei- 
delberg, 1872;  8». 

Annales  des  mines.  VI*  Sörie.  Tome  XX,  5"  &  6«  Livraisons 
de  1871.  Paris;  8«. 
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Apotheker -Verein,  allgem.  östeiT. :  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 
Nr.  14.  Wien,  1872;  8^ 

Biblioth^que  Universelle  &  Revue  Suisse:  Archives  des  seien- 
ces  physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLIIP,  Nr.  172. 
G^n^ve,  Lausanne,  Paris,  1872;  8". 

Oanestrini,  Giovanni,  61i  Opilionidi  Italiani.  (Estr.  dagli  An- 
nali del  Museo  eiv.  di  Storia  Nat.  di  Genova.  Vol.  11.)  8^ 

Comitato,  B.,  geologico  d'Italia:  Bollettino.  Anno  1872.  Nr.  1 
&  2.  Firenze;  8«. 

Comptes  rendus  des  söances  de  l'Acad6mie  des  Sciences.  Tome 
LXXTV,  Nr.  18.  Paris,  1872;  4<>. 

Eichwald,  Ed.  von,  Analecten  aus  der  Paläontologie  und  Zoo- 
logie Russlands.  Moskau,  1871;  4**. 

Gesellschaft,  Senckenbergische  naturforschende :  Abhand- 
lungen. VIII.  Bandes  1.  &  2.  Heft.  Frankfurt  a.  M.,  1872; 
40.  _  Bericht.  1870—1871.  Frankfurt  a.  M.;  8^ 

Gewerbe- Verein,  n.-ö.,  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang, 
Nr.  19— 20.  Wien,  1872;  4«. 

Grad,  Charles,  Essais  sur  le  climat  de  TAlsace  et  des  Vosges. 
Mulhouse,  1870;  8«. 

Greifswald,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften 
seit  dem  Sommer-Semester  1871.  4^&  8^ 

Jena,  Universität,  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  dem 
Jahre  1871/72.  4»  &  8«. 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  10.  Graz,  1872;  4^ 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Verhand- 
lungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  11.  Wien;  8^ 

Mittheilungen  des  k.  k.  techn.  &  administr.  Militär-Coniit6. 
Jahrgang  1872,  5.  Heft.  Wien;  8». 
—  aus  J.  Perthes'  geographischer  Anstalt.  18.  Band,  1872. 
IV.  Heft.  Gotha;  4<>. 

Nature.  Nr.  132,  Vol.  VI.  London,  1872;  4«. 

Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 
1872,  Nr.  8.  Wien;  4«. 

„Revue  politique  et  littßraire"  et  „La  Revue  scientifiqne  de 
la  France  et  de  T^tranger."  T  Ann^e.  (2*  Sörie),  Nr.  46. 
Paris  &  Bruxelles,  1872;  4<>. 
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Ro8  8,  Alexander  Milton,  The  Birds  of  Canada.  Toronto,  1871; 

kl.  8^. 
Tschermak,  Gustav,  Mineralogische  Mittheilungen.  Jahrgang 

1872.  Heft  I.Wien;  kl.  4». 
Verein,   Oflfenbacher,   für  Naturkunde:    XL  &  XII.   Bericht. 

1869—1870  &  1870-1871.  OflFenbach  a.  M.;  8«. 
Vierteljahresschrift  für  wissenschaftliche  Veterinärkunde. 

XXXVII.  Band,  1.  Heft.  Wien,  1872;  8«. 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXH.  Jahrgang,  Nr.  19.  Wien, 

1872;  4«. 
Zeitschrift  fllr  Chemie,  von  Beil  st  ein,  Fittig  &  Hübner. 

XrV.  Jahrgang.  N.  F.  VH.  Band,  20.  &  21.  Heft.  Leipzig, 

1871 ;  8^ 
—  für  die  gesammten  Naturwissenschaften,  von  C.  G.  Giebel. 

N.  F.  1871.  Band  FV.  Berlin;  8«. 
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XV.  SITZUNG  VOM  31.  MAI  1872. 


Herr  Prof.  Dr.  CzyrniaÄski  übersendet  eine  Abhandlung: 
„Über  das  Wirken  der  Atome  in  den  Molecülen". 

Herr  Director  Dr.  J.  Stefan  überreicht  folgende  zwei  Ab- 
handlungen : 

1.  „Anwendung  des  Chronoskops  zur  Bestimmung  der  Schall- 
geschwindigkeit im  Kautschuk*^; 

2.  „Über  Schichtungen  in  schwingenden  Flüssigkeiten". 
Herr  Prof.  Dr.  V.  v.  Lang  legt  eine  Abhandlung:  „Zur  dy- 
namischen Theorie  der  Gase  II,"  vor. 

Herr  Dr.  Friedr.  Brauer  übergibt  eine  Abhandlung,  beti- 
telt: „Beiträge  zur  Kenntniss  der  Phyllopoden*^. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Accademia,  Reale,  deiLincei:  Atti.  Tomo  XXIV.  Sess.  5* — ?• 
Roma,  1871  &1872;4o. 

Akademie   der  Wissenschaften,  Königl.  Preuss.,  zu  Berlin: 
Monatsbericht.  Februar  1872.  Berlin;  8®. 

Königl.  Bayer.,  zu  München:  Sitzungsberichte  der  matb. 

physik.  Classe.  1872.  Heft.  1.  München;  8^ 

Apotheker  -  Verein,   allgem.-österr. :   Zeitschrift.    10.  Jahr- 
gang, Nr.  15—16.  Wien,  1872;  8^ 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1887—1888.  (Bd.  79.  15— 
16.)  Altona,  1872;  4«. 

Comptes  rendus  des  seances  de  TAcad^miedes  Sciences.  Tome 
LXXIV,  Nrs.  19—20.  Paris,  1872;  4». 
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Gesellschaft,  österr.,  ftir  Meteorologie :  Zeitschrift.  VII.  Bd., 
Nr.  10.  Wien,  1872;  4^ 

—  Physikal.  -  Medicin.,  in  Wttrzburg:  Verhandlungen.  N.  F. 
n.  Band,  4.  (Schlus8.)Heft.  Wtirzburg,  1872;  8«. 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXm.  Jahrgang, 

Nr.  21—22.  Wien,  1872 ;i4». 
Heidelberg,  Universität:  Akadem.  Gelegenheitsschriften  aus 

dem  Jahre  1871/72.  4»  &  8«. 
Istituto,  Reale,  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti:  Memorie. 

Vol.  XVI,  Parte  1.  Venezia,  1872;  4^   —   Atti.  Tomo  P, 

Serie  IV,  Disp.  5'.  Venezia,  1871  —  72;  8^ 

Journal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  V, 
7.  &  8.  Heft.  Leipzig,  1872;  S^, 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  11.  Graz,  1872;  4«. 
Landwirthschafts  -  Gesellschaft,   k.  k.,  in  Wien:    Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872.  Nr.  12 — 13. 

Wien;  8«. 
Lotos.  XXn.  Jahrg.  April  1872.  Prag;  8^ 
Nature.  Nrs.  133—134,  Vol.  VL  London.  1872;  4«. 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Jahrbuch.  Jahrgang  1872. 

XXn.  Band,  Nr.  1.  Wien;  4<>. 
^Revue  politique  et  littöraire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  F^tranger.«  P*  Ann^e  (2*  S^rie)  Nrs.  47—48. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4^ 
Schenk,    S.  L.,   Anatomisch  -  physiologische  Untersuchungen. 

Wien,  1872;  8<>. 
Soci^t^  Botanique  de  France:  Bulletin.  Tome  XVHP,   1871. 

Comptes  rendus  des  s^ances.  2.  Paris ;  8**. 

—  des  Ingenieurs  civils:  S6ance  du  3  Mai  1872.  Paris;  S^. 

—  Linn6enne  de  Bordeaux:  Actes.  Tome  XXVIl  (3*  S6rie, 
Tome  Vn),  2*  Partie;  Tome  XXVIH  (3«  S6rie,  Tome  VEI). 
l'*  Partie.  Paris  &  Bordeaux,  1872;  8<>. 

Verein  ftlr  siebenbttrgische Landeskunde :  Archiv.  N.F.  IX. Bd., 
3.  Heft  (1871);  X.  Band,  1.  Heft  (1872).  Hermannstadt;  8^ 
—  Jahresbericht  fllr  das  Vereinsjahr  1870/71.  Hermann- 
stadt; 8^  —  Trausch,  Jos.,  Schriftsteller -Lexicon  etc. 
II.  Band.  Kronstadt,  1870;  8^ 

Sltxh.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  LXV.  Bd.  IF.  Abth.  27 
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Verein  der  Freunde  der  Naturgeschichte  in  Mecklenburg :  Archiv. 

25.  Jahr.  Neubrandenburg,  1872;  8«. 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  20 — 21. 

Wien,  1872;  4^ 
Zeitschrift    des   österr.    Ingenieur-   &   Architekten  -  Vereins. 

XXIV.  Jahrgang,  7.  Heft.  Wien,  1872;  4«. 
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Zur  dynamischen  Theorie  der  Gase.  II. 

Von  dem  w.  M.  Viktor  v.  Lanir« 

Ich  habe  vor  Kurzem  gezeigt,  dass  die  von  Claus ius  tlir 
die  Wärmeleitung  in  Gasen  aufgestellte  Formel  durch  ähnliche 
einfache  Betrachtungen  erhalten  werden  kann,  wie  sie  Krön  ig 
seinerzeit  zur  Erklärung  des  Druckes  der  Gase  in  Anwendung 
brachte.  Das  Resultat  meiner  Untersuchung  stimmte  allerdings 
insofern  nicht  ganz  mit  dem  von  Claus  ius,  als  ich  einen  Factor 
\^  erhielt,  wo  in  der  Formel  von  Claus  ius  der  Factor  y^ 
erscheint.  Ich  habe  damals  keinen  Werth  auf  diesen  Unterschied 
gelegtj  da  ja  keine  Angaben  tiber  das  Wärmeleitungsvermögen 
der  Gase  vorlagen.  Seitdem  ist  es  jedoch  Hrn.  Director  Stefan 
gelungen,  das  Leitungsvermögen  der  Luft  mit  grosser  Genauigkeit 
zu  bestimmen,  und  da  zeigt  es  sich,  dass  weder  mit  dem  Factor 
V„  noch  mit  dem  Factor  y^^  die  Formel  der  Beobachtung  ent- 
spricht, letztere  fordert  vielmehr  den  Factor  '/^.  Es  ist  aber  leicht, 
die  von  mir  gegebene  Ableitung  so  zu  transformiren  dass  dieser 
Factor  herauskommt,  und  ich  glaube,  dass  durch  diese  Änderung 
mein  Verfahren  nur  logischer  wird. 

Bevor  ich  nun  im  Anschlüsse  an  meine  erste  Abhandlung 
nochmals  die  Wärmeleitung  in  Betracht  ziehe,  will  ich  noch  einige 
Bemerkungen  über  den  Factor  K  vorausschicken,  mit  welchen 
man  die  lebendige  Kraft  L  der  fortschreitenden  Bewegung  der 
Molectlle  multipliciren  muss,  um  die  im  Gase  enthaltene  Wärme- 
menge W  zu  finden. 

Wärmemenge  eines  Gases. 

Ist  C  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen,  G  das 
Gewicht  des  Gases,  so  hat  man  für  die  Wäi-me  Uy  welche  man 
demselben  bei  constantem  Volumen  zuführen  muss,  um  dessen 

27» 
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Temperatur  auf  die   absolute  Temperatur  T  zu  bringen,   be- 
kanntlich 

U=  CGT.  (1) 

Nun  ist,  wenn  m  die  Masse  eines  Molecüls,  c  die  mittlere 
Geschwindigkeit  und  N  die  Anzahl  derselben  bedeutet, 

G^Nm,^2l,^e^  =  2l,L.  (2) 

Demzufolge  wird  Gleichung  (1) 

U=2C^^L.  (3) 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  Wärme  W  proportional  der 
mittleren  lebendigen  Kraft  der  Molecttle  ist.  Der  Factor  von  L 

K=2C^-^^  (4) 

ist  nämlich  unabhängig  von  Druck  und  Temperatur,  da 

wo  der  Index  0  sich  auf  den  Eispunkt  bezieht  (5).  Somit  wird 

K=2CG^.  (6) 

Für  Luft  ist  unter  Zugrundelegung  von  Kilogramm  und  Meter 
(7  =  0-168,  r^,==485;  femer  hat  man  gr  =  9-809,  7;  =273, 
woraus 

^-261 

folgt.   Nach  dieser  Rechnung  wttrden  einer  Wärmeeinheit  nur 

261  Arbeitseinheiten  entsprechen,  während  sie  erfahrungsgemäss 

424  solcher  Einheiten  äquivalent  ist,  woraus  hervorgeht,  dass  von 

der  einem  Gase  bei  constantem  Volum  zugeftihrten  Wärme  nur 

261 

-—  =  0-60  Theile  zur  Erhöhung  der  lebendigen  Kraft  der  fort- 
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schreitenden  Bewegung  der  Gasmolecttle  verwendet  werden  kön- 
nen. Bekanntlich  hat  Clan  sin  s  dieses  Resultat  schon  seit  langer 
Zeit  auf  einem  etwas  anderen  Wege  abgeleitet. 

Wärmeleitung. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Temperatur  mit  der  «-Axe  variire; 
fttr  die  lebendige  Kraft  der  MolecUle,  welche  sich  aus  der  Ent- 
fernung z  senkrecht  durch  die  xy-Ebene  bewegen,  hat  man  per 
Flächen  und  Zeiteinheit 

-667 ''' =  "er ''*• 

In  diesen  Ausdrücken  nun  betrachten  wir  /,  als  constant  in 
Übereinstimmung  mit  der  folgenden  Summation,  wo  für  /,  eben- 
falls ein  Mittelwerth  gesetzt  werden  muss.  Ist  aber  l^  constant, 
so  muss  auch  n,  constant  sein,  da  ja  zwischen  diesen  Grössen 
die  Beziehung 

besteht.  Statt  des  früheren  Ausdruckes  erhalten  wir  so 

mnc,^  ^        mnc^fTX^t,        mnc^f,        3  dT  z\^ 

■  dz  =  '  ~r  K^      rfo  =  —prr-    i  -^  tt  —r-  t^  \dz. 


6/  6/    \Tj  Gl    [         2  dz   T 

Die  betrachteten  Molecüle  gehen  alle  bis  zur  Entfernung 
/ — z  und  haben  dort  die  entsprechende  lebendige  Kraft 

3  dTz—l\^ 

1  -^^'~-r--^\dz 


Gl    \  2   dz     T 

haben  also  die  lebendige  Kraft 

nmc^  dT 


4T    dz 


dz 


beim  Durchgange  durch  die.ry-Ebene  verloren.  Für  die  ganze  an 
diese  Ebene  abgegebene  lebendige  Kraft  aber  erhält  man 

nmcH       n^mCt?  \  f  T  dT 


4r/K  T, 


AT  4r„   K   r„  dz 
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Die    diesen    Ausdrticken    entsprechende   Wärmemenge   Q 

T 

erhält  man  nach  dem  früheren  durch  Multiplication  mit  2Cg  -^ 

so  dass 

(8)  '  Q  =  ~gnmclj^ 

und  flir  den  eigentlichen  Wärmeleitungscoßfficienten 

(9)  ^=  -2gnmcl 

wird.  Nun  ist  der  Theorie  der  inneren  Reibung  zufolge 

(10)  Gmncl='iri 

wo  ry  sich  auf  die  Masseneinheit  bezieht;  somit  hat  man  auch 

(11)  d,  =  |-f;r;. 

Setzt  man  t\lr  Luft  nur  die  Temperatur  von  18®  C.  nach 
Maxwell  und  Meyer  >3  =  0-0002  und  C=  1-6849,  so  wird 
o)  =  0-0000505  unter  Zugrundelegung  von  Gramm  und  Centi- 
meter.  Director  Stefan  fand  das  Wärmeleitungsvermögen  der 
Luft  zwischen  0®  und  15**  C.  gleich  0-0000558. 

Die  letzte  Formel  gibt  ferner  für  Sauerstoff  00000519, 
Stickstoff  0-0000499,  Wasserstoff  0-0003544,  wobei  die  von 
0.  E.  Meyer  *  berechneten  Werthe  von  -n  benützt  sind. 


1  Pogg.  Ann.  B.  143  (1871)  S.  14. 


Digitized  by  VjOOQIC 


419 


Anwendung  des  Chronoskops  zur  Bestimmung  der  SchalL- 
geschwindigkeit  im  Kautschuk. 

Von  J.  Stefan. 

(Mit  3  Holxsehnitten.) 

In  der  Abhandlnng  über  die  „Anwendung  der  Schwin- 
gungen zusammengesetzter  Stäbe  zur  Bestimmung 
der  Schallgeschwindigkeit'^  *  habe  ich  die  Werthe  der 
letzteren  Grösse  für  mehrere  weiche  Körper  und  darunter  auch 
flir  Kautschuk  mitgetheilt.  Stäbchen  aus  Kautschuk  gaben  tlir  die 
Schallgeschwindigkeit  Werthe,  welche  zwischen  30  und  60  Meter 
variirten,  der  Art,  dass  je  weicher  der  Kautschuk,  desto  kleiner 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  demselben  sich  ergab. 

Ich  habe  seither  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  lon- 
gitudinaler  Impulse  im  Kautschuk  auch  direct  mit  Hilfe  des 
Hipp 'sehen  Chronoskops  bestimmt.  Die  Anwendung  dieses 
Chronoskops  zur  Bestimmung  der  Dauer  einer  Erscheinung 
setzt  einen  Hilfsapparat  voraus,  durch  welchen  bei  Beginn  der 
Erscheinung  der  Strom,  welcher  den  Elektromagneten  im  Appa- 
rate umkreist,  unterbrochen,  am  Ende  der  Erscheinung  aber 
wieder  geschlossen  wird.  Diesen  Apparat  stellte  ich  nun  in  fol- 
gender Weise  her. 

Auf  einem  viereckigen  Brett  V)  Cm.  lang,  9  Cm.  breit,  er- 
hebt sich  ein  hölzernes  Säulchen  10  Cm.  hoch,  das  in  der  Höhe 
von  6  Cm.  durchbohrt  ist.  Auf  der  einen  Seite  dieses  Säulchens 
sind  zwei  Messingplättchen  durch  Schrauben,  die  zugleich  Klem- 
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Fig.  1. 


men  zur  Aufnahme  von  Leitungsdrähten  sind,  befestigt.  Die  bei- 
den Plättchen  greifen  über  einander.  Das  eine  von  ihnen  federt 
und  ist  mit  einer  kleinen  Offiiung  versehen.  Durch  diese  kann 
ein  Messingstift  geführt  werden,  der  an  dem  einen  Ende  in  ein 

Häkchen  endigt,  an  dessen  anderes 
Ende  ein  Knopf  aufgeschraubt  wer- 
den kann.  Nebenstehende  Figur  1 
gibt  von  diesem  Apparate  einen 
Durchschnitt. 

Für  gewöhnlich  berührt  das 
federnde  Platt chen  das  andere  nicht, 
so  dass  von  der  einen  zur  anderen 
Klemme  keine  leitende  Verbindung 
besteht.  Durch  einen  Zug  an  dem 
Messingstift  kann  aber  das  federnde  Plättchen  gegen  das  fixe 
angedrückt,  also  die  Leitung  hergestellt  werden. 

Ganz  so  wie  dieser  ist  der  zweite  Theil  des  Apparates  con- 
struirt.  Er  unterscheidet  sich  von  dem  ersten  nur  dadurch,  dass 
für  gewöhnlich  das  federnde  Plättchen  auf  dem  fixen  aufruht, 
also  die  beiden  Klemmen  leitend  verbunden  sind.  Diese  Verbin- 
dung kann  aber  unterbrochen  werden  durch  einen  Zug  an  dem 
jetzt  in  umgekehrter  Richtung  durch  die  ÖflEhung  im  Plättchen 
geführten  Messingstift,  durch  welchen  Zug  das  federnde  Plätt- 
chen von  dem  fixen  abgehoben  wird.  Hört  der  Zug  auf,  so  wird 
auch  die  Leitung  wieder  hergestellt. 

Die  Anwendung  dieses  Apparates  zur  Bestimmung  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  im  Kautschuk  ist 
folgende : 

Die  beiden  Theile  des  Apparates  werden  an  zwei  Tischen 
durch  Zwingen  befestigt  der  Art ,  dass  die  Flächen,  an  welchen 
die  Messingplättchen  sich  befinden,  beide  nach  derselben  Seite 
gerichtet  sind.  In  die  Häkchen  der  beiden  Messingstifte  werden 
die  Enden  einer  Kautschukschnur  eingehängt  mittelst  Schlingen 
aus  Zwirn,  die  an  den  Enden  der  Schnur  befestigt  sind. 

Die  beiden  Tische  werden  so  weit  von  einander  entfernt, 
dass  die  Kautschukschnur  gespannt  und  das  eine  der  federnden 
Plättchen  dadurch  an  seine  Unterplatte  angedrückt,  das  andere 
von  seiner  Unterplatte  abgehoben  wird. 
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Fig.  2. 


Die  Verbindung  der  Batterie  mit  dem  Hipp 'sehen  Chrono- 
skop  ist  darch  die  beiden  Theile  dieses  Apparates  in  doppelter 
Weise  herzustellen  nach  beistehendem  Schema  (Fig.  2).  A  be- 
deutet das  Chronoskop,  B  die  Batterie,  a,  und  a^  sind  die  zwei 
fixen,  b^  und  6^  die  zwei  fe- 
dernden Plättchen.  Das  eine 
Ende  der  durch  das  Chrono- 
skop gehenden  Leitung  ist  mit 
dem  einen  Pol  der  Batterie, 
das  andere  Ende  mit  dem 
Plättchen  a,  verbunden.  Der 
zweite  Pol  der  Batterie  steht 
in  Verbindung  mit  A^.  Ausser- 
dem sind  a,  und  a^  unter  sich 
und  ebenso  A,  und  b^  unter  sich  verbunden. 

Ist  die  Kautschukschnur  f  gespannt ,  so  ist  das  federnde 
Plättchen  A,  gegen  a^  angediückt,  b^  von  a^  abgehoben.  Der 
Strom  ist  durch  die  Leitung  A  a^  b^  b,^  B  A  geschlossen.  Wird 
nun  der  Faden ,  durch  welchen  die  Kautschukschnur  mit  dem 
federnden  Plättchen  b^  verbunden  ist,  abgebrannt,  so  hört  der 
Zug  auf  das  Plättchen  zu  wirken  auf,  es  springt  zurück  und  der 
Strom  ist  unterbrochen. 

Die  Aufhebung  der  Spannung  pflanzt  sich  nun  in  der  Schnur 
fort  bis  an's  andere  Ende  derselben  zum  zweiten  Theile  des 
Apparates,  hat  auch  hier  die  Spannung  aufgehört,  so  schlägt  das 
Plättchen  b^  gegen  a^  und  der  Strom  ist  nun  abennals  geschlos- 
sen und  zwar  durch  die  Leitung  A  a^  b^  BA. 

Die  Verschiebung  des  Zeigers  an  der  Hipp 'sehen  Uhr  gibt 
die  Zeit,  durch  welche  hindurch  der  Strom  unterbrochen  war. 
Diese  Zeit  ist  bis  auf  eine  verschwindend  kleine  Grösse  gleich 
derjenigen,  welche  die  nach  Aufhebung  der  Spannung  an  dem 
einen  Ende  eintretende  Contraction  in  der  Schnur  zu  ihrer  Fort- 
pflanzung bis  an  das  andere  Ende  braucht.  Die  Geschwindigkeit 
dieser  Fortpflanzung  ist  auch  die  des  Schalles. 

Als  Beispiel  führe  ich  an,  dass  mit  einer  Schnur  von  4-65 
Meter  Länge  bei  einem  Versuch  die  Zeit  0-099,  bei  einem  zwei- 
ten die   Zeit  0-102  Secunden  beobachtet  wurde,   woraus  sich 
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40  Meter  für  die  Fortpflanzungsgescliwindigkeit  einer  longitudi- 
nalen  Verschiebung  oder  des  Sclialles  in  dieser  Schnur  ergibt. 

Dass  die  beobachtete  Zeit  wirklich  jene  darstellt,  welche 
zur  Fortpflanzung  der  Spannungen  in  der  Schnur  nötliig  ist^ 
dass  also  die  zum  Stromschluss  durch  die  Plättchen  uöthige 
Zeit  vernchwindend  klein  ist ,  davon  kann  man  sich  durch  einen 
zweiten  Versuch  überzeugen ,  bei  welchem  man  statt  der  Kaut- 
schukschnur einen  Metalldraht  oder  eine  Hanfschnnr  verwendet, 
in  welchen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  eine 
sehr  grosse  ist.  Der  Zeiger  an  der  Hipp 'sehen  Uhr  verrückte 
sich  bei  Anwendung  solcher  Drähte  oder  Schnüre  entweder  gar 
nicht  oder  nur  um  einen  Theilstrich,  der  O^OOl  Secunde  dar- 
stellt. 

Man  kann  den  hier  beschriebenen  Apparat  auch  mit  einem 
solchen  Chronoskop   verbinden,  bei  welchem   während  der  zu 

messenden  Dauer  emer  Erscheinung 

^'Jg-  •^-  nicht    wie    beim   Hipp 'sehen    ein 

Jl  ;ß  Strom   unterbrochen,   sondern   ge- 

j      I       ^..--(O)  schlössen   gehalten   werden    muss. 

y  ^ ^\^  Nebenstehende  Figur  8  gibt  wieder 

/  /^  d        ^^^  Schema  der  in  diesem  Falle  zu 

T  ^      treffenden  Anordnung.  Die  beiden 


t 


l\ — y$j^  Theile  des  Apparates  erhalten  ge- 
gen früher  die  verkehrte  Stellung. 
Durch  die  gespannte  Schnur  f  wird 
das  federnde  Plättchen  b^  von  a^  abgehoben,  das  Plättchen  b^ 
gegen  a^  augedrückt.  Von  der  durch  das  Chronoskop  gehenden 
Leitung  ist  das  eine  Ende  mit  r/„  das  andere  mit  der  Batterie, 
der  zweite  Pol  dieser  mit  «^  verbunden.  Ausserdem  sind  die 
zwei  federnden  Plättchen  ä,  und  b^^  unter  einander  in  leitender 
Verbindung. 

Bei  dieser  Anordnung  des  Ganzen  ist  der  Strom  offen. 
Wird  der  Faden  bei  6,  abgebrannt,  so  schlägt  &,  gegen  «,  und 
der  Strom  ist  geschlossen.  Hat  sich  die  Aufliebung  der  Spannung 
bis  an  das  andere  Ende  der  Schnur  fortgepflanzt,  so  springt  b^ 
von  f/j  ab  und  der  Strom  ist  wieder  unterbrochen. 

Wie  schon  im  Eingange  erwähnt  worden,  variirt  die  ScbalU 
geschwindigkeit  im  Kautschuk  sehr  bedeutend  mit  der  indivi 
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dueileii  Beschaffenheit  der  Veröuehastöcke,  es  hat  also  auch  die 
Knuittlung  derselben  an  und  fWr  sich  zunächst  nur  den  Werth 
einer  beiläufigen  Bestimmung.  Ich  veröffentliche  diesen  Aufsatz 
auch  nur,  weil  einerseits  die  Zahl  der  mit  den  Chronoskopen 
leicht  auch  während  einer  Vorlesung  auszuftihrenden  Versuche 
sehr  gering  ist  und  weil  andererseits  durch  diesen  Versuch  zu- 
gleich nachgewesen  werden  kann,  dass  die  Geschwindigkeit 
der  Fortpflanzung  von  Dehnungen  oder  Spannungen  mit  der  des 
Schalles  einerlei  ist. 
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Über  Schichtungen  in  schwingenden  Flüssigkeiten. 

Von  J.  Stefan« 

Bei  den  Versuchen  Über  den  Einfluss  der  Wärme  auf  die 
Brechung  des  Lichtes  in  festen  Körpern  benützte  ich  ein  Geföss 
aus  Weissblech  zur  Erzeugung  von  Wasserdampf.  Nahe  am  Boden 
war  in  dieses  Geföss  ein  Glasrohr  als  Manometer  eingeflthrt.  Ich 
bemerkte,  dass  in  dem  horizontalen  Theil  dieses  Rohres  der 
Eisenrost ,  der  in  dem  siedenden  Wasser  aufgewirbelt  auch  in 
dieses  Rohr  gelangte,  immer  rippenartig  sich  vertheilte ,  wenn 
die  Wassersäule  im  Manometer  in  periodische  Schwankungen 
gerieth.  Diese  mit  dem  Wasser  in  dem  Rohr  sich  hin  und  her 
bewegenden  Schichten  waren  um  so  regelmässiger  und  feiner, 
je  regelmässiger  und  kleiner  die  Schwankungen  der  Wasser- 
säule waren. 

Ich  habe  später  eine  einfache  Vorrichtung  zur  Erzeugung 
solcher  Schichtungen  in  einer  schwingenden  Wassersäule  zu- 
sammengestellt. Ein  Glasrohr  von  ungefähr  6  Mm.  innerem  Durch- 
messer und  etwa  500  Mm.  Länge  wurde  zweimal  rechtwinklig  auf- 
gebogen, so  dass  es  ein  Communicationsrohr  bildete,  dessen  hori- 
zontaler Theil  etwa  dreimal  so  lang  war,  als  jeder  der  vertiealen 
Schenkel.  Ich  bemerke,  dass  diese  Dimensionen  nur  als  beispiels- 
weise angegebene  zu  betrachten  sind  und  der  Versuch  mit  engen 
wie  mit  weiten,  mit  kurzen  wie  mit  langen  Röhren  gelingt.  Über 
den  einen  der  beiden  Schenkel  wird  ein  Stück  eines  weichen 
Kautschukschlauches  geschoben,  dessen  freies  Ende  durch  ein 
Stöpselchen  verschlossen  werden  kann. 

Wird  in  dieses  Communicationsrohr  Wasser  gefüllt,  in  wel- 
chem Eisenrost  oder  Eisenoxyd  suspendirt  ist,  so  klärt  sich  das 
Wasser  alsbald  und  der  Eisenrost  bildet  auf  der  unteren  Seite 
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des  horizontalen  RöhrenstUckes  eine  gleichmässige  dtone  Schicht. 
Statt  der  Eisenpulver  können  auch  andere  schwere  Pulver  ge- 
nommen werden,  doch  erwiesen  sich  die  genannten  als  diejeni- 
gen, welche  die  Erscheinung  am  besten  zeigen. 

Wird  der  Kautschukschlauch  durch  das  Stöpselclien  ge- 
schlossen, so  kann  man  durch  in  schnellem  Taete  aufeinander 
folgende,  auf  den  Schlauch  ausgeübte  Drücke  die  Flüssigkeits- 
säule in  regelmässige  Schwingungen  versetzen. 

Während  die  Flüssigkeit  schwingt,  theilt  sich  die  auf  dem 
Grunde  der  Röhre  liegende  Rostschichte  in  kleine  Partien,  in 
Schichten  oder  Rippen  quer  zur  Röhrenaxe,  welche  in  nahe  glei- 
chen Distanzen  von  einander  sich  befinden  und  mit  der  schwin- 
genden Flüssigkeit  sich  hin  und  her  bewegen. 

Je  genauer  ein  bestimmtes  Tempo  im  Drücken  des  Schlau- 
ches eingehalten  wird,  desto  gleichartiger  werden  auch  die  Rip- 
pen und  ihre  Distanzen.  Letztere  werden  um  so  kleiner  und 
gleichzeitig  werden  die  Rippen  um  so  zarter,  je  geringer  die 
Excursionen  der  Flüssigkeitssäule  sind. 

Was  die  Ursache  dieser  Schichtenbildung  anbetriM,  so  liegt 
dieselbe  darin,  dass  einige  derPulvertheilchen  von  dem  bewegten 
Wasser  leichter  nach  der  einen  Seite  mitgerissen  werden  als  nach 
der  anderen  und  dafür  gibt  es  zwei  Gründe,  erstens  die  grössere 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Wassertheilchen  in  der  einen 
als  in  der  umgekehrten  Richtung  und  zweitens  die  ungleiche 
BeschaflFenheit  der  Oberfläche  der  Theilchen  auf  den  zwei  ent- 
gegengesetzten Seiten. 

Es  richten  sich  deshalb  auch  die  Abstände  der  Schichten  von 
einander  nach  der  Grösse  der  Excursionen  der  Wassertheilchen. 
Sie  sind  diesen  nahezu  gleich,  wenn  die  Flüssigkeit  durch  sehr 
rasch  ausgeführte  Stösse  in  Schwingungen  versetzt  wird.  Er- 
theilt  man  aber  den  Wassertheilchen  nur  geringe  Geschwindig- 
keiten, wie  dies  bei  regehnässigen  Schwingungen  von  längerer 
Dauer  der  Fall  ist ,  so  findet  das  Mitrücken  der  Staubtheilchen 
nur  auf  sehr  kleine  Distanzen  statt. 

Bei  rasch  ausgeführten  Stössen  sieht  man  zugleich  die  fei-  * 
neren  Staubtheilchen  in  Querwänden,  welche  bis  zur  Mitte  der 
Röhre  hinauf  reichen  können,  sich  erheben. 
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Solehe  Sebiehtungen  sind  eine  in  der  Natur  häufig  auftre- 
tende Ersclieinung,  es  zeigt  sie  z.  B.  der  Rand  an  den  UferU;  an 
welche  die  WaHserwellen  schlagen,  auch  ist  die  Ursache,  aus 
welcher  solche  Schichten  entstehen,  immer  die  oben  hervor- 
gehobene. 

Diese  Schichten  sind  das  Analogon  zu  den  von  Kundt  ent- 
deckten Staubschichten  in  schwingenden  Luftsäulen  und  ent- 
stehen nach  meiner  Ansicht  auch  die  Kundt 'sehen  Schichten 
dadurch,  dass  einige  Staubtheilchen  \  on  der  schwingenden  Luft 
leichter  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  mitgerissen 
werden.  Diese  Schichten  deuten  also  keineswegs  auf  hohe  Ober- 
töne oder  auf  der  Schallbewegung  eigenthttmliche  Zustände  der 
Lutt.  Sie  bilden  das  Mass  für  die  Grösse  der  Excursionen  der 
Luftthcilchen.  Diese  sind  demnach  gewöhnlich  nicht  so  unend- 
lich klein  als  man  sonst  anzunehmen  pflegte,  sie  haben  eine  be- 
trächtliche Grösse,  sie  können  mehrere  Millimeter  betragen,  ein 
Resultat,  zu  dem  auch  schon  Töpler  und  Boltzmann  '  durch 
ihre  Messung  der  Druckvariation  in  tönenden  Pfeifen  gelangt  sind. 

Es  hat  schon  Cl.  Neu  mann  *  in  Prag  eine  Keihe  von  Ver- 
suchen ausgetllhi-t,  welche  die  hier  gegebene  Erklärung  des  Ur- 
sprunges der  Kundt 'sehen  Schichten  untersttitzeu.  Nach  diesen 
Versuchen  entstehen  nämlich  solche  Schichten  nicht  nur,  wenn 
die  Luft  in  einer  Röhre  in  stehende  Schwingungen  versetzt  wird, 
sie  können  auch  durch  Anzttnden  einer  Knallgasblase  vor  dem 
offenen  Ende  der  einerseits  geschlossenen  Röhre,  oder  durch 
kräftiges  Ausstossen  der  Luft,  oder  durch  rasches  Ausziehen 
eines  Korkes,  oder  durch  einen  Stoss  gegen  das  mit  einer  Blase 
überspannte  Ende  der  Röhre,  oder  durch  einen  elektrischen  Fun- 
ken erzeugt  werden. 

Wichtig  für  die  Analogie  der  hier  beschriebenen  Schichtun- 
gen mit  den  akustischen  ist  auch  das  von  Cl.  Neumann  mit 
Hilfe  intermittirender  Beleuchtung  gefundene  Resultat,  dass  die 
Rippen  nicht,  wie  Kundt  annahm,  ruhen,  sondern  in  schwingen- 
der Bewegung  begriffen  sind. 


1  Po  gg.  Ann.  CXLI.  321. 
^  Anzeiger  1870.  Nr.  XXVIU. 
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über  Schichtungen  in  schwingenden  Flüssigkeiten.  427 

Nimmt  man  noch,  dass  nach  Cl.  Neumann  der  Abstand 
der  Rippen  bei  der  Erzeugung  derselben  durch  Töne  nicht  in  der 
ganzen  Söhre  gleich  ist,  sondern  mit  den  Amplituden  der  auf- 
einander folgenden  Theile  einer  stehenden  Welle  das  gleiche 
Gesetz  befolgt  und  dass  ferner  in  geneigten  Röhren  die  Staub- 
rippen wandern  und  zwar  immer  bergab,  so  stimmt  alles  mit  der 
oben  gegebenen  Erklärung  der  K  u  n  d  t  'sehen  Schichten  so  gut 
tiberein,  dass  man  dieselbe  als  die  richtige  annehmen  muss. 

Es  hat  schon  Kundt  auf  die  Analogie  der  von  ihm  ent- 
deckten Staubschichten  mit  dem  Phänomen  des  geschichteten 
elektrischen  Lichtes  hingewiesen.  Nach  meiner  Ansicht  ist  auch 
diese  Erscheinung  auf  dieselbe  Ursache  zurtickzufllhren.  Es  er- 
fahren in  den  Geissl  er 'sehen  Röhren  einige  der  Gastheilchen, 
welche  hier  die  Rolle  der  Staub-  oder  Pulvertheilchen  spielen, 
durch  die  abwechselnd  entgegengesetzt  gerichteten  Partialentla- 
dungen  einen  stärkeren  Bewegungsantrieb  nach  der  einen  als 
nach  der  andern  Seite.  Die  Verschiedenartigkeit  der  Gastheil- 
chen braucht  man  nicht  einmal  in  einer  von  der  Kugelform  ab- 
weichenden Gestalt  der  MolecUle  zu  suchen,  eine  solche  ist  schon 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  Bewegungszustände,  in  welchen  sich 
die  Molecttle  in  Folge  ihrer  Wännebewegung  befinden,  gegeben. 
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WIEN. 

AUS   DER  K.  K.  HOP-   UND  STA ATSDRUCKBRfil. 

IN  eiMMISSIIN  lEI  CAIL  lEIlirS  SINN, 

BtlCIIHÄNnLKR   DRR  KAISRRL^CHKN   AKADRMIR   DRR    W1S8RN  8CU  A  FTK  N. 

1872. 
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WIEN. 
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IN  eOMMISSION  lEI  CARL  SEROID'S  SOHN, 

nvCHH  AVhi.KH    I>KR    K  A  1  8  F.  RLI  C  H  KN    ANADKMIK    l>  K  R    W  I  S  6  K  N  SCIl  A  F  TEN. 

•''-^1872. 
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XVL  SITZUNG  VOM  6.  JUNI  1872. 


Herr  Prof.  Dr.  Ew.  Hering  in  Prag  übersendet  eine  Ab- 
handlung: „Zur  Lehre  vom  Gesichtssinne.  I.  Mittheilung:  Über 
successive  Lichtinduetion." 

Herr  Prof.  V.  v.  Lang  überreicht  eine  Abhandlung  vom 
Herrn  Dr.  HaldorTopsöe  aus  Kopenhagen;  betitelt:  „Krystal- 
lographisch-chemische  Untersuchungen. " 

Herr  Prof.  Dr.  Th.  Meynert  übergibt  eine  Abhandlung: 
^Beitrag  zur  Eenntniss  des  Thalamus  opticus  und  der  ihn  umge- 
benden Gebilde  bei  den  Säugethieren,"  vom  Herrn  Auguste 
Forel. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

American  Academy  of  Arts  &  Sciences:  Memoirs.  New  Series. 
Vol.  X,  Part  1.  Cambridge  &  Boston,  1868;  4«. 

—  Association  for  the  Advancement  of  Science:  Proceedings. 
XIX*»»  Meeting.  Cambridge,  1871 ;  80. 

Annales  des  mines.  VH*  S6rie.  Tome  L  l"*  Livraison  de  1872. 

Paris;  8^. 
Comptes  rendus  des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 

LXXIV,  Nr.  21.  Paris,  1872;  4o. 
Gesellschaft,  ^sterr.,  fUr  Meteorologie :  Zeitschrift.  VH.  Band, 

Nr.  11.  Wien,  1872;  4«. 

—  Eönigl.  bayer.  botanische,  zu  Regensburg:  Flora.  N.  R. 
XXVn.,&XXVin.  Jahrgang.  Regensburg,  1869  &  1870;  8«. 
—  Repertorium  der  periodischen  botanischen  Literatur.  V.  & 
VL  Jahrgang.  1868  &  1869.  Regensburg,  1869  &  1870;  8^. 

Jahres-Bericht  der  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Stu- 
•denten  zu  Prag.  Vereinsjahr  1871—72.  Prag,  1872;  8^. 

1* 
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Koch,  F.  E.,  und  C.  M.  Wiechmann,  Die  Mollusken-Fauna 

des  Sternberger  Gesteins  in  Mecklenburg.  I.  Abtheilung.  Neu- 
brandenburg, 1872;  80. 
Moniteur  scientifique-Quesneville.  365'Livrai8on. Mai  1872. 

Paris;  4^ 
Nature.  Nr.  135,  Vol.  VI.  London,  1872;  4». 
Pessina,  Luigi  Gabriele,  Considerazioni  sui  movimenti  delSole 

ovvero  conseguenze  emergenti  dal  moto  translatorio  del  Sole. 

Messina,  1872;  8». 
Philomathie  in  Neisse:  XVII.  Bencht.  1869-1872.  Neisse, 

1872;  80. 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 

1872,  Nr.  9.  Wien;4o. 
,,Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  l'itranger«.  I"  Ann6e  (2*  S6rie),  Nr.  49.  Paris 

ÄBnixelles,  1872;  4». 
Soci6t6  göologique  de  France:  Bulletin.  2*  Sirie,  T.  XXVm. 

1871.  Nr.  2.  Paris  1870  ä  1871 ;  8«. 
Society,  The  Chemical,  of  London:   Journal.  N.  S.  VoL  X, 

February— April  1872.  London;  8«. 
Soret,  J.- Louis,  Fran^ois- Jules  Pictet.  Notice  biographique. 

(Arch.  des  sciences  de  la  ßibliothfcque  Universelle.)  Genive, 

1872;  8^ 
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Krystallographisch- chemische  Untersuchungen. 

Von  Dr.  Haldor  Topsöe  in  Kopenhagen. 

(Mit  6  Tafeln.) 


VI.  Reihe.« 
Schwefelsaures  Beryllium  BeS0*-+-4H*0. 

Tetragonal: 

a:c  =  1:0-9461. 

Beobachtete  Formen : 

(011). (110). 
(Tab.  I,  Fig.  1.) 

Dieses  Salz  ist  früher  von  Awdejew  untersucht  worden ; 
seine  Zusammensetzung  ist  in  den  letzten  Jahren  von  Klatzo 
bestätigt. 

Er  krystalüsirt  in  schönen,  wasserhellen,  oft  sehr  grossen 
Combinationen  eines  Octaöders  zweiter  Ordnung  mit  dem  Prisma. 
Die  Flächen  des  Prisma's  sind  in  der  Regel  gekrünmit.  Häufig 
erscheinen  die  kleineren  Krystalle  als  rhombische  Prismen,  in- 
dem die  zwei  einer  Verticalzone  angehörigen  Flächenpaare  des 
Octaßders  säulenförmig  ausgedehnt  sind.  Nicht  selten  kommen 
Zwillinge  vor,  nach  dem  gewöhnlichen  Gesetze  des  tetragonalen 
Systemes  ausgebildet:  Umdrehungsaxe  die  Normale  einer  Octa^- 
derfläche,  welche  selbst  Zwillingsäquator  ist.  In  einigen  Fällen 
habe  ich  bei  den  prismatisch  ausgebildeten  Krystallen  Durch- 


1  Von  den  früheren  krystallographisch- chemischen  Abhandlungen 
finden  sich  die  über  die  DoppelhaloYdsalze  des  Platins  nnd  Palladiums  in 
den  „Oversigter  over  det  kgl.  danske  Videnskabernes  Selskab  (1868,  p.  124, 
142 ;  1869,  pag.  74,  246),  während  die  Beobachtungen  über  die  selensauren 
Salze  1870  als  selbständige  Arbeit  ausgegeben  ist. 
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6  T  o  p  s  ö  e. 

kreuzungszwillinge  beobachtet,  denen  ähnlich,  welche  häufig^ 
beim  rhombischen  selensauren  Salze  vorkommen  (wie  Fig.  4^ 
Tab.  I). 

Wenn  man  das  Octa^der  al»  Octaöder  zweiter  Ordnung 
nimmt,  was  zweckmässig  wegen  der  Isomorphie  mit  dem  folgen- 
den Salze  erscheint,  ergeben  sich  die  Winkelverhältnisse  an  fünf- 
zehn Krystallen  gemessen : 

Anzahl  der 
Kiystalle  |  Messungen  Berechnet         Beobachtet 


*ioi:ior 

12 

14 

03"  10 -5' 

93" 10-5' 

101  :  TOI 

5 

5 

86°  49-5' 

86°  47 ' 

101:011 

10 

13 

58°  0' 

58°  9-5' 

101:110 





60°  55' 

__ 

Awdejew  fand  annähernd  101  :011  =  öS''  0'. 

Der  optische  Character*  ist:  einaxig,  negativ.  Ich  habe  eine 
sehr  grosse  Anzahl  von  Krystallen  aus  verschiedenen  Darstellun- 
gen untersucht,  welche  alle  ganz  unzweideutig  die  Einaxigkeit 
bestätigen.  Eine  Platte  bis  zu  100**  erwännt,  zeigte  auch  gar 
keine  Veränderung  des  Kreuzes. 

Specifisches  Gewicht  der  Krystalle:  1-725. 

Selensaares  Beryllium  BeSeO*-f-4H«0. 

Rhombisch: 

aibic  =  1  :  0-9602  :  0-1)0275. 
Beobachtete  Formen : 

(011). (101). (021). (111). (001). 
(Tab.  I,  Fig.  2—4.) 

Dieses  »Salz,  durch  Auflösen  von  kohlensaurem  Beryllium  in 
der  berechneten  Menge  Seleusäure  dargestellt,  krystallisirt  sehr 
leicht  aus  der  wässerigen  Lösung  in  farblosen,  regelmässig  aus- 

1  Die  Resultate  einer  eingehenden  optischen  Untersuchung  von  die- 
sem und  mehreren  anderen  hier  besprochenen  Salzen,  welche  ich  gemein- 
schaftlich mit  Herrn  Christiansen  ausgeführt  habe^  finden  sichln  einer 
j^'Tösseren  krystallographisch  -  optischen  Abhandlung,  welche  wir  an  die 
bönigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Kopenhagen  einliefen en.  Die 
Abhandlung  ist  noch  nicht  gedruckt  worden. 
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gebildeten,  nach  der  längsten  Axe  säulenförmigen  Combinationen 
zweier  Prismen  (011)  und  (101).  Seltener  und  jedenfalls  immer 
sehr  untergeordnet  sind  das  Prisma  (021)^  welches  die  scharfen 
Kanten  des  Prisma's  (011)  zuschärft,  und  die  Pyramide  (111), 
welche  die  Combinationsecken  der  zweien  Hauptprismen  zu- 
spitzt. Ausser  diesen  Formen  tritt  die  Endfläche  (001)  fast 
immer  spurenweise  auf.  Die  Flächen  (101)  sind  gewöhnlich 
krumm  und  uneben. 

Bisweilen    beobachtet    man  Durchkreuzungszwillinge   wie 
Tab.  I,  Fig.  4.  —  Keine  bemerkbaren  Spaltungsrichtungen. 

Die  Messungen  an  siebzehn  Krystallen  ergaben  als  Mittel- 
werthe : 


Anzahl  der 

Krystalle  |  Messungen 

Beobachtet 

Berechnet 

*011:01I 

8 

8 

93°  32 ' 



011:011 

7 

7 

86'  31 ' 

86»  28 ' 

011:021 

:-{ 

5 

18»  54' 

18»  46' 

021:011 

2 

2 

74»  50' 

74»  46' 

011:101 

8 

10 

57»  13' 

57»  16' 

*  101 : 101 

8 

8 

95»  51 ' 

— 

101:111 

1 

1 

c34»30' 

34»  55' 

111 :1I1 

— 

— 

— 

69»  50' 

011:111 

— 

— 

— 

33»  20' 

111:111 

— 

— 

— 

66»  40' 

lll:lir 







75»  0' 

Das  Salz  ist,  wie  aus  den  Kantwinkeln  ersichtlich,  mit  dem 
tetragonalen  schwefelsauren  Salze  isomorph.  Mit  Rücksicht  auf 
seine  optischen  Eigenschaften  *  ist  es  zwar  entschieden  zweiaxig, 
aber  die  Ebene  der  optischen  Axen  ist  dem  krystallographischen 
HauptBchnitte  ac  und  die  erste  Mittellinie  der  Hauptaxe  c  paral- 
lel ;  der  Character  negativ : 

(cba). 


1  Aus  der  oben  erwähnten  Abhandlang,  wo  die  Details  der  Unter- 
suchungen niedergelegt  sind. 
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Der  Winkel  zwischen  den  optischen  Axen  ist 

(AB)  =  40^  43'  '  AB  =  26^  48' 

und  die  Hauptbrechungsco^fficienten  für  D 

IJLa  =  1-5027         ixi  =  1-5007         ix,  =  1-4664, 

von  welchen  die  zwei,  welche  den  krystallographischen  Axen  a 
und  b  entsprechen,  nur  in  der  dritten  Decimalstelle  verschieden 
sind.  —  Eine  Platte  senkrecht  zur  Mittellinie  gab  bei  Erwärmung 

Tp  =  24^  (^5)  =  40"  40' 

60**  40^24' 

75"  40M4' 

so  dass  es  also  scheint,  als  ob  die  Axen  sich  bei  höherem  Tem- 
peratur ein  wenig  nähern. 

Die  Zusammensetzung  wurde  dadurch  bestimmt,  dass  das 
Salz  in  Wasser  gelöst  mit  Chlorwasserstoffsäure  so  lange  behan- 
delt wurde,  bis  alles  Selen  zu  seleniger  Säure  reducirt  war.  Das 
Selen  wurde  durch  schwefligsaures  Natron  als  Selen  ausgefällt 
und  im  Filtrate  die  Beryllerde  durch  Ammon  und  Schwefelammo- 
ni^m  niedergeschlagen : 

0-999  Gr.  gab  0-345  Gr.  Sc  =  34-53  7^,  Se  und  0-1215  Gr.  BeO 

=  12-110/,;. 
0-857  Gr.  verlor  bei  100^  0-1425  Gr.  Wasser  =  16-637,;  der 

Rest  gab  0-297  Gr.  Selen  =  34-657,  und  0-1065  Gr.  BeO 

=  12-430/,. 

Der  Formel  BeSeO*-H4H>0  entspricht: 

Se     79        35-21  34-53       34-65 

03     48         21-38 
BeO     25-4     11-32  12-11       12-43 

4H*0     72        32-09 
224-4       100 
Dag  Salz  verliert  bei  100**  2  Mol.  Wasser:  Gefunden  16-63, 
Berechnet  16-05. 

Das  spr  c.  Gewicht  der  Krystalle  (aus  zwei  Versuchen)  2-029. 

t  Aus  späteren  Versuchen  habe  ich  für  ((^4^))  in  Oel  gemessen,  den 
Wcrth  27"  18*  gefunden,  woraus  {AB)  =  40**  34 '  und  AB  =  26**  43'. 


1 
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Isomorphe  Mischungen  des  schwefelsauren  und  selensauren 

Berylliums. 

Obgleich  die  zwei  Salze  verschiedenen  Krystallsystemen 
angehören,  bilden  sie  dennoch,  wenn  ihre  Lösungen  zusammen- 
gebracht und  einem  langsamen  Verdunsten  —  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  über  Schwefelsäure  —  unterworfen  werden,  wirklich 
isomorphe  Mischungen,  welche  in  den  tetragonalen  Formen  des 
schwefelsauren  Salzes  krystallisiren,  wenn  sie  auf  1  Atom  Selen- 
säure 7'33  Atomen  oder  mehr  Schwefelsäure  enthalten,  während 
sie  rhombisch,  optisch  zweiaxig  erscheinen,  wenn  der  Gehalt  an 
Schwefelsäure  weniger  als  4  Atomen  auf  1  Atom  Selensäure 
beträgt. 

Ich  habe  eine  Reihe  von  Versuchen  angestellt  mit  Lösungen, 
welche  enthielten : 

a)  ungefähr  gleiche  Molecüle  der  zweien  ursprünglichen  Salze, 

b)  1  Molecül  des  selensauren  und  3  Mol.  des  schwefelsauren 
Salzes, 

e)  1  Molecül  des  selensaureu  und  5  Mol.  des  schwefelsauren 
Salzes. 

A.  Rhombische  Mischungen  Be(SSe)0* -h 4H-0. 

a)  Die  Lösung  von  gleichen  Molecülen  lieferte,  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  verdunstet,  fünf  verschiedene  Krystallisationen, 
die  sämmtlich  in  den  gewöhnlichen  rhombischen  Combinationen 
(011). (101)  des  selensauren  Salzes  erschienen.  Die  Krystalle 
waren  alle  klein,  prismatisch  nach  (011)  ausgebildet;  ihre  Flä- 
chen gewöhnlich  uneben,  namentlich  die  der  Form  (101),  welche 
fast  immer  krumm  erschienen. 

Erster  Krystallanschuss  enthaltend  1  Atom  Se : 
1'5  Atom  Schwefel. 

Die  Zusammensetzung  dieses  wie  der  folgenden  Salze  wurde 
auf  die  Weise  bestimmt,  dass  die  Selensäure  durch  anhaltende 
Behandlung  mit  Chlorwasserstoffsäure  zu  seleniger  Säure  redu- 
cirt  wurde;  das  Selen  alsdann  durch  Schwefelwasserstoff  als 
SeS*  ausgefällt  und  im  Filtrate  die  Schwefelsäure  mit  Chlor- 
baryum  niedergeschlagen. 
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1-307  Gr.  gab  0-3715  Gr.  SeS^  =  16077^,  Selen  und  0-923  Gr. 
BaSO*  entsprechend  9-69  7^  Schwefel. 

Die  Formel  Be(0-6S.0-4Se)O*-4-4H«O  erfordert 

Gefunden 


0-6  S 

9-797« 

9-69 

0-4  Se 

1611 

16-07. 

Die  Krystalle  waren  sehr  schlecht  ausgebildet;  eine  Platte, 
senkrecht  zur  krystallographischen  Hauptaxe  c  geschnitten,  er- 
gab in  Öl    ((^B))  =  26"36'. 

Der  Character  ist  wie  beim  selensauren  »Salze  negativ. 

Zweiter  Anschuss:  1  Atom  Se:  1-6  Atom  Schwefel. 

1-365  Gr.  gaben  0-385  Gr.  SeS«  =  l5-57o  ^^^^"^  ™<^  ^'985  Gr. 

BaSO*  =  9-907o  Schwefel  entsprechend. 
1-209  Gr.  gaben  0-3315Gr.  SeS«  =  15-157^ Selen  und  0-881  Gr. 
BaSO*=  10-01 7oS. 

Die  Formel  Be(0-62  S  0-38  Se)0*  -+-  4H«0  gibt 

Gefunden 

U-62S         10-157^  9-95 

0-38  Se        15-38  15-33. 

Die  krystallogi'aphische  Untersuchung  ergab  als  Mittel- 
werthe  von  Messungen  an  zehn  Krystallen,  welche  indessen  keine 
sehr  genauen  Bestimmungen  erlaubten : 

Anzahl  der 
Kiystalle  |  Messungen  Beobachtet 

011:011  8  8  93M0' 

011:101  5  5  57*^35'. 

Der  Winkel  zwischen  den  optischen  Axen  in  Ol  gemes- 
stii,  beträgt  als  Mittel  aus  Messungen  an  sechs  Krystallen 
^^2ir  22'— 25^56'). 

{(AB))  =  26**  13  ',  woraus  {Aß)  =  38**  54 '. 
Der  Character  der  Krystalle  wie  bei  den  Übrigen  rhombi- 
si*hen  Mischungen  negativ. 

Dritter  und  vierter  Anschuss:  1  At.  Selen  :  1-56  At. 
Schwefel. 
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1J145  Gr.  der  dritten  Auskrystallisation  gaben  0'3146  Gr.  SeS* 
=  15-597^  Selen  and  0-779  BaSO*,  9-777o  Schwefel  ent- 
sprechend. 

0-993  Gr.  des  vierten  Anschusses  gaben  0-280  6r.SeS«=  15-597o 
Selen  und  0-712  Gr.  BaSO*  =  9-867,,  Schwefel. 

Die  Formel  Be  (0-6 1  S  0-39  Se)0*  -+-  4H^0  gibt 

Gefunden 

0-61  S        9-977^  9-77       9-85 

0-38  Se     15-72  15-59     15-59. 

Die  krystallographischen  Mittelwerthe  aus  Beobachtungen 
an  zehn  Kry stallen  sind : 

Anzahl  der 
Krystalle  I  Messungen  Beobachtet 

101:101  7  8  95^30' 

101:011  7  7  57**26<. 

Der  optische  Axenwiukel  in  Ol  gemessen,  ergab  sich  aus 
eilf  Beobachtungen  (25^  52'  bis  26**  24') 

((AB))  =  26^  6',  woraus  (AB)  =  38"  44'. 

Der  fünfte  Anschuss  enthielt  auf  1  Atom  Selen  circa 
1-44  Atom  Schwefel. 

0-590  Gr.  gaben  0-177  Gr.  SeS*^  =  16-577^  Se  und  0-398  Gr. 
BeSO*  =  9-57o  Schwefel. 

Der  Formel  Be(0-59S  0-41  Se)0*-f-4H»0  entspricht 

Gefunden 

0-59  S  9-51 «/«  9-5 

0-41  Se       16-47  16-57. 

Die  Krystalle  waren  zu  einer  krystallographischen  Unter- 
suchung sehr  wenig  geeignet,  indem  die  Flächen  zerfressen  und 
uneben  erschienen.  An  zweien  kleinen  Nadeln  habe  ich  gefunden 

101:101  95^23- 

011:011  93^22'. 
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Den  Winkel  zwischen  den  optischen  Axen  in  Öl  gemessen 
fand  ich  in  vier  Versuchen  (25**  55 — 26®  1 ') 

((AB))  =  25®  57 ',  woraus  (AB)  =  38®  31'. 

Die  sämmtlichen  Auskrystallisationen  haben,  wie  aus  den 
Versuchen  ersichtlich,  ungefähr  dieselbe  Zusammensetzung,  indem 
das  Atomenverhältniss  des  Selen-  und  des  Schwefelgehalts  nur 
zwischen  1'63  und  1*44  Atomen  Schwefel  auf  1  Atom  Selen 
schwankte,  so  dass  die  kleinen  Verschiedenheiten,  welche  die 
verschiedenen  KrystallanschUsse  mit  Rücksicht  auf  die  Kanten- 
winkel und  den  optischen  Axenwinkel  gezeigt  haben,  wohl  kaum 
mit  der  Variation  der  Zusammensetzung  in  Verbindung  steht. 
Wir  können  demnach  die  verschiedenen  Bestinmiungen  zusammen- 
fassen als  Ausdrücke  der  Verhältnisse  bei  einer  Mischung  von 
der  Mittelzusammensetzung 

Be(0-6S0-4Se)O*-f-4H»O 

und  erhalten  dann  als  recht  zuverlässige  Werthe : 

Anzahl  der 
Krystalle  |  Messungen  Beobachtet 

101:011        11  11  93®  36' 

101:101  9  10  95® 27' 

101:011         12  12  57® 29' 

und  für  den  Winkel  zwischen  den  optischen  Axen  aus  22  Beob- 
achtungen 

{(AB))  =  26®  6',  woraus  (AB)  =  38®  44'. 

Eine  Platte,  aus  einem  etwas  grösseren  Krystalle  geschnitten, 
gab,  bis  zu  110®  erwärmt,  folgende  Werthe  für  den  optischen 
Axenwinkel  in  der  Luft : 


T^    22° 

{AB). 

=  38°  3i> ' 

50° 

38°  20 

70° 

38°  0' 

80° 

38°  5' 

90° 

38°  2' 

110° 

37°  56', 
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WO  eine   sehr  deutliche  Abnahme  des  Winkels  zwischen  den 
beiden  Axen  bei  steigender  Temperatur  bemerkbar  ist. 

b)  Aus  der  Lösung,  auf  1  Molecül  BeSeO*,  3  Mol.  BeSO* 
enthaltend,  erhielt  ich  erst  —  in  zweien  Anschüssen  —  tetragonale 
Krystalle.  Die  Mutterlauge  gab  dann  zwei  Auskrystallisationen 
von  rhombischen,  optisch  zweiaxigen  Kry stallen,  nämlich 

Dritter  Anschuss  mit  dem  Verhältnisse  1  Atom  Selen 
auf  3'95  Atome  Schwefel. 
M41  Gr.  gaben  0'176  Gr.  SeS*  =  8-527o  Selen  und  1-1395  Qr 

BaSO*  13-71 7o  Schwefel  entsprechend. 

Die  Formel  Be  (0-202  Se  0-798  S)0*-t-4H«0  entspricht 

Gefunden 

0-202  Se       8-52%  8-52 

0-798  S       13-67  13-71. 

Die  Krystalle,  die  gewöhnlichen  säulenförmigen  Combina- 
tionen  des  selensauren  Salzes,  waren  zu  schlecht  ausgebildet, 
um  irgend  zuverlässige  Messungen  geben  zu  können.  Ich  habe 
mich  daher  dazu  beschränkt,  den  Winkel  zwischen  den  optischen 
Axen  zu  messen:  An  fllnf  Krystallen  beobachtete  ich  26**  17 '  bis 
26*^  40 '  oder  im  Mittel 

{{AB))  =  26**  28 ',  woraus  {AB)  =  39M8 '. 

Die  letzte  Auskrystallisation    enthielt  1  Atom  Se : 

2-16  Atom  Schwefel. 

0-886  Gr.  bei  100**  getrocknet  (wobei  das  Salz  zwei  Molecüle 
Wasser  verliert)  gaben  0-2605  Gr.  SeS*  =  16-24%  Selen 
und  0-917  Gr.  BaSO*  14-21%  Schwefel  entsprechend. 

Die  Formel  Be  (0-3165  Se  0-6835  S)0*  -+-  2H»0  erfordert 

Gefunden 

0-3165  Se     15-94Vo  16-24 

0-6835  S       13-94  14-21. 

Die  Ejystalle  dieses  Anschusses  waren  zu  klein  und  schlecht 
ausgebildet,  um  zu  krystallographischen  und  optischen  Versuchen 
dienen   zu  können.   Ich  habe  nur  constatirt,   dass  sie  optisch 
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zweiaxig  waren,  und  dass  die  Axen  in  Öl  einen  Winkel  von 
26 — 27**  einschliessen. 

c)  Eine  Lösung  von  einem  Molecüle  BeSeO*  und  fünf  Mole- 
cülen  BeSO*  gab  erst  drei  Krystallisationen  von  optisch  einaxigen 
Krystallen. 

Der  vierte  Anschuss,  welchen  ich  leider  durch  einen 
Unfall  verhindert  ward  einer  chemischen  Untersuchung  zu  junter- 
werfen,  dessen  Zusammensetzung  indessen  zwischen  7*33  und 
2-35  Atomen  Schwefel  auf  1  Atom  Selen  lag,  gab  als  Mittel  von 
fUnf  Messungei^ in  Öl,  zwischen  26**  13  und  26**  30  schwankend: 

{{AB))  =  26^  18 ',  woraus  {AB)  =  39^  3 '. 

Die  fünfte  Auskrystallisation  enthielt  lAtom  Selen 
auf  2-35  Atomen  Schwefel. 

M685Gr.  gaben  0-2615Gr.  SeS»=  12-36%  Selen  und 0-996 Gr. 
BaSO*,  11-717^  Schwefel  entsprechend. 

Die  Formel  Be(0-3  Se.0-7  S)0*-t-4H«0  gibt: 

Gefunden 

0-3  Sc     12-37%  12-36 

0-7  S       ll-707„  11-71. 

An  einem  Krystalle  erhielt  ich  in  Öl 

{{AB))  =  26"  14'. 

B.  Tetragonale  Mischungen. 

Die  Lösung  b  (BeSeO*,  3BeS0*)  gab,  wie  oben  erwähnt, 
erst  zwei  Anschüsse  aus  optisch  einaxigen  Krystallen. 

Erste  Auskrystallisation  enthielt  8-51  Atome  Schwefel 
auf  1  Atom  Selen. 

l*-9075Gr.  gaben  0-07ö5Gr.  SeS^  =  4-60%  Selen  und  1-0465  Gr. 
BaSO*  =  1 5-83  %  Schwefel. 

Die  Formel  Be  (0-105  Se  0-895  S)0*-f-4H«0  gibt 

Gefunden 

0-105  Se       4-56%  4-60 

0-895  S       15-71  15-83. 
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Die  Krystalle  bestanden  aus  der  gewöhnlichen  Combination 
des  schwefelsauren  Berylliums:  (011). (110);  das  Prisma  war 
sehr  untergeordnet;  die  Krystalle  nach  einer  der  Nebenaxen 
prismenförmig.  verlängert. 

Aus  ziemlich  schwankenden  Messungen  an  acht  Krystallen 
erhielt  ich  als  Mittelwerthe : 

Anzahl  der 
Krystalle  ;  Messungen  Beobachtet 

011:011  8  9  92'' 58' 

011:101  4  4  58M8'. 

Der  optische  Character  (an  den  acht  Krystallen  bestimmt) 
ist  wie  beim  schwefelsauren  Salze  negativ.  Eine  Krystallplatte 
bis  auf  100**  erwärmt,  zeigt  keine  Veränderung  des  schwarzen 
Kreuzes. 

Zweiter  Anschuss  1  Atom  Selen:  7-68  Atome  Schwefel. 
1-099  Gr.  gaben  0099  Gr.  SeS»  =  4-98%  Selen  und  1-239 Gr. 
BaSO»,  15-48V„  Schwefel  entsprechend. 

Der  Formel  Be(0-115  Se  0-885  S)0»-t-4H«0  entspricht: 


Gefunden 

0-115  Sc 

4-98-'/„ 

"^98" 

0-885  S 

15-49 

15-48 

Die  Krystalle  waren,  wie  die  der  ersten  Auskrystallisation 
alle  optisch  einaxig,  negativ. 

Aus  der  Lösung  c,  1  Molecül  BeSeO*  auf  5  MolecUlen  BeSO* 
enthaltend,  krystallisirte  der  grösste  Theil  der  Salze  erst  als 
tetragonale  Mischungen  aus.  Die  Mutterlauge  gab  dann,  wie 
erwähnt,  selenreichere  rhombische  Krystallisationen. 

Erster  Krystallanschuss  1  Atom  Selen  auf  10-1  Atome 
Schwefel. 

1-211   Gr.    gaben   0-0865  Gr.   SeS«  =  3-95   Selen   und   1-428 
BaSO*  =  16-19%  S. 

Be(009  Se  0-91  S)0*  -+-  4H«0  erfordert 

Gefunden 

0-09  Se       3-91 V,,  3-96 

0-91  S       1603  15-19. 
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Als  Mittel  von  12  Messungen  an  8  recht  guten  Krystallen 
erhielt  ich 

011:011  =  93*^9', 

welcher  Werth  vollständig  mit  dem  des  schwefelsauren  Salzes 
übereinstimmt.  Eine  Krystallplatte  bis  auf  100*"  erwärmt,  zeigte  ' 
keine  Veränderung  des  Axeukreuzes. 

Zweiter  und  dritter  Anschuss  enthielten  auf  1  Atom 
Selen  respective  7'72  und  7'33  Atome  Schwefel. 
1-010  Gr.  des  zweiten  Anschusses  gaben  0-0915  Gr.  SeS*  =  5  Ol  % 

Selen  und  1-152  Gr.  BaSO*  =  15-67%  Schwefel. 
0-8525  Gr.  der  dritten  Auskrystallisation  gaben  0-081  Gr.  SeS* 
=  5-25  V^,  Selen  und  0-967  Gr.  BaSO*  =  15-58%  Schwefel. 
Die  Formeln 
Be  (0-115  Se  0-885  S)0*  -t-  4H«0  und  Be  (0. 1 2  Se  0-88  S)0*  -h  4H«0 
erfordern : 

2.  Anschuss  3.  Anschuss 


0115.Se 

4-967, 

5-01 

0-12Se 

5-18"/„ 

5-25 

0-885S 

15-50 

15-67 

0-88  S 

15-39 

15-58 

•  Die  Krystalle,  welche  zur  krystallographischen  Untersuchung 
nicht  geeignet  waren,  hielten  sich  bei  Erwärmung  bis  auf  100**, 
ohne  Veränderung  des  optischen  Characters  zu  zeigen. 

Aus  diesen  Versuchen  geht  hervor,  dass  die  zwei  Salze 
BeSO*  -+-  4H»0  und  BeSeO*  -^  4H«0,  ungeachtet  der  Verschieden- 
heit ihrer  krystallographischen  Symmetrieverhältnisse,  im  engem 
Verstände  isomoiph  sind,  indem  sie  ausser  den  nicht  zu  ver- 
kennenden Analogien  —  eine  gewisse  Übereinstimmung  in  den 
Dimensionsverhältnissen,  in  der  Ausbildung  der  Krystalle,  in 
den  Molecularvoluminen  *  und  endlich  auch  in  ihrem  optischen 
Verhältnisse  —  zugleich  wirkliche  isomorphe  Mischungen  bilden, 
welche  in  ihren  Eigenschaften  sich  bald  dem  einen  bald  dem 
andern  der  zweien  einfachen  Salze  nähern.  Diese  Thatsache, 
dass   zwei  Salze,    verschiedenen  Krystallsystemen  angehörig, 

1  BeS0*-h4H«0  =  102-8  BeSe0*-h4H20  =  110-6,  wo  die  Differenz, 
wie  ich  früher  gezeigt  habe  (vgl.  Krystallographisk-kemiske  Undersögelser 
over  de  selensure  Saite,  Kopenhagen  1870.  pag.  58),  wesentlich  von  der 
Verschiedenheit  der  Säuren  abhSngt. 
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wirklich  nach  variablen  Verhältnissen  zusammenkrystallisircn 
können,  scheint  darauf  zu  deuten,  dass  die  Symraetrieverhält- 
nisse  der  verschiedenen  Krystallsysteme  im  Besitze  einer  ge- 
wissen Latitüde  sind. 

Ich  habe  ttbrigens  einige  neuen  Untersuchungen  begonnen, 
in  welchen  ich  ähnliche  Verhältnisse  in  andern  Fällen  der 
Isomorphie  zwischen  Salzen,  welche  verschiedenen  Krystall- 
systemen  angehören,  nachzuweisen  versuche. 

Schwefelsaures  Platlndlamin  '  N*H«PtSO\ 

Tetragonal : 

a:c  =  1  :  1-0250. 

Beobachtete  Formen : 

(111). (001). (113). (201). 
(Tab.  I,  Fig.  5,  6.) 

Das  Salz,  welches  von  Peyrone  dargestellt  und  analysirt 
worden  ist,  krystallisirt  in  sehr  schönen,  farblosen,  ganz  durch- 
sichtigen diamantglänzenden  Octa^dern  durch  die  basische  End- 
fläche abgestumpft.  Sehr  häufig  sind  sie  wie  Fig.  6  nach  diesem 
Flächenpaare  tafelförmig  abgeplattet.  Sehr  untergeordnet  kommen 
die  Flächen  des  dreifach  stumpferen  Octa^ders  vor;  etwas  besser 
ausgebildet  sind  die  Flächen  des  Octaöders  zweiter  Ordnung 
(201),  welche  die  Mittelecken  der  Hauptform  zuschärfen.  Die 
Flächen  dieses  Octafe'ders  treten  selten  vollzählig  auf. 

In  optischer  Beziehung  sind  die  Krystalle  negativ. 

Die  Mittelwerthe  aus  Messungen  an  6  Krystallen,  welche 
nich  zum  genauen  Messen  sehr  gut  eigneten,  sind : 
Anzahl  der 
Krystalle  \  Messungen      Beobachtet         Berechnet 


001:111 

4 

8 

55'  25 ' 

56' 24' 

\   001:111 
'*111:11I 

2 

2 

124»  40  • 

124' 36' 

4 

5 

69°  12' 

— 

111:111 
/  111:113 

2 

2 

110'  47 ' 

110' 48' 

— 

— 

— 

29'  36-5 

001:113 

1 

1 

c25'10' 

25'  47-5 

<  Gerhardt 's  schwefelsaures  Diplatosamin. 

Siub.  d.  mathem-natarw.  01.  LXVI.  Bd.  II.  Abth. 
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Anzahl  der 

Krystalle  |  Messungen  Beobachtet  Berechner 

ail:Ill           5              9  7V6'  71Ml-5f 

Uli:  ITT          4              4  108M6-5'  lOSMS-o' 

(001:201           5              6  63—64**  64**  0' 

|201:20T         —            —  —  52M)' 

i  111: 201           3              6  39*^23'  39**  27-5' 

i  201:021          —             —  —  79M3'. 


Selensaares  Ammonium  (NH*)gSeO*. 

Monoklinisch : 

a.b:c  =  1-2065  :  1 :  1-9013     ac  =  64**  27 ' 

Beobachtete  Formen : 

(001)-(100)-(102)-(011)-(111)-(T11). 
(Tab.  II,  Fig.  7—12.; 

Das  Salz,  durch  Übersättigung  einer  Lösung  von  Selensäure 
mit  Ammoniak  und  Abdampfen  der  Lösung  theils  bei  gelinder 
WärmCj  theils  bei  gewöhnlicher  Temperatur  über  Schwefelsäure 
dargestellt^  krystaJlisirt  sehr  leicht  in  recht  schönen,  farblosen, 
durchsichtigen  säulenförmigen  oder  tafelförmigen  Combinationen 
der  Flüchenpaare  (001). (100). (102)  mit  dem  Klinodoma  (011) 
und  den  am  häufigsten  ziemlich  untergeordneten  Flächen  der 
zwei  Hemipyramiden.  Die  Krystalle  sind  oft  sehr  regelmässig 
ausgebildet  (wie  Fig.  8)  und  in  diesem  Falle  durch  Vorherrschen 
von  (001)  zugleich  mehr  oder  weniger  tafelförmig;  die  —  durch 
Ausbildung  der  Flächen  (001) .  (100) .  102)  im  Gleichgewicht  — 
sKulenfÖrmigen  Krystalle,  zeichnen  sich  in  der  Regel  dadurch 
auB^  dasB  die  Flächen  am  Ende  der  Orthodiagonale  sehr  un- 
regelmässig  —  wie  Fig.  10  —  oder  gar  unvollzählig  —  wie 
Fig,  9  —  ausgebildet  sind. 

Zwillingsbildung  ist  nicht  selten ;  Zwillingsaxe  eine  Normale 
zur  Fläche  (100);  die  Fläche  selbst  Umdrehungsäquator.  Die 
Zwillinge  (Fig.  11)  haben  das  Aussehen  eines  rhombischen 
Prisma*  s. 

Ausgezeichnete  Spaltbarkeit  parallel  den  Flächen  (100)  und 
(001).  Die  Mittelwerthe  der  Messungen  an  10  Krystallen  sind: 
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Anzahl  der 
KrysteUe  I  Messungen       Beobachtet       Berechnet 

*100:001  5  5  64°  27'  — 

roO-.OOl  2  2  115»  33'       115°  33' 

001:102  3  4  47°  3'  47°  7' 

*T00:I02  3  3  68' 26'  — 

1*001:011  4  4  59°  45-5'  — 

I  011:011  2  2  c60°35'         60°29' 

/    100:111  5  ö  44°  2'  44°  0' 

i    100:011  3  3  77°  30'         77°  27' 

)   011:111  1  1  43°  2'  43°  7' 

]   011:111  2  2  33° 26'         33° 27' 

/    111:111  1  1  76° 24'         76° 34' 

^    100:111  3  3  59° 34'         59° 26' 

(   011:102  —  -  -  69°  57' 

j  r02:Ill  2  3  55°  48'         55°  58' 

(   011:lir  1  1  c53°54'         54°  5' 

111:111  -  —  —  75°  52-5' 

111:111         —  —  —  99°  18' 

(001:111  5  6  52° 48'         52° 59' 

)   001:111  1  2  81° 53'         81° 49' 

(    111:111  1  1  45°  5-5'        45°  12' 

(T02)' :  (102)"      1  1  43°  11'         43°  8'. 

Die  Ebene  der  optischen  Axen  ist  senkrecht  zur  Symmetrie- 
ebene; die  erste  Mittellinie  senkrecht  zur  Krystallaxe  b  und 
bildet  mit  der  Hanptaxe  e  einen  Winkel  von  3°  19'.  Der  Character 
im  spitzen  Axenwinkel  ist  positiv;  die  zweite  Mittellinie  der 
Symmetrieaxe  parallel.  —  Eine  Platte  parallel  dem  Symmetrie - 
plane  geschnitten  gab 

102  :  f  =  24°  50'  nnd  001 :  c  =  22°  11 '. 
Hieraas  erhält  man  als  Mittel  001 :  c  =  22°  14  und  das 
Orientationsschema 

(001)  ac  =  22°  14'.    (Tab.  11,  Fig.  12.) 
Die    optischen  Axen  sind  in  den  natürlichen  Krystallen 
durch  das  Flächenpaar  (001)  sichtbar.  Eine  Platte  senkrecht  zur 
ersten  Mittellinie  gab  ' : 

t  An  einer  andern,  nicht  ganz  zur  Mittellinie  senlurechten  Platte 
erhielt  ich  ({AB))  =  37°  48  und  {AB)  =  57°  20' . 
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((AB))  =  37MO',  woraus  (AB)  =  55"  50'. 

Die  Zusammensetzung  ergab  sich  aus  folgenden  Versuchen, 
wo  die  Selensäure  durch  Chromwasserstoflfsäure  zu  seleniger 
Säure  reducirt,  und  alsdann  das  Selen  durch  schwefligsaures 
Natron  ausgefttllt  wurde. 

0-927  Gr.  gaben  0-406  Gr.  Selen  =  43-807^ 
0  •  994  Gr.  gaben  0  -  432  Gr.  Selen  =  43  •  51 . 

Die  Formel  (NH*)jSeO*  erfordert  44-14%  Selen. 

Es  unterliegt  demnach  gar  keinem  Zweifel,  dass  das  Salz, 
welches  neutral  reagirt  und  keine  selenige  Säure  enthält,  die- 
selbe Zusammensetzung  hat,  wie  das  von  Herrn  v.  Lang  * 
beschriebene  rhombische,  mit  dem  schwefelsauren  Ammoniak 
isomorphe  Salz,  mit  welchem  es  in  Hinsicht  auf  die  krystallo- 
graphischen  Eigenschaften  in  gar  keiner  Beziehung  steht.  Es 
scheint  übrigens,  dass  Herr  v.  Lang  schon  früher*  dasselbe 
Salz  gehabt  hat  in  kleinen  nadeiförmigen  Krystallen,  „durch  ein 
Prisma  von  42®  55 '  gebildet,  dessen  spitze  Seitenkanten  ab- 
gestumpft waren".  Die  optischen  Axen  sind  in  den  Prismenflächen 
sichtbar,  „jedoch  ist  die  erste  Mittellinie  sehr  geneigt  zur  Pris- 
menfläche, während  die  zweite  Mittellinie  parallel  zur  Längen- 
richtung ist.  Die  optischen  Axen  selbst  schliessen  einen  bedeutend 
kleineren  Winkel  ein,  als  bei  den  ersten  gewöhnlichen  Krystallen" 
(wo  er  ungefähr  787,**  is*)- 

Das  Prisma  mit  seiner  Abstumpfung  ist  wahrscheinlich  ein 
Zwilling  gewesen,  bei  welchem  die  Winkelverhältnisse  sind : 

(T02)' :  (102)''  =  43*  8       (001)' :  (001)"  =  51"  6 
(001)  :  (100)    =  64*^  27     (102)  :  (100)    =  68"  26', 

wo  die  Winkeldifferenzen  wegen  der  Kleinheit  der  Krystalle 
wohl  unbeachtet  geblieben  sind.  Auch  das  optische  Verhalten 
spricht  ftlr  die  Annahme  der  Identität. 

Ich  habe  mehrmals  die  Darstellung  des  Salzes  wiederholt; 
sowohl  in  ammoniakalischer  als  in  neutraler  Lösung  erhielt  ich 


^  Sitzungsberichte  d.  k.  k.  Ak  ademie.  XLV,  109. 
a  L.  c.  p.  110. 
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immer  das  monoklinische   Salz^   welches  wohl  jedenfalls   das 
gewöhnlichste    sein    muss.    Unter    welchen  Bedingungen    das 
rhombische  Salz  auskrystallisirt,  ist  mir  unbekannt. 
Specifisches  Gewicht  der  Krystalle:  21 02— 2-1 92. 

ünterschwefelsaures  Galcinm  CaS*0ö-f-4H*0. 

Rhombo^drisch : 

An  einigen  sehr  kleinen,  zum  Messen  gut  geeigneten, 
sechsseitigen  Tafeln:  die  Endfläche  (111)  durch  dihexaßdrische 
Bandflächen  der  zwei  Hauptrhomboßder  n:(100).;r(22I)  begrenzt 
beobachtete  ich  die  zwei  Winkel 

111:100  =  59^58' 
100 :  122  =  60"  7-5, 

woraus  man  für  (111). (100)  60°  3'  als  sehr  wahrscheinlichen 
Werth  erhält.  —  An  grössern  Krystallen,  welche  sich  nicht 
messen  Hessen,  beobachtete  ich  kleine  Flächen  der  beiden  */.» 
schärferen  Rhomboöder  \  welche  gewöhnlich,,  wie  die  beiden 
Hauptrhomboöder  dihexa^drisch  ausgebildet,  an  allen  Randkanten 
vorkommen.  An  einigen  Krystallen  kommen  nur  die  Flächen 
des  einen  ^^  schärferen  Rhomboßders  vor;  in  diesem  Falle 
treten  indessen,  einer  Zwillingsbildung  durch  Umdrehung  nach 
der  Basis  zufolge,  seine  oberen  und  unteren  Flächen  als  Zu- 
schärfungen  der  drei  abwechselnden  Randkanten  der  Tafeln  auf. 
Das  specifische  Gewicht  (aus  drei  Versuchen)  2-180. 

Unterschwefelsaures  Mangan  MnS*0**-H6H*0. 

Triklinisch : 

a  :  *  :  c  =  0-6734  :  0-9704  :  1.         Marignac 
001  :010  =  9r  17'     001  :  100  =  62M6 '     100:010  =  86%ö' 
f  =  86^32'  -n  =  117^24'  C  =  95*^4'. 

Die  Krystalle  sind  selten  vollständig  ausgebildet;  gewöhnlich 
trifft  man  nur  kammförmige  Aggregate,  aus  parallel  zusammen- 


1    111:711  =  c50^ 
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gewachsenen  Prismen  ohne  Endflächen  gebildet.  Herr  M  a  r  i  g  n  a  c  * 
hat  indessen  die  folgenden  Formen  beobachtet : 

(110).  (TIO).  (010).  (001).  (TOI).  (100), 

von  welchen  nur  die  drei  ersten  an  den  gewöhnlichen  Krystallen 
vorkommen.  Die  Messungen  sind  wegen  der  schlechten  Aus- 
bildung nicht  im  Besitze  von  sehr  grosser  Genauigkeit ;  indessen 
stimmen  einige  Bestimmungen,  welche  ich  gemacht  habe,  sehr 
gut  mit  den  des  Herrn  Marignac;  ich  beschränke  mich  daher 
dazu,  zwei  Messungen  an  Spaltungsflächen  hier  anzuführen, 
welche  zeigen,  dass  die  Spaltung^richtungen  in  diesem  Salze 
dieselben  sind,  wie  bei  den  folgenden  isomorphen  Salzen;  es  ist 
nämlich  die  Spaltbarkeit  vollkommen  parallel  (110)  und  (HO), 

sehr  gut  nach  (010) 

Marignac 


110:110    63» 30' 

63' 20' 

110:010    61 M6' 

61M0'. 

Das  specifische  Gewicht  1*757  (aus  zwei  Versuchen). 

ünterschwefelsaures  Magnium  MgS*0® -*- 6H*0. 

Triklinisch : 

a:b:c  =  0-6898  :  0-9858  :  1 

001:010  =  89^44'  001 :  100  =  61' 48'  100:010  =  86**  27  ' 

C=89*32'    r,  =  118^  10'    C  =  93**21 
(Tab.  II,  Fig.  13.  Tab.  III,  Fifi^.  14,  15.) 

Beobachtete  Formen : 

(110). (110). (010). (001).  112). (TOI). (112). 

Das  Salz  kommt  sehr  selten  in  vollständig  ausgebildeten 
Krystallen  vor;  in  der  Regel  erhält  man  es  als  gestreifte,  oft 
nadeiförmige  Prismen,  bestehend  aus  den  Flächenpaaren  (HO). 
(010),  zu  welchen  seltener  (TlO)  sich  gesellt.  Häufig  sind  sie 
nach  (010)  tafelförmig;  immer  sind  sie  nach  der  Hauptaxe  c 


1  Recberches  sur  les  forme»  cristallines    de  quelques  composes, 
1855,  p.  31. 
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verlängert.  Wenn  Endflächen  vorhanden,  sind  sie  gewöhnlich  so 
klein  und  undeutlich,  dass  an  Messungen  gar  nicht  zu  denken 
ist;  nur  an  zwei  kleinen  Krystallen  gelang  es  mir,  einige  recht 
zuverlässige  Bestimmungen  zu  erhalten,  welche  erlaubten,  die 
Indices  der  Flächen  festzustellen.  Der  eine  Krystall  (Tab.  III, 
Fig.  15),  nach  (010)  stark  abgeplattet,  zeigte  die  Formen  (001) 
und  (112),  der  andere  (Fig.  14),  an  welchem  die  zwei  Prismen 
vorherrschend  waren,  war  durch  die  Formen  (TOI)  und  (112) 
geschlossen. 

Spaltbarkeit  ausgezeichnet  parallel  (110)  und  (HO),  gut 
nach  (010). 

Die  Mittelwerthe  von  Messungen  an  sechs  Krystallen  sind : 

Anzahl  der 
Krystalle  |  Messungen      Beobachtet  Gerechnet 

t*110:lT0 
}  *I10 :  010 
(  010:110 
(  110:101 
(*I10:n2 

010 :  TOI 
(    TT0:T01 

T01:T12 
(  TT0:T12 
S  010:T12 
\  0T0:TT2 
*0T0 :  001 
1*110:001 
■  001:Ti2 
(  TT0:TT2 
i  001:1T0 
\    T10:T12 

Das  Salz  ist  vollkommen  mit  dem  Mangansalze  isomorph. 

Die  Zusammensetzung  wurde  durch  vorsichtiges  Erhitzen 
bis  zum  Glühen  bestimmt. 
0-979  Gr.  hinterliess  beim  Glühen  0-401  MgSO»  =  40-96  V^-     * 

Der  Formel  MgS«0«H-6H«0,  welche  Heeren  früher  für  das 
Salz  fand,  entspricht 


3 

3 

63' 17' 

— 

4 

60' 56' 

— 

G 

55-  41 ' 

55'  47 ' 

c52V,» 

51' 26' 

90»  26' 

— 

87»  7' 

86' 34' 

49»  54' 

50' 3' 

41' 50- 

41-40-5' 

91' 35' 

91°  43-5' 

c64' 

65' 9' 

62' 28' 

62' 49'. 

91'  16' 

— 

66'  15' 

— 

51' 25' 

51' 7' 

— 

— 

— 

62' 38' 

66' 30' 

66'  18-5' 

c65'50' 

66-59'. 
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MgSO*  41-09  %     Gefunden  40-96. 

Das  Salz  ist  in  Wasser  sehr  leicht  löslich;  es  hält  sich 
unverändert  an  der  Luft. 

Specifisches  Gewicht,  als  Mittel  aus  zwei  Versuchen,  1-666. 

Unterschwefelsaures  Nickel  NiS«06-*-6H«0. 

Triklinisch : 

a:6:r  =  0-6842:  0-9819:1 

001:010  =  88^38-5'  001:100  =  6^43'  100:010  =  86^7-5' 

f=  89^*29'    Y3  =  118**  15-5'    {  =  93^37'. 

Beobachtete  Formen: 

(110). (110). (010). (101). (011). (011). (112). (112). 
(Tab.  II,  Fig.  13.  Tab.  III,  Fig.  16,  17.) 

Das  Salz,  von  der  gewöhnlichen  grünen  Farbe  der  Nickel- 
salze, ist  im  äusseren  Habitus  dem  Magniumsalze  ganz  ähnlich ; 
nur  beobachtet  man  häufiger  Endflächen,  einer  ziemlich  grossen 
Anzahl  verschiedener  Formen  angehörig.  Von  den  verticalen 
Flächen  ist  das  Paar  (HO)  fast  immer  vorherrschend,  oft  in  der 
Weise,  dass  die  Krystalle  in  dieser  Richtung  tafelförmig  werden. 
Die  Hauptaxe  ist  immer  die  Richtung  der  grössten  Ausdehnung. 
Die  vollständig  ausgebildeten  Krystalle  sind  klein,  die  Endflächen 
fast  immer  undeutlich  und  wenig  spiegelnd.  Der  gewöhnlichste 
Formencomplex  ist  (110). (110). (010). (101)  wie  Fig.  16.  An 
andern  Combinationen  habe  ich  die  Endflächen  (TOI)  und  (011) 
oder  in  einem  Falle  (112). (Oll). (011)  beobachtet.  Die  voll- 
ständige Form  ist  in  Fig.  17,  Tab.  III  abgebildet. 

Ausgezeichnete  Spaltbarkeit  parallel  (110)  und  (110);  gute 
nach  (010). 

Die  Mittelwerthe  aus  Messungen  an  acht  Krystallen  sind : 

Anzahl  der 
Krystalle  |  Messungen      Beobachtet         Gerechnet 

r*110:ll0  5  5  63**  2'  — 

J*010:T10  6  9  6n8'  ~ 

(  010:110  5  5  55Mr  55 MO' 
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Anzahl  der 

KrystaUe  ! 

!  Messungen 

Beobachtet 

Gerechnet 

1*110:101 

5 

6 

51»  12' 

^_ 

iroioTi 

2 

2 

51—52» 

51»  r 

(    irO:TT2 

2 

2 

f90*0' 

89°  51 ' 

010 :  TOI 

4 

4 

86»  46 ' 

86»  46 ' 

T10:T12 

2 

2 

c64°0' 

64°  51 

/*no:roi 

3 

4 

49»  40' 



)   110:112 

1 

2 

c8«°28' 

88»  30' 

)    110:011 

1 

1 

c50» 

47»  58' 

\  *I01  :  ri2 

2 

2 

41»  50' 

— 

(  010:011 
1   010:011 

1 

1 

<-48»  10' 

48»  48' 

— 

— 

— 

47»  18' 

\   110:f001] 

— 

— 

— 

66»  9-5' 

)  rio:rr2 

1 

1 

c62»50' 

62»  19 ' 

010:112  1  1  e61V,"  62^88'. 

Vollkommen  isomorph  mit  den  Mangan-  und  Magniumsalzen. 

Die  Zusammensetzung  ist  früher  von  Heeren  bestimmt. 

1-355  Gr.  bis  zum  schwachen  Glühen  erhitzt  hinterliess  0-6425  Gr. 
NiSO*,  47-427^  entsprechend;  in  WeissglUhhitze  wurde 
alle  Schwefelsäure  weggetrieben.  Der  Rest  0-308  Gr.  = 
22-73  V^NiO. 

Heeren s  Formel  NiSW-f-6H*0  entspricht 

Gefunden 

NiO  22-707^ 

NiSO*        47-247o 

Das  specifische  Gewicht  der  KrystaUe  ist  in  zwei  Versuchen 
zu  1-908  bestimmt. 

ünterschwefelsaures  Zink  Zn8«0«-+-6H«0. 

Triklinisch,  isomorph  mit  den  oben  beschriebenen  analogen 
Salzen.  Der  Habitus  der  KrystaUe  voUständig  wie  der  des 
Magninmsalzes.  Ich  habe  indessen  hier  niemals  durch  Endflächen 
geschlossene  KrystaUe  gefunden.  Aus  einigen  guten  Messungen 
an  kleinen  Nadeln  oder  SpaltungsstUcken  von  grössern  Krystallen 
ergibt  sich 
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110:  110  =  62**  58' 
010:110  =  61^  18' 
010: 110  =  55**  34'. 

Die  Spaltungsverhältnisse  ganz  wie  bei  dem  Magniumsalze. 
M655  Gr.  hinterliess  nach  schwachem  Gltthen  0-563  Gr.  ZnSO* 
=  48*31 7o   und  nach  Erhitzen  bis   zur  Weissglühhitze 
0-283  Gr.  ZnO  =  24-80%. 

Die  von  Heere ns   angegebene  Formel  ZnS^O^ -i- 6H*0 
erfordert 

Gefunden 

ZnO  24-327^  24-28 

ZnSO*        48-35  48-31. 

Das  specifische  Gewicht  ist  nach  zwei  Versuchen  1-91 5. 

ünterschwefelsaures  Cadmium  CdS*Oö-4-6H*0 

Triklinisch: 

a:b:c=l:  0-8315 :  08146 
001:010  =  90^5'  001 :100=  73M3'    100:010  =  112**  17-5' 
|=96M5-5'    r;  =  107^52'         (^  =  66^55'. 
Beobachtete  Formen : 

(100).  (001).  (010).  (110).  (211).  (Oll) 
(Tab.  III,  Fig.  18,  19.) 

Das  Salz,  durch  Doppelzersetzung  von  unterschwefelsaurera 
Baryum  mit  schwefelsaurem  Cadmium  dargestellt,  krystallisirt  in 
farblosen,  wasserhellen,  oft  ziemlich  grossen  Krystallen,  an 
welchen  die  Flächen  (100). (010). (110). (001)  gut  ausgebildet 
sind,  während  die  Flächenpaare  (Oll)  und  (2lT)  sehr  unter- 
geordnet und  selten  wegen  ihrer  Krümmung  messbar  sind.  Die 
Krystalle  sind  gewöhnlich  nach (100) tafelförmig;  durch  paralleles 
Zusammenwachsen  —  nach  (010)  —  mehrerer  solcher  Tafeln, 
bildet  sich  bei  laugsamem  Verdunsten  der  Lösung  oft  nur  eine 
einzelne  sehr  grosse  Krystallplatte ,  deren  Band  durch  die 
Flächen  (001)  und  (010)  der  einzelnen  Individuen  treppenfönnig 
erscheint. 
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Anzahl  der 

Krystalle 

I  Messnngen 

Beobachtet 

Gerechnet 

110 

6 

6 

62°  9' 

— 

110 

3 

3 

50M4' 

50»  8-5' 

010 

6 

6 

112»  17-5 



001 

4 

5 

90»  45' 



011 

1 

1 

45' 5' 

45»  1' 

001 

5 

7 

73°  13' 

-- 

001 

1 

1 

76»  57' 

76»  50' 

2T1 

2 

2 

72-23' 

— 

211 

1 

1 

49»  24' 

49»  20' 

on 

1 

1 

68»  20' 

68»  41 ' 

211 

1 

1 

77»  20' 

77»  34'. 

Kiystallographisch-chemiscbe  Untersuchungen.  27 

Ansgezeicbnet  spaltbar  nach  (100),  got  nach  (110). 
Die  Messnngen  an  acht  Krystallen  ergaben : 


1*100! 

010; 

1*100; 

(*010: 

(  001: 

*100; 

110; 

*00l! 

\    100; 

)    211; 

010; 

Die  Zusanunensetzong  wurde  durch  Erhitzen  des  Salzes  bis 
zum  Glühen  bestimmt ;  der  Rückstand  war  CdSO*. 
M645  Gr.  hinterliess  0-633  Gr.  CdSO*  =  54-83 «/„ 
0-980  Gr.  hinterliess  0-538  Gr.  CdSO»  =  54-90%. 

Der  Formel  CdS«08-H6H»0  entspricht 

Gefunden 

CdSO»  =  54-74%  54-86. 

Obgleich  das  Salz  demnach  dieselbe  Zusammensetzung  hat, 
wie  die  oben  beschriebenen  Salze  des  Magniums,  Mangans  u.  s.w., 
scheint  es  dennoch  nicht  mit  ihnen  isomorph  zu  sein.  Zwar  sind 
die  "Winkelverhältnisse  der  Zone  (100).(11()).(010)  beim  Cad- 
miomsalze  mit  denjenigen  der  Zone  (110). (001). (112)  bei  den 
andern  Salzen  übereinstimmend,  indem 

für  Cd8«0«  filr  MgS*0« 

100: 010  =  67»  43'  110  :  001  =  66»  15' 

110 :  010  =  50»  8 '  001 :  112  =  51»  7 ' 

100: 110  =  62»  9'  110:112  =  62»  38' 

aber  zwischen  den  übrigen  Formen  scheint  gar  kein  Znsammen- 
hang stattzufinden;  auch  die  Spaltungsrichtnngen  sind  bei  den 
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zwei  Salzen  verschieden.  Ich  habe  daher  die  Krystalle  des 
Cadmiumsalzes  für  sich  aufgestellt,  ohne  Rücksicht  auf  diese 
„Zonenisoraorphie'*  zu  nehmen. 

Das  Salz  ist  in  Wasser  sehr  leicht  löslich,  und  zerfliesst  an 
feuchter  Luft. 

Das  specifische  Gewicht  der  Krystalle:  2-272. 

Unterschwefelsaures  Eisen  FeS*0«-f-7H«0. 

Triklinisch : 

a:h:c  =  l  :  0-4498  :  0-4243 

001:010=8^2'  001: 100  =  62**  52'   100:010=102^43-5' 

£=  107**  10-5''      n  =  120^*36'         C  =  70**  38-5'. 

Beobachtete  Formen : 

(100). (110). (010). (001). (101). (201). (011). 211). (011) 
(Tab.  IV,  Fig.  20-23.) 

Das  Salz,  durch  Doppel-Decomposition  des  unterschwefel- 
sauren Baryums  mit  schwefelsaurem  Eisen  dargestellt,  krystalli- 
sirt  bei  gewöhnlicher  Temperatur  aus  der  Lösung  in  hellgrünen, 
durchsichtigen,  kurz  säulenförmigen  Combinationen  (100). (110). 
(010),  oben  durch  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  Flächen 
geschlossen.  Am  häufigsten  beobachtet  man  Flächen  der  Formen 
(TOI),  (001),  (Oll)  und  (211)  wie  Fig.  22  und  23.  Nicht  selten 
sind  diese  Formen  unvollzählig,  wodurch  die  Krystalle  ein  sehr 
unregelmässiges  Aussehen  erhalten.  Bisweilen  beobachtet  man 
jedoch  sehr  schön  ausgebildete  kleine  Krystalle,  an  welchen  der 
ganze  Formencomplex  vorhanden  ist  (Fig.  21,  wo  jedoch  die 
Flächen  (011)  nicht  eingezeichnet  sind).  Die  Krystalle  sind 
gewöhnlich  nach  den  Flächenpaaren  (100)  oder  (110)  etwas 
abgeplattet. 

Spaltbarkeit  ausgezeichnet  parallel  (100),  gut  nach  (110). 

V7eil  die  Lösung  des  Salzes  selbst  beim  Verdunsten  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  über  Schwefelsäure  oder  im  luftleeren 
Räume  langsam  zersetzt  wird,  indem  ein  basisch  schwefelsaures 
Eisenoxyd  sich  ausscheidet,  sind  die  Flächen  gewöhnlich  etwas 
durchgefressen  und  die  der  untergeordneten  Formen  wenig 
spiegelnd.  Die  Messungen  besitzen  daher  nicht  die  erwtinsch- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Krystallographisch -chemische  Untersuchungen.  29 

]ichste  Genauigkeit.  Es  ist  mir  indessen  dnrcb  Vervielfachung 
der  Messungen  gelungen,  wenigstens  die  Hauptwinkel  mit  ziem- 
licher Zuverlässigkeit  zu  bestimmen. 

Die  Mittelwerthe  von  Messungen  an  zwölf  Krystallen  sind : 

Anzahl  der 
Kryst^le  I  Messangen      Beobachtet  Gerechnet    - 

i*ltiO:110  6  H  74"  2'  — 

<*100:0T0  8  8  77M6-5'  — 

(   010:110  5  6  28°  41'  28°  41-5' 

100:001  5  6  62° 59'  62° 52' 

100:101  4  4  91°, W  91°  41' 

001:101  -  —  -  25°  27' 

001:201  —  —  -  51°  32' 

1*100:011  6  6  57° 51'  — 

■    100:211  4  5  78°  12'  78°  13-5' 

'   011:211  3  3  <-44°20'  43°  56' 

(    110:011  3  3  f36°40'  36°  55' 

110:101  5  5  73°  2-5'  73°  1 ' 

(    110:211  7  7  54°  22'  54°  13-5' 

110:011  3  3  <-72V4°  71°  54' 

.    010:211  5  5  60°  38'  60°  36' 

010:201  1  1  c71°  69°  19' 

(   211:201  1  1  <-49°  50°  5-5 

010:011  3  4  54°  10'  54°  28-5' 

1*001:010  6  6  81°  2'  — 

1   010:011  1  1  <-44°  44°  10' 

'    001:011  3  3  r44°45'  44°  29-5' 

*110:001  3  3  67°  47'  - 

211:001  1  1  62°  57'  63°  10'. 

1-1275  6r.  hinterliessen  beim  Erhitzen  bis  zum  starken  Gltthen 
0-264  Gr.  Fe'O»,  16-37  »/„  Eisen  entsprechend. 

1029  Gr.  verlor  über  Chlorcalcinm  0-0565  Gr.  Wasser  =  5-48»/o. 
Beim  Glühen  bUeb  0-2415 Gr.  Fe«0»  (=  16-41  »/«Fe),  wel- 
ches mit  Salpetersäure  befeuchtet  und  nochmals  geglüht, 
keine  Gewichtsreränderung  erlitt. 
Der  Formel  FeSH}» -+- 7H*0  entspricht  16-387„  Fe. 
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Das  Salz  verliert  ttber  Chlorcalcium  1  Mol.  Wasser:  Gefun- 
den 5-48  Vo>  berechnet  5-26  Vo- 
ll e  er  en  hat  früher  für  das  anterschwefelsaure  Eisen  die 
Formel  FeS*0^ -i- öH^O  angegeben.  Er  hat  indessen  die  Analyse 
in  der  Weise  ausgeführt,  dass  er  das  Salz  durch  behutsames 
Erhitzen  in  FeSO*  (49'05  %)  verwandelte.  Es  wird  indessen  wohl 
schwierig  sein,  hier  alles  Wasser  auszutreiben  und  die  Unter- 
schwefelsäure  vollständig  zu  zersetzen,  ohne  dass  man  die  Hitze 
so  viel  steigert,  dass  schon  eine  Decomposition  des  FeSO*  ein- 
tritt. In  diesem  Falle  erhält  man  einen  zu  kleinen  Rückstand, 
ebenso  wie  man,  wenn  das  „FeSO*"  noch  Wasser  und  unter- 
schwefelsaures Salz  enthält,  einen  zu  grossen  Best  erhält  Ich 
bin  dazu  geneigt,  anzunehmen,  dass  dies  letztere  der  Fall  in 
Heeren's  Analyse  gewesen  ist. 

Das  Salz  hält  sich  ziemlich  gut  an  der  Luft  bei  gewöhn- 
licher Temperatur,  aber  schon  bei  25 — 30**  beginnt  es  unter  Was- 
serverlust zu  verwittern.  Es  ist  im  Wasser  leicht  löslich,  aber  die 
Lösung  wird  beim  Stehen  oder  Erwärmung  —  in  diesem  Falle 
sehr  schnell  —  zertheilt. 

Das  spec.  Gewicht  fand  ich  in  einem  Versuche  =  1-875. 

Unterschwefelsaures  Kobalt  Coi3«0<5-f-8H*0. 

Triklinisch : 

a:b:c  =  1:  0-8682  :  0-9748 

010:001=72*^24'     100:001  =  89'  10'      100:010  =  74^^  39' 

C=  108*^14'     n  =  85^  12'     C  =  106M'. 

Beobachtete  Formen : 

(001). (100). (010). (110). (ITI). 
(Tab.  IV,  Fig.  24,  25.) 

Es  krystallisirt  sehr  leicht  in  schönen,  regelmässigen  Kry- 
stallen  von  der  Farbe  des  schwefelsauren  Kobalts.  Sie  sind  nach 
der  A-Axe  verlängert  und  theils  säulenförmig  —  mit  (001)  (100) 
im  Gleichgewichte  —  theils  tafelförmig  —  nach  (001)  —  aus- 
gebildet Die  Flächen  der  Formen  (HO)  und  (Hl)  kommen  an 
allen  Krystallen  vor,  haben  aber  eine  sehr  geringe  Ausdehnung ; 
die  (Hl)  sind  zugleich  matt  und  zur  Messung  wenig  geeignet. 
Nur  an  ein  Paar  Krystallen  gelang  es  mir  einige  zur  Berechnung 
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brauchbare  BestimmuDgen  zu  erhalten.  Die  übrigen  Flächen  sind 
sehr  glänzend. 

Ausgezeichnete  Spaltbarkeit  parallel  (001);  sehr  gute  nach 
(100). 

Die  Mittelwertbe  der  Bestimmungen  an  zehn  Krystallen  sind : 


Anzahl  der 

Kristalle  |  Messungen 

Beobachtet 

Berechnet 

(»100:010 

5 

.    5 

74»  39' 



j  010:110 

3 

3 

c45»30' 

45»  37-5' 

(   100:110 

3 

3 

60»  20' 

59»  44' 

<  001 :  100 
<*001:I00 

3 

3 

89»  50' 

89»  50' 

5 

6 

90»  10' 

— 

*001 :  010 

5 

5 

72°  24' 

— 

i  001:110 

4 

4 

74»  25' 

— 

j   001:111 

5 

5 

62»  22' 

62»  32' 

(  110:  in 

— 

— 

— 

43»  14' 

*100:1T1 

2 

2 

62M2' 



1-089  6r.  hinterliessen  beim  sehr  massigen  Glühen  0-467  Gr. 
CoSO*  =  42-88%. 

1-022  verloren  über  Chlorcalcium  0-0955  Gr.  Wasser  =  9-34  V^- 
Bei  sehr  schwachem  Glühen  blieb  0-436  Gr.  CoSO*  = 
42-66  7o'  Dieser  Rest  wurde  einer  sehr  intensiven  Glüh- 
hitze ausgesetzt;  das  hiedurch  zurückgebliebene  Kobalt- 
oxyd gab  im  Wasserstoflfstrome  geglüht  0-165  Gr.  metalli- 
sches Kobalt  =  16-15%. 

0-748  Gr.  verlor  über  Chlorcalcium  0-0755  Gr.  Wasser  =  10-1  %• 

Der  Formel  CoS*0«-f-8H«0  entspricht: 

Gefunden 


Co 

16-25Vo 

16-15 

CoSO« 

42-69 

42-88 

42-66. 

Heeren  hat  früher  ein  unterschwefelsaures  Kobalt  als  eine 
^ondeatlich  krystallisirte  Masse"  erhalten,  ftlr  welches  er  die 
Formel  mit  6H*0  fand,  also  dieselbe  Zusammensetzung,  welche 
das  oben  beschriebene  Salz  erhält,  wenn  es  über  Schwefelsäure 
oder  Chlorcalcium  getrocknet  wird.  (Es  verliert  nämlich  2  Mol. 
Wasser :  berechnet  9-92,  gefunden  9-67.) 
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Das  Salz  ist  in  Wasser  leicht  löslich ;  es  hält  sich  ohne  Ver- 
änderung in  feuchter  oder  kalter  Luft,  während  es  in  trockener 
oder  warmer  Luft  schnell  verwittert. 

Sein  spec.  Gewicht  fand  ich  in  drei  Versuchen  =  1-8155. 

Arsensaures  Kalium  KH-AsO*. 

Tetragonal : 

^/ :  r  =  1  :  0-6G33. 

Beobachtete  Formen : 

(110).  (111).  (551). 
(Tab.  IV,  Fig.  26.) 

Das  Salz,  welches  mit  dem  analogen  phosphorsauren  Salze 
vollständig  isomorph  ist,  krjstallisirt  in  kleinen,  oft  trüben,  nach 
der  Hauptaxe  säulenförmigen  Combinationen  des  Prisma's  mit 
dem  Octaäder  (111).  Die  Prismenflächen  sind  seidenglänzend 
und  sehr  häufig  krumm.  An  einem  einzelnen  Krystalle  habe  ich 
sehr  schlecht  ausgebildete  Flächen  eines  sehr  spitzen  OctaSders, 
welches  in  der  Zone  (110). (111)  liegt  und  die  Combinations- 
kanten  der  zweien  Hauptformen  abstumpft,  beobachtet.  Nach 
einer  approximativen  Messung  scheinen  seine  Indices  (551)  zu 
sein. 

Die  Mittelwerthe  aus  Messungen  an  eilf  Krystallen  sind : 

Anzahl  der 
Krystalle  |  Messungen       Beobachtet         Berechnet 


111 

:I11 

9 

14 

57°  52' 

— 

111 

:rri 

6 

8 

86»  21-5' 

86°  20 

111; 

;110 

3 

4 

46»  51 ' 

46"  bO 

111; 

:no 

4 

4 

133°  16' 

133°  10 

110; 

;551 

1 

1 

cl2''0' 

12°  3' 

Specifisches  Gewicht  2-862.  (Nach  Schiff  2-832.) 

Arsensanres  Ammoninm  AH'^.H*AsO\ 

Tetragonal : 

«  :  c  =  1  :  0-7096. 

Beobachtete  Formen : 

(llO).(lll) 
(Tab.  IV,  Fig.  26.; 
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Schöne,  wasserhelle,  regelmässig  ausgebildete  Krystalle,  an 
welchen  bald  das  Octaßder,  bald,  das  Prisma  vorwiegt;  im  letzten 
Falle  sind  sie  nach  zweien  parallelen  Prismenflächen  tafelförmig. 

Keine  deutliche  Spaltungsrichtung. 

An  zwölf  Krystallen  habe  ich  folgende  Mittelwerthe  erhalten : 


Anzahl  der 

Kryetalle 

Messungen 

Beobachtet 

Berechnet 

*111: 

111 

9 

11 

60°  7' 



110 

111 

9 

15 

44»  54-5' 

44°  54' 

111 

ill 

2 

2 

90M0' 

90°  12' 

111 

111 

4 

4 

89°  54' 

89°  48 ' 

110 

110 

2 

2 

90' 0-5' 

90°  0'. 

Specifisches  Gewicht  2-308.  (Nach  Schiff  2-249). 

Chlorsaures  Stronttnm  SrCl«0«- 
Rhombi&ch,  hemimorph: 

a.bic  =  1:0-9174:  0-6003. 

Beobachtete  Formen : 

(111). (110). (311). 
(Tab.  V,  Fig.  27.) 

Das  Salz  —  durch  Lösung  von  kohlensaurem  Strontium  in 
wässeriger  Chlorsäure  dargestellt  —  krystallisirt  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  in  farblosen,  in  der  Regel  trüben  Combina- 
tionen  eines  Octaöders  mit  dem  Prisma,  welches  gewöhnlich  sehr 
untergeordnet  ist.  An  fast  allen  Krystallen  finden  sich  Flächen 
des  Oetaßders  (311),  welche  indessen  nur  zur  Hälfte  ausgebildet 
Hinä,  nämlich  als  zweiflächige  Abstumpfung  der  im  Hauptschnitte 
a  c  liegenden  oberen  (oder  unteren)  Combinationsecken  des  Pris- 
ma's  und  des  Grundoctaöders  (Fig.  27). 

Die  Krystalle  sind  nach  allen  Richtungen  gleichförmig  aus- 
gebildet. Die  Flächen  sind  uneben  und  werden  —  wegen  der 
Zerfliesslichkeit  des  Salzes  —  sehr  schnell  an  der  Luft  feucht. 
Die  Messungen  sind  deshalb  —  wiewohl  ich  sie  in  einem  Zim- 
mer, Vfo  die  Temperatur  auf  25**  gehalten  wurde,  vornahm  — 
ziemlich  unsicher. 

Die  Mittelwerthe  sind : 

Sitzb.  d-  mathem.-natttrw.  Cl.  LXVI.  Bd.  11.  Abth.  3 
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Anzahl  der 
Krystalle  |  Messungen        Beobachtet  Berechnet 

nilrlll         4  8  58^35'  — 

3  5  53^5'  53M9-5' 

3  4  29^53'  29^40' 

1  1  C113V,**  112^50' 

2  2  82*^59'  83M1' 

4  6  96M9'              — 
1  1  48M1'  48**  24-5' 
1  1  95M0'  94*^56' 
4  4  35*^24'  35M6'. 

0*88 1  Gr.  wurde  mit  Schwefelsäure  eingedampft  und  geglüht. 
Das  schwefelsaure  Strontium  wog  0-632  =  40-487^  SrO. 

0*572  Gr.  mit  wässeriger  schwefeliger  Säure  eingedampft,  hinter- 
Uess  0-4125  Gr.  SrSO*  =  40-697^  SrO. 

1*324  Gr.  wurde  mehrere  Tage  mit  wässriger  schwefeliger  Säure 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  behandelt,  der  Überschuss 
der  schwefeligen  Säure  durch  Zusatz  von  zweifach-chrom- 
saurem Kalium  entfernt;  und  dann  die  zu  Chlorwasserstoff- 
säure reducirte  Chlorsäure  als  Chlorsilber  bestinunt.  — 
1-481  Gr.  AgCl  =  27-757^  Cl. 
Die  Formel  SrCl^O«  erfordert 


Procent 

Gefunden 

SrO  =  103-6 

40-79 

40-48     40- 

Cl     =     71-0 

27-89 

27-75. 

Das  Salz  ist  in  Wasser  sehr  leicht  löslich;  an  der  Luft  zer- 
fliesst  es  schnell. 

Bromsaures  Kupfer  CuBrH)«-f-6H«0. 

Regulär. 

Combinationen  des  OctaMers  mit  untergeordneten  HexaSder- 
flächen.  Das  Salz  krystallisirt  ziemlich  leicht  in  oft  sehr  grossen, 
lazurblauen,  octa^drischen  Krystallen,  deren  Flächen  knimm 
und  deren  Kanten  abgerundet  erscheinen.  Die  grösseren  Kri- 
stalle sind  trttbe;  an  kleinen  durchsichtigen  OctaSdem  habe  ich 
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indessen  constatirt,  dass  sie  einfach  brechend  sind,  indem  sie 

gsr  keine  Wirkung  auf  das  polarisirte  Licht  ausüben. 

1*8950  Gr.  wurden  mit  Schwefelwasserstoff  behandelt;  das 
Schwefelkupfer  mit  Schwefel  im  Wasserstoffstrome  geglttht, 
wog  0-354  Gr.,  18-68%  CuO  entsprechend. 

0-2978  Gr.  wurde  mit  Jodkalium  und  Salzsäure  versetzt,  das 
hiedurch  freigemachte  Jod  durch  eine  Lösung  von  unter- 
schwefeligsaurem  Natron  (1000-5  Gr.  =  12-7  Gr.  Jod) 
titrirt.  Verbraucht  wurden  90-7  CC,  01151  Gr.  Jod  ent- 
sprechend.  Da  das  Kupfer  durch  das  Jodkalium  als  Kupfer- 
jodUre  unter  Freiwerden  von  einem  Atome  Jod  gefällt  wird, 
gibt  in  diesem  Falle  ein  Molecül  des  bromsauren  Salzes 
nicht  wie  gewöhnlich  12,  sondern  13  Atome  Jod: 

<?uBr«0«-f-  14KJ-H 12HC1  =  CuJ-f-2KBr-f-12KCl-f-6H«0-f-13J. 

Die  Menge  des  entbundenen   Jods  0-1151  Gr.  entspricht 
demnach  56-20  ^^  Br«0\ 

Die  Formel  CuBr*0«-f-6H«0  *  erfordert: 

Procent         Gefunden     Rammeisberg 

CuO     =  79-4       18-58  18-68  19-73 

Br*05  =  240        56-15  56-20  56  06. 

Das  Salz  ist  isomorph  mit  dem  von  Herrn  Rammeisberg 
früher  dargestellten  Magnesium,  Nickel,  Kobalt-Salzen. 

Specifisches  Gewicht  2-583  (aus  drei  Versuchen). 

Bromsanres  Cadmium  CdBr*0» -+- 2H*0. 

Rhombisch: 

a:b:c  =  1:  0-98845  :  0-7392. 

Beobachtete  Formen : 

(100).  (110). (120). (320). (011). (101). (201). (001). (111). 

(121).  (122). 
(Tab.  V,  Fig.  28—31.) 


1  Herr  Rammeisberg  hat  früher  das  Salz  dargestellt;  er  erhielt 
•es  als  undeutliche  blaugrttne  Krystalle,  für  welche  er  die  Formel 

CuBr«0«4-5H«0 
annahm.  Seine  Analyse  stimmt  indessen  eben  so  gut  mit  der  Formel  mit 
ß  Mol.  Wasser. 

3* 
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Das  Salz  kryslallisirt  aus  der  ziemlich  concentrirten  Lösnng 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  in  sehr  schönen,  farblosen,  wasser- 
hellen, diamantglänzenden,  nach  der  Hanptaxe  verlängerten  Ery- 
stallen,  an  welchen  man  gewöhnlich  eine  sehr  grosse  Anzahl 
Flächen  beobachtet  Die  vorherrschenden  Formen  sind  (100). 
(120). (011). (101);  die  PinakoYdflächen  (100)  sind  besonders 
sehr  ausgedehnt ;  häufig  erscheinen  die  Krystalle  in  dieser  Rich- 
tung abgeplattet.  Von  den  übrigen  Formen  trifft  man  fast  an 
allen  Krystallen  die  zwei  Prismen  (110)  und  (201),  Fig.  30, 
und  die  Pyramide  (121);  aber  auch  das  Prisma  (320)  und  die 
Pyramiden  (111),  (122)  sind  nicht  selten;  die  Flächen  der  Pyra- 
miden sind  jedoch  selten  an  allen  Ecken  gleichzeitig  ausgebildet. 
Krystalle,  an  welchen  der  ganze  Formencomplex  ausgebildet 
war  (wie  Fig.  31  und  29),  und  welche  eine  ausserordentlich 
regelmässige  Gestalt  besassen,  sind  jedoch  nicht  ungewöhnlich. 

Die  Flächen  sind  sehr  glänzend;  die  kleineren  haben  fast 
Diamantglanz ;  die  grösseren  sind  häufig  gestreift  —  namentlich 
die  Flächen  (100),  welche  fast  immer  mehrere  Spiegelbilder 
gaben.  Die  Messungen  sind  im  ganzen  sehr  übereinstimmend, 
indem  die  Kantenwinkel,  in  welchen  die  Flächen  der  vorhenr- 
sehenden  Formen  eingehen,  nur  an  sehr  kleinen  nadelförmigen 
Krystallen,  wo  die  Flächen  ohne  Streifung  auftraten,  bestimmt 
wurden- 

Keine  deutlichen  Spaltungsrichtungen. 

Die  Mittelwerthe  von  Messungen  an  eilf  Krystallen  sind : 
Anzahl  der 
Krystalle  |  Messungen      Beobachtet         Berechnet 

6  7  52^*36'  — 

7  12  63^37'  63M2' 
2  3  7r0'  70^*58' 
4  4  18M6'  18^22' 
1  1  45^*20'  45^20' 
1  1  cir20'  ir20' 

1  1  33^*59'  34**  0' 

2  4  89^57  90^*0' 
6              7             53^26'  53**  31-5' 

1  3  36*^31'  36^28-5' 

2  2  73M'  72^57' 
2               2              34M1'           34*^4-5' 
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Anzahl  der 
Krystalle  |  Messungen      Beobachtet         Gerechnet 

100:011  3  7  89''40— 90''4'  90' 0' 

011:111  4  4  30»  36'  30»  37-5 

100:111  2  2  59»  5'  59°  22-5' 

100:122  1  1  «73° 10'  73» 31' 

011:122  2  2  cl6»45'  16»  29' 

I   100:121  4  5  67»  46'  67»  40' 

i   121:121  2  2  44»  46'  44»  40' 

(  001:011  3  4  36»  41'  36»  47-5' 

1*011  :Ori  5  6  73»  35'  — 

120:101  2  5  74» 42'  74» 44' 

120:011  6  13  57»  30'  57»  31-5' 

001:120  3  9  90»  0'  '  90»  0' 

001:121  3  3  58»  48'.  59»  4' 

001:122  2  2  c39»45'  39»  49-5'   . 

120:122  1  1  50»  23'  50»  10-5' 

120:121  2  2  30» 55'  30» 56' 

001:111  1  1  46» 22'  46° 26' 

110:111  1  1  43» 24'  43° 34' 

101:121  1  1  50»  25'  50°  15-5' 

101:111  1  1  30»  45'  31»  1» 

(   111:121  1  1  19»  14'  19»  14-5' 

/    101:011  5  10  49»  54'  49»  54-5' 

\   110:011  4  4  64» 40'  64» 47' 

110:101  1  1  65»  13'  65»  18-5' 

j  011:121  3  3  29» 11'  29» 17' 

[    110:121  1  1  35»  40'  35»  30-5' 

1*177  6r.  mit  Schwefelsäure  eingedampft  und  einer  GlUhung 
unterworfen,  gaben  0-602  Gr.  CdSO*,  31-48%  entsprechend. 

0-3283  Gr.  mit  Jodkalium  und  Chlorwasserstoffsäure  versetzt, 
wurde  mit  unterschwefligsaurem  Natron  titrirt  (1000-5  CC. 
12*  7  Gr.  Jod  entsprechend).  Der  angewandten  Menge  des 
nnterschwefligsauren  Natrons,  nämlich  97-85  CC.  ent- 
spricht 59-58  »/„  Br»0^ 


( 


t  Zwischen  89**  43'  und  90«>  17'  schwankend. 
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Die  Formel  CdBr^O« -4- 2H«0  erfordert: 

Procent        GefuBden 


CdO  =  128 

31-68 

31-48 

Br*0*  =  240 

59-41 

59-58. 

Herr  Rammeisberg,  welcher  früher  dasselbe  Salz*  un- 
tersucht hat,  fand  33-387^,  CdO  und  61-92%  Br20^  der  Formel 
CdBrW-f-H*0  entsprechend.  —  Nach  meinen  Versuchen  hat 
das  bromsaure  Salz  dieselbe  Zusammensetzung  wie  das  von 
Wächter  dargestellte  chlorsaure  Cadmium. 

Die  Krystalle  sind  in  Wasser  sehr  leicht  löslich  und  halten 
sich  unveränderlich  an  der  Luft. 

Das  specifische  Gewicht  =  3-758.  (Aus  drei  Versuchen.) 

Basisch-chlorsaures  Quecksilber  HgCl^O« .  HgO  -f-  H«0. 
Rhombisch : 

a:b:c  =  1:  0-7974  :  0-64595, 

Beobachtete  Formen: 

(010).  (110).  (100).  (011).  (031).  (111).  (001). 
(Tab.  V,  Fig.  32;  Tab.  VI,  Fig.  33,  34.) 

Das  Salz,  durch  Lösen  von  ttberschtissigem ,  geiUUtem 
Quecksilberoxyd  in  wässeriger  Chlorsäure  dargestellt*,  krystalli- 
sirt  bei  gewöhnlicher  Temperatur  durch  langsame  Verdunstung 
der  Lösung  in  farblosen,  durchsichtigen,  glänzenden  Tafeln  von 
den  Flächen  (010). (110). (011). (100)  gebildet.  Bisweilen  sind 
die  horizontalen  Kanten  (011) :  (010)  durch  Flächen  des  Prismas 
(031)  abgestumpft,  und  dann  beobachtet  man  zugleich  sehr  kleine 
Flächen  der  Pyramide  (111)  an  den  Kanten  (011). (100)  auf- 
gesetzt. Die  Flächen  (001)  sind  nur  an  einem  einzigen  Krystalle 


<  „Rhombische  Säulen  mit  Winkeln  von  137^  and  53^,  die  scharfen 
Seitenkanten  abgestumpft,  und  durch  zwei  schmale  Flächen  zugeschärft ; 
die  Enden  mit  vier  Flächen  zugespitzt".  (Po gg.  Ann.  55,  p.  74:) 

2  Die  Chlorsäure  wurde  so  lange  mit  Quecksilberoxyd  versetzt,  als 
sich  dieses  noch  löste.  Nach  Auskrystallisation  des  in  Rede  stehenden 
Salzes  —  die  Lösung  wurde  über  Schwefelsäure  verdunstet  —  erstarrte  zu- 
letzt das  Ganze  zu  einer  geleeartigen  Masse. 
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beobachtet.  Die  Krystalle  sind  immer  nach  (010)  tafelförmig  und 
zngleich  etwas  nach  der  Hanptaxe  c  verlängert. 

Die  Flächen  besitzen  einen  ausgezeichneten  Glanz ;  jedoch 
sind  die  der  Formen  (031)  und  (100)  immer  krumm. 

Ausgezeichnete  Spaltbarkeit  parallel  (010),  gute  nach  (001). 

Die  Messungen  an  dreizehn  Krystallen  ergaben  als  Mittel- 

werthe : 

Anzahl  der 


Krystalle  |  Messungen 

Beobachtet 

Berechnet 

010:110 

9 

11 

38^33' 

38°  34' 

♦110:110 

7 

7 

102»  51-5' 

— 

110 :  110 

4 

4 

77«  7' 

77°  8-5' 

110:100 

2 

2 

52—63° 

51°  26' 

010:011 

4 

4 

5r  1' 

50°  59-6' 

011:011 

1 

1 

c  101»  45' 

10r59' 

*011:OI1 

3 

3 

78M' 

— 

001 :  010 

1 

1 

90«  3' 

90°  0' 

010 :  031 

— 

— 

— 

22°  22' 

011:031 

1 

1 

c30"0' 

28°  37-5' 

110:011 

4 

4 

60°  26' 

60°  31-5' 

111:011 

2 

2 

c26M5' 

26°  39' 

111:111 

— 

— 

— 

53°  18' 

111:111 

— 

— 

— 

68°  28' 

111:111 

— 

— 

— 

87°  58' 

001 : 110 

1 

1 

89°  55' 

90°  0' 

110:031 

-1 

— 

— 

46°  18'. 

Das  Salz  ist  vollständig  mit  dem  folgenden  isomorph. 
0-951  Gr.  mit  Salzsäure  so  lange  erwärmt,  bis  alles  Chlor  fort- 
getrieben war,  gab  durch  SH*  ausgefällt  0-7335  Gr.  HgS 
=  71-81  VoHgO. 

Die  Formel  HgCl«0«.HgO-f-H«0  erfordert: 

Procent       Gefunden 

71-81 


2HgO  =  432 

71-88 

Cl»05    =  151 

25-12 

H*0     =    18 

300 

Das   Salz  scheint  beim  Aufbewahren  zersetzt  zu  werden; 
wenigstens    gaben    die    längere    Zeit  aufbewahrten  Krystalle 
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beim  Offnen  des  Glases  einen  sehr  hervortretenden  Geruch  nach 
unterchloriger  Säure.  Das  Salz  wird  durch  Wasser  in  der  Weise 
zersetzt^  dass  sich  rothes  Quecksilberoxyd  ausscheidet,  während 
ein  saures  Salz  sich  löst.  In  sehr  verdünnten  Säuren  lösen  die 
Krystalle  sich  jedoch  vollständig  auf. 

Specifisches  Gewicht  5*  150  (annähernd). 

Basisch-bromsaures  Quecksilber .  HgBr^O« .  HgO  -h  H*0. 
Rhombisch : 

a:b:c  =  1:  0-7997  :  0-6278. 

Beobachtete  Formen : 

(010). (110). (011). (012). (100). (111). 
(Tab.  V,  Fig.  32;  Tab.  VI.  Fig.  35.) 

Das  Salz  wurde  erhalten:  entweder  durch  Fällung  einer 
möglichst  neutralen  Lösung*  von  salpetersaurem  Quecksilber- 
oxyd mit  bromsaurem  Kali,  oder  durch  Behandlung  des  gefällten 
Oxydes  mit  Bromsäure  (in  verdünnter  wässeriger- Lösung)  im 
Überschuss.  Ich  wandte  hier  auf  einem  Molecüle  HgO  anderthalb 
Molectilen  Bromsäure  an,  und  erhielt,  wiewohl  etwas  langsam,  alles 
Oxyd  aufgelöst*:  Durch  Erkältung  krystallisirte  der  grösste  Theil 
des  angewandten  Quecksilberoxydes  als  HgBr^O® .  HgO-+-H*0 
aus^  während  der  Rest,  in  der  Bromsäure  gelöst,  durch  Ab- 
dampfen als  das  von  Herrn  Bammelsberg  früher  beschriebene 
neutrale  Salz  HgBr*0®  erhalten  wurde  *. 


1  Wenn  die  Flüssigkeit  zu  viel  Salpetersäure  enthält,  krystallisirt, 
wenn  die  beiden  Lösungen  beiss  gemischt  werden,  nichts  beim  Erkälten 
aus-,  man  erhält  dann  aber  bei  Abdampfung  schön  krystallisirte  Doppel- 
salze, Quecksilber,  Kalium,  Salpetersäure  und  Bromsäure  enthaltend. 

<  Um  dies  zu  erreichen,  goss  ich  nach  einer  Digestion,  in  mehreren 
BtuiuleiL  fortgesetzt,  die  Flüssigkeit  vom  ungelösten  Oxyde  ab  und  liess 
sie  erkalten.  Nachdem  das  in  der  warmen,  an  Bromsäure  reichen  Flüssigkeit 
gelöste  basische  Salz  faiedurch  auskrystallisirt  war,  wurde  die  Mutterlauge 
wieder  mit  dem  Oxyde  digerirt. 

3  Aus  13  Gr.  HgO  erhielt  ich  15  Gr.  des  Salzes.  Die  Analyse  siehe 
unten. 

^  In  einem  Versuche  fand  ich  48-2%  Br<0^  während  die  Formel  des 
Hcrro  Bammelsberg  ~  HgBr«0«H-2H«0  —  48-4  erfordert. 
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DieKrystalle,  welche  ich  durch  langsames  Erkälten  der  heiss 
gemischten  Lösungen  von  HgNH)^  und  KBrO'  erhielt,  waren 
kleine  glänzende  Blätichen,  in  der  Regel  sodUnn,  dass  die  Rand- 
flächen  kaum  sichtbar  waren.  An  einigen,  ein  wenig  dickeren 
Täfelchen  beobachtete  ich  die  in  Fig.  35  abgebildeten  Combina- 
tionen,  wo  die  Randflächen  wesentlich  aus  Flächen  der  Formen 
(110). (011)  bestanden,  indem  die  übrigen  Formen  sehr  unter- 
geordnet sind.  Die  Flächen  sind  glänzend  und  spiegeln  recht 
gut;  die  Messungen  sind  jedoch  wegen  der  Kleinheit  der  Krj - 
stalle  nicht  so  übereinstimmend  wie  bei  dem  vorigen  Salze. 

Die  Messungen  an  sechs  Krystallen  ergaben: 

Anzahl  der 
Krystalle  {  Messungen      Beobachtet 

110:010  0  11  38*^30' 

110:110  _  _                   — 

f*110:llO  6  G  102M2'                — 

010:100  1  1  90Mr  90^0' 

,*O10:011  5  10  52' 0'  51^52' 

i   010:012  1  1  G8M1  68^34' 

)   011:011  2  2  76%36'  76**  IG' 

I   012:011  —  —                 —  16M2' 

(    012:012  —  —                 —  42^52' 

*1J0:011  5  7  61^27'  GlMO' 

110:012  1  1  73^2'  73'*  25' 

j  011:100  1  1  90*^0'  90*^0' 

I  011  :  111  2  2  2G^35'  26M7' 

010:111  2  2  56M0'  56*^23' 

110:111  1  1  44' 40'  44*^51'. 

Die  durch  Lösen  von  HgO  in  Bromsäure  beim  Erkälten  aus- 
geschiedenen Krystalle  waren  etwas  dicker :  sie  bestanden  nur 
aus  den  Flächen  (010). (110). (011)  und  (100)  und  glichen  voll- 
ständig  den  einfachsten  Krystallen  des  chlorsauren  Salzes  (Fig.34). 
Die  Zusammensetzung  der  durch  Fällung  dargestellten  Kry- 
stalle ergab  sich  aus  den  folgenden  Versuchen : 
1-295  Gr.  mit  Chlorwasserstoffsäure  bis  zur  Vertreibung  des  ent- 
wickelten Broms  und  Chlors,   in  der  Wärme  behandelt, 
gaben  0-874  Gr.  HgS,  62-83  7^  HgO  entsprechend. 


Digitized  by  VjOOQIC 


42  T  o  p  8  ö  e. 

1-625  Gr.  gaben  auf  dieselbe  Weise  1-0945  =  62-71  Gr.  HgO. 
0-6174  in  wässerigem  Jodkalium  gelöst,  mit  Chlorwasserstoflf- 

säure  versetzt  und  mit  unterschwefeligsaurem  Natron  titrirt 

(verbraucht  75-8  CC.  einer  Lösung,  von  welcher  713  CC. 

=  12-7  Gr.  Jod)  gab  34-44%  Br«0^ 
0-3551  Gr.  erforderte  43-75  CC,  34-56%  Br'O^  entsprechend. 

Das  durch  Digestion  von  HgO  mit  wässeriger  Bromsäure 
bei  Erkaltung  der  sauren  Flttssigkeit  ausgeschiedene  Salz  gab : 
0-6685  Gr.  durch  unterschwefeligsaures  Natron  titrirt,  erforderte 

82-6  CC.  (713  CC.  12-7  Gr.  Jod  entsprechend),  woraus 

34-66%  Bf'0\ 

Die  Formel  HgBr*0«.HgO-HH*0  erfordert: 
Procent  Gefimden 

2HgO  =  432        62-61         62-71     62-83 

Br«0"^   =  240        34-78        34-44     34-56     34-66. 

Das  Salz  wird  durch  Behandlung  mit  kaltem  Wasser  sehr 
angsam  unter  Bildung  eines  gelblichen  mehr  basischen  Salzes 
zertheilt;  durch  kochendes  Wasser  wird  es  schnell  vollständig 
decomponirt,  indem  ein  saures  (oder  neutrales)  Salz  sich  löst, 
während  rothes  Quecksilberoxyd  zurückbleibt.  In  verdünnten 
Säuren  ist  das  Salz  leicht  löslieh. 

Specifisches  Gewicht  aus  drei  Versuchen :  5-815. 

Antimonehloräre  SbCP. 

Rhombisch : 

a:b:e  =  l:  0-945  : 0-643. 

Beobachtete  Formen: 

(011).  (101). 
(Taf.  VI,  Fig.  36.) 

Die  Krystalle,  durch  Schmelzen  und  langsames  Abkühlen 
dargestellt,  waren  schöne,  wasserhelle,  säulenförmige  Combina- 
tionen  der  zweien  Prismen,  ausser  welchen  ich  auch  Flächen 
einer  Pyramide,  die  Mittelecken  zuschärfend  beobachtete.  Wegen 
der  ausserordentlichen  Zerfliesslichkeit  der  Substanz  war  an 
eingehende  Untersuchung  gar  nicht  zu  denken;  es  gelang  mir 
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nur  an  drei  Krystallcn  die  folgenden  Kanten  annäherungsweise 
zu  messen: 

011:011  =  c68V/ 

101:101  =  cll4%. 

Kobaltidcyankalium  CoCy^^K». 

Monokliniseh  ^ : 

a:b:c  =  1-2861  :  1  :  0-8093     ac  =  89**  43-5'. 

Beobachtete  Formen: 

(1 10) .  (100) .  (122) .  (322)  .(011).  (744) .  (722)  ?  (988)  ? 
(Taf.  VI,  Fig.  37,  38.) 

Das  Salz  krystallisirt  *  in  schönen  hellgelben  vier-  oder 
sechsseitigen  Prismen  (110). (100),  wo  in  der  Regel  (110)  vor- 
herrschend ist.  Sie  sind  durch  kleine^  oft  sehr  undeutliche  Flä- 
chen der  Formen  (122). (322)  und  bisweilen  (011),  wie  Fig.  38, 
geschlossen. 

Ausser  diesen  Foimen  habe  ich  an  einzelnen  Krystallen 
noch  die  folgenden  beobachtet:  die  negative  Hemipyramide 
(744)  an  einem  Krystalle  mit  dem  Formencomplexe  (110). (100). 
(011).  (744);  die  (988)  —  in  der  Combination:  (110).(100).(T22). 
(988)  —  und  (722)  an  einem  sehr  schönen  kleinen  kurzsäulen- 
förmigen Krystalle:  (100). (110). (322). (122). (722).  Die  zwei 
letzten  Formen:  (722)  und  (988)  sind  jedoch  wegen  der  Unsicher- 
heit  der  Messungen    ziemlich    zweifelhaft;    die    beobachteten 

Kantenwinkel  sind  nämlich  nur : 

Berechnet 

722:322  =  22M0' 
988 :  122  =«  16^  15 

Sehr  häufig  sind  die  Krystalle  Zwillinge  —  wie  Fig.  37  — 
nach  dem  gewöhnlichen  Gesetze  wie  beim  Ferridcyankalium  aus- 
gebildet (Zusammensetzungsfläche   (100),   deren  Normale  Um- 


<  Die  Aufstellung  der  Krystalle  ist  in  Analogie  mit  Herrn  Des- 
cloizeaux 's  Aufstellung  des  Ferridcyankalium  (Mömoires  pr^sent^s  par 
divers  savants  k  VAcadömie  des  sciences:  T.  XVIIL  668). 

8  Herr  H  an  dl  hat  früher  (Sitzungsb.  d.  k.  k.  Akad.  XXXU.  248) 
die  Formen  (100).(010).(322).(lll).(l22)  an  einem  Krystalle  beobachtet. 
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drehungsaxe),  und  ausserdem  sind  die  Pyramidenflächen  selten 
an  beiden  Enden  der  Krystalle  vollzählig  ausgebildet^  wodurch 
die  Krystalle  ein  sehr  unregelmässiges  Aussehen  bekommen.  Die 
Hauptaxe  ist  inmuer  die  Richtung  der  grössten  Ausdehnung. 

Spaltbarkeit  ausgezeichnet  nach  (100). 

Die  Messungen  sind  wegen  Streifdng  oder  Krümmung  der 
Flächen  sehr  wenig  tibereinstimmend.  Die  Mittelwerthe ,  au 
1 1  Krystallen  erhalten,  sind : 

Anzahl  der 
KrystaUe  |  Messungen     Beobachtet  Berechnet 


r 


pllO:lIU 

6 

6 

104»  16' 

104»  16' 

s    110:110 
(*110:100 

2 

2 

76"  0' 

75»  44' 

5 

7 

52'  10' 

52»  8' 

/  100:744 

1 

1 

49»  31 ' 

49»  33' 

l    T00:T22 

3 

3 

74»49'— 76»12' 

76»  26-5' 

]   100:011 

1 

1 

88»  27 ' 

89»  48' 

<    100:322 

5 

6 

53»  39-5' 

53»  36' 

)   744:011 

1 

1 

41»  26' 

40»  39' 

[   011:322 

2 

3 

36»40'-38»40' 

36»  12' 

l  322:122 

— 

— 

— 

49»  7-5' 

/*110:322 

7 

7 

40»  11' 



110:T22 

4 

4 

51»  10' 

51»  14' 

(*322:122 

3 

3 

91»  25' 

— 

110:011 

1 

1 

60»  11' 

60»  3-5' 

110 :  322 

2 

2 

88»  33' 

87»  56' 

110:744 

1 

1 

91»  3-5' 

91»  10' 

(  011:0T1 
\  001:011 

1 

1 

77»  36' 

77»  58' 

— 

— 

— 

38»  59- 

744:744 

1 

1 

57»  16' 

57»  12' 

322 :  322 

3 

3 

60»  42' 

60»  50' 

122 :  122 

2 

3 

75»  0' 

75»  22' 

(122)' :  (T22)" 

1 

1 

27»  28' 

27»  7' 

Herr  Handl 

,  welcher  das  Salz  als  rhombisch  annahm,  fand 

100 1 

:T22 

=  76»  19' 

100; 

322 

=  53»  44' 

322; 

;322 

=  60»  53', 

welche  Werthe  ziemlich  gut  mit  den  meinigen  Übereinstimmen. 

I 
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Specifisches  Gewicht  der  Krystalle  =  1'913,  (Aus  zwei 
Versuchen.) 

Das  optische  Verhalten  der  Krystalle  bestätigt  die  Annahme 
des  monoklinischen  Krystallsystemes.  Die  Ebene  der  optischen 
Axen  ist  parallel  der  Synmietrieebene ;  die  erste  Mittellinie  bildet 
mit  der  Hauptaxe  einen  Winkel  von  circa  3** 30',  der  Character 
innerhalb  des  spitzen  Axenwinkels  ist  positiv. 

An  einer  Platte,  parallel  zur  Symmetrieebene  geschnitten, 
erhielt  ich  (100)  :  c  =  86**  30  und  somit: 
(001)bc  =  3"  13'. 

Eine  Platte,  ziemlich  gut  zur  Mittellinie  senkrecht  geschnitten, 
gab  flir  den  Axenwinkel  in  Luft : 

(AB)  =  SV  10'. 
Die  Axendispension  beträchtlich :  p  <:  l^ 


Die  Untersuchungen  sind  im  Universitätslaboratorium  aus- 
geführt; für  die  Liberalität,  mit  welcher  der  Director  Herr  Prof. 
Julius  Thomsen  hier,  wie  gewöhnlich,  mir  alle  Hilfsmittel  des 
Laboratoriums  zu  Gebote  stellte,  sei  es  mir  erlaubt,  ihm  meinen 
aufiichtigen  Dank  abzustatten. 

Kopenhagen,  den  21.  Hai  1872. 
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XVn.  SITZUNG  VOM  20.  JUNI  1872. 


In  Verhinderung  des  Präsidenten  führt  Herr  Regierungsrath 
V.  Littrow  den  Vorsitz. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

„Zur  Theorie  der  Functionen  JT*,"  vom  Herrn  Prof.  L.  Ge- 
genbauer in  Krems. 

„Über  den  feineren  Bau  der  Tasthaare,"  vom  Herrn  J. 
Dietl,  Assistenten  am  physiologischen  Institute  der  Universität 
zu  Innsbruck. 

Herr  Director  Dr.  J.  Stefan  überreicht  eine  Abhandlung 
des  Herrn  A.  v.  Obermayer:  „Über  das  thermoelektrische 
Verhalten  einiger  Metalle  beim  Schmelzen." 

Herr  Prof.  E.  Suess  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Costos  Th.  Fuchs  vor,  betitelt:  „Geologische  Studien  in  den 
Tertiärbildungen  SUd-Italiens." 

Herr  Prof.  H.  Hlasivretz  macht  eine  vorläufige  Mittheilung 
tlber  die  Fortsetzung  seiner  in  Gemeinschaft  mit  Herrn  J.  Hab  er- 
mann unternommenen  Untersuchung  der  ProteYnstoffe. 

Derselbe  ttbergibt  femer  eine,  in  seinem  Laboratorium  vom 
Herrn  Dr.  H.  Weidl  ausgeführte  Untersuchung  über  das  Nicotin. 

Herr  Prof.  V.  v.  Lang  legt  eine  Abhandlung  vor,  betitelt: 
„  Krystallographisch-optische  Bestimmungen.  ^ 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Accademia  Pontificia  de'  Nuovi   Lincei:    Atti.  Anno  XXV, 

Sess.  5*.  Koma,  1872;  4». 
Akademie  der  Wissenschaften,  kais.,  zu  St.  Petersburg:  Re- 

pertorium  für  Meteorologie.  Band  H,  Heft  2.  St.  Petersburg, 

1872;  40. 
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Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Dritte  Folge.  XVIII. 

Band.  Jahrgang  1868.  Wien,  1872;  gr.  8«. 
Apotheker-Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahrg. 

Nr.  17.  Wien,  1872;  8o. 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1889—1893.  (Bd.  79.  17— 
18).  Altona,  1872:  4^ 

Beobachtungen,  Schweizer.  Meteorologische.  October  &  No- 
vember 1870;  April  1871.  Zürich;  4^ 

Bibliothfeque  Universelle  et  Revue  Suisse :  Archives  des  Scien- 
ces physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLIV'.  Nr.  173. 
Gen^ve,  Lausanne,  Paris,  1872;  8o. 

Comptes  rendus  des  s^ances  del'Acad^mie  des  Sciences.  Tome 
LXXIV,  Nrs.  22—23.  Paris,  1872;  4«. 

Delesse,   et  de  Lapparent,  Revue  de  Geologie  pour  les 

annös  1868  et  1869.  VIU.  Paris,  1872;  8«. 
Gesellschaft,  geographische,  in  Wien:   Mittheilungen.  Band 

XV  (neuer  Folge  V.)  Nr.  5.  Wien,  1872;  8^ 

—  Deutsche  geologische:    Zeitschrift.  XXIII.  Band,  3.  Heft. 
Berlin,  1871;  8^ 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang, 
Nr.  23—24.  Wien,  1872;  4». 

Jahrbuch,  Neues,  für  Pharmacie  &  verwandte  Fächer,  von 
Vorwerk.  Band  XXXVU,  Heft  4-  Speyer,  1872;  8«. 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  12.  Graz,  1872;  4«. 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  14 — 15. 
Wien;  8^ 

Mittheilungen  des  k.  k.  technischen  und  administrativen 
Militär-Comit6.  Jahrgang  1872,  6.  Heft.  Wien;  8o. 

—  aus  J.  Perthes'  geographischer  Anstalt.  18.  Band,  1872, 
V.  Heft,  nebst  Ergänzungsheft  Nr.  32.  Gotha;  4P. 

Nature.  Nrs.  136—137,  Vol.  VI.  London,  1872;  4^ 
Osservatorio  del  R.  Collegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri: 

BuUettino  meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  5.  Torino,  1871 ;  4*. 
Puyals  de  la  Bastida,  Don  Vicente,  Teoria  de  los  nümeros  y 

perfeccion  de  las  matemäticas.  Madrid,  1872;  12^. 
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„Revue  politiqne  et  littöraire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  Tötranger.  I"  Ann^e  (2*  S^rie),  Nrs.  50—51. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4o. 
Societä  Italiana  di  Antropologia  e  di   Etnologia:   Archivio. 

n*  Vol.,  fasc.  2^  Firenze,  1871 ;  S^. 
Soci6t6  Botanique  de  France:  Bulletin.  Tome  XVIir  (1871). 

Revue  bibliographique  B — C.  Paris ;  8®. 
Verein,  k.  Ungar. naturwissenschaftlicher :  Tenn^szettudomänyi 

Közlöny.  III.  Kötet,  19.— 28.  Füzet.  Pest,  1871;  kl.  4P. 
—  naturwissenschaftlicher,  in  Carlsruhe:  Verhandlungen.  V. 

Heft.  Carlsruhe,  1871;  S^. 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  22 — 23. 

Wien,  1872;  4». 
Wolf,  Rudolf,  Astronomische  Mittheilungen.  XXIX.  Zürich;  8«. 
Zeitschrift   des   österr.   Ingenieur-    &  Architekten -Vereins. 

XXIV.  Jahrgang,  8.  Heft.  Wien,  1872;  4«. 


Sitab.  d.  mAthm.-natnrw.  Ol.  LXVI.  Bd.  II.  Abth. 
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Krystallograpblsch- optische  Bestimmungen. 

Von  dem  w.  M.  Tiktor  r.  Lang. 

(Mit  8  HoUschnitten.) 

Die  im  Nachfolgenden  untersuchten  Verbindungen  sind  nach 
der  Formel  RCl-t-CjH^.RClj  zusammengesetzt  und  wurden  mir 
vor  langer  Zeit  von  meinem  Freunde  Dr.  CA.  Martins  zur 
Messung  überleben.  Nachdem  Z eise  *  die  Verbindung  des 
AethylenplatinchlorUrs  mit  Kalium-  und  Ammoniumchlorid  ent- 
deckt hatte,  wurde  von  Griess  und  Martins*  gezeigt,  das» 
an  die  Stelle  von  Ammoniak  auch  Aethylamin  (CgHg),  Anilin 
(CßH^)  und  ähnliche  Basen  treten  können. 

Das  Ammoniaksalz  enthält  nach  Zeise  ein  Molecül  Kry- 
stallwasser  (H^O) ;  dies  muss  der  Isomorphie  zufolge  jedenfalls 
auch  für  das  Kalium  und  Aethylaminsalz,^  wahrscheinlich  auch 
für  das  Anilinsalz  gelten.  Der  Wassergehalt  der  Pyridin-(C-H-) 
und  Lutidin-(C7Hj)  Verbindung  bleibt  dahin  gestellt. 


1.  Ealiumsalz. 

Krystallsystem :  monoklinisch. 

Die  Elemente  können  wegen  Mangels  genü- 
gender Flächen  nicht  berechnet  werden. 

Die  Symbole  der  beobachteten  Formen  wer- 
den mit  Rücksicht  auf  die  Isomorphie  mit  dem  fol- 
genden Salze: 

100,  110,  102. 


Fig.  1. 


'  Pogg.  Ann.  Bd.  21  (1831),  S.  497. 
■  Ann.  Ch.  Pharm.  Bd.  45  (1861),  S.  67. 
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Normalenwinkel: 

Forchhammeri 

Lang 

Gerechnet 

110. 110      rrT^OS'^S^ 

104^26' 

104»  30' 

110.100                 — 

52    15 

— 

110.102              67    55 

— 

— 

102.100                — 



52   23. 

Fig.  2. 


Die  Form  102  wurde  von  Forchhammer  beobachtet, 
während  an  den  von  mir  untersuchten  Krystallen  die  Enden 
immer  zu  undeut  lieh  ausgebildet  waren,  um  Krystallflächen  daran 
erkennen  zu  lassen.  Dagegen  zeigten  meine  Krystalle  bisweilen 
die  Abstumpfung  der  scharfen  Seitenkanten  des 
Prisma  durch  die  Form  lOO. 

2.  Ammoniomsalz. 

Krystallsystem :  monoklinisch. 
Elemente : 
'  aibic  =  1-3553  :  1 :  M760 

ac  =  107°  39' 
Formen:  100,  110,  TlO. 
Normalenwinkel : 

Gerechnet       Beobachtet 


110.100  = 

5?» 

15' 

52'  15' 

iio.no 

75 

30 

75    32 

110.110 

104 

30 

— 

111. 101 

69 

0 

— 

ni.no 

38 

34 

38   46 

rii.iio 

69 

57 

70     8 

ni.rn 

90 

40 

90    20. 

Dje  Bjystalle  sind  prismatisch  durch  das  Vor- 
herrschen des  Prisma.  Sehr  häufig  sind  Penetra- 
tions-Zwillinge, deren  Drehungsaxe  noimal  zu 
100  ist. 

Fttr  die  dem  Kaliumsalze  entsprechende  Fläche 
102  findet  man  mit  den  obigen  Elementen 
102.100  =  52°  17' 
102.100        68      0. 


1  Pogg.  Ann. Bd.  21,  S.  513. 
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V.   Lang. 


3.  Aethylaminsalz. 

Krystallsystem :  monoklinisch. 

Isomorph  dem  Kalinm-  und  Ammonium 
salze. 

Die  Elemente  können  wegen  Mangels  ge 
nügender  Flächen  nicht  bestimmt  werden. 

Formen:    100,  110,  102. 

Normalenwinkel : 

Beobachtet 


Fig.  4. 


110.100  =  5r  42' 

110.110  76    24 

102.100  52    24 

102.110  67    59 


Gerechnet 
5r  48' 

67    50 


Die  Flächen  des  vorherrschenden  Prisma  sind  meist  ungleich 

entwickelt.  Die  Fläche  100  ist  etwas  gekrümmt. 

Fig.  5. 


4.  Anilinsalz. 

Krystallsystem : 

monoklinisch. 

Elemente : 

a:b:c  = 

0-6540  :  1  :  0-8200 

nc  = 

=  106°  6'. 

Formen : 

100,  110,  205,  111. 

Nornialenwinkel 

: 

Oerechuet 

Beobachtet 

110.100 

=     32'  10' 

32°    «' 

110. iro 

64    20 

64    20 

110.110 

115   40 

— 

205.100 

76    52 

76  appr. 

205.110 

78    55 

— 

TU.  100 

51    50 

52     7 

rii.iio 

37    58 

37    58 

111.110 

75     4 

74    51 

111. TU 

59   48 

60  appr. 

Fig.  6. 


1 
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Die  Krystalle  aus  verschiedenen  Krystallisationen  besitzen 
oft  ziemlich  verschiedenen  Habitus.  Die  Fläche  205  ist  immer 
gekrümmt  und  konnte  nur  näherungsweise  bestimmt  werden. 
Die  Fläche  100  ist  an  den  tafelförmigen  Krystallen  (Fig.  6)  eben- 
faUs  abgerundet  und  auch  die  Flächen  111  spiegeln  nur  schlecht. 

Diese  Verbindung  ist  vielleicht  isomorph  mit  den  vorher- 
gehenden. Wählt  man  nämlich  die  Elemente  so,  dass  die  Sym- 
bole der  beobachteten  Formen  100,  210,  305,  634  werden,  so 
hat  man 

aibic  =  1-3079:  1:10934 
ac  =  106^  6', 

welche  Werthe  von  den  Elementen  der  Ammoniumverbindung 
nicht  allzu  viel  abweichen. 


Fig.  7. 


410 


ito 


5.  Pyridinsalz. 

Krystallsystem:  rhombisch. 
Elemente : 

a.bic  =  1  :  0-8847  :  a-. 
Formen:  110,  001. 
Normalenwinkei : 

110. TIO  =  83M0'  beobachtet 

110.001         90    — 


Der  rhombische  Charakter  dieser  Krystalle  wird  auch  durch 
ihr  optisches  Verhalten  bestätigt.  Die  erste  Mittellinie  ist  näm- 
lich senkrecht  zu  der  Theilungsfläche  001  und  daher  parallel 
dem  Prisma,  während  die  Ebene  der  optischen  Axen  parallel  der 
längeren  Diagonale  desselben  ist.  Der  optische  Charakter  der 
ersten  Mittellinie  ist  negativ ;  der  scheinbare  Winkel  der  Axen 
ungefähr  30**  und  derselbe  flir  rothes  Licht  kleiner  als  für  vio- 
lettes. Die  Anordnung  der  Farben  ebenfalls  entsprechend  dem 
rhombischen  Systeme. 


Digitized  by  VjOOQIC 


54 


V.  Lang.  Krystanographisch-optische  Bestimmungen. 


Fig.  8. 


6.  Lutidinsalz. 

Krystallsystem:  triklinisch. 
Elemente : 

a.b.c  =  x:  1:0-7116 

bc=  76°  26'  010.001  =  95"  31' 
c«  =  lll''0'  001.100  =  72-56' 
«6  =  115"  20'    100.010  =  67"  43'. 

Fonnen:  100,  010,  011,  OTl. 

Normalenwinkel : 

Beobachtet        Gerechnet 

100.010  =     67"  43'  — 

011.010  57    18  — 

011.010        129    52  — 

011.100  61      4  — 

011.100  89   50  89"  21'. 

Die  Erystalle  sind  tafelförmig  durch  das  Yorberrschen  der 
Fläche  010. 


"'^i^^^ 
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„  _  »i(ot-i-2).  .  .(»i-t-2«— 2) 
''      »  ""  n(»M-t-2n-l) 


(n-t-w— 1; 


Zur  Theorie  der  Functionen  Ä^. 

Ton  Leopold  Gegenbaner. 

Differentiirt  man  die  Gleichung: 

(a^t—iy-^— 

—j—sdri, -i  j 

nach  Xy  so  erhält  man: 

Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form : 

w(m-t-2)...(»w-t-2«— 6)|",_,        „+==51(„+«_2) 
"^  n(m+2«-5)  L^'^  "•'''  J 

80  sieht  man,  dass  folgende  interessante  Relation  besteht : 

4.)   [x:]'=(m-4-2«-2)A:..+  [jCL,]'- 

Setzt  man  in  dieser  Formel:  n — 2,  n — 4,  n — ^^6,. .  .an  die 
Stelle  von  n,  und  addirt  alle  sich  ergebenden  Gleichungen  ^  so 
findet  man  schliesslich : 

5.)   ^X:J=(m^2n-2)X:_^^(m-^2n-Q)X:_, 
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Über  das  thermoelectrische  Verhalten  einiger  Metalle  beim 

Schmelzen. 

Von  Albert  r.  Obermayer. 

(Mit  1  Tafel.) 

Alle  bisher  angestellten,  mir  bekannten  Beobachtungen  der 
electromotorischen  Kräfte  von  Thermoelementen  beziehen  sich  auf 
Metalle  im  festen  Zustande.  Es  schien  mir  nicht  ohne  Interesse, 
diese  Beobachtungen  auch  auf  jene  Fälle  auszudehnen,  wo  das 
eine  Metall  im  Schmelzen  begriffen  ist,  und  zu  untersuchen,  ob 
die  electromotorische  Kraft  hiebei  keine  sprungweise  Verände- 
rung erleidet. 

Die  Einrichtung  der  zu  vorbezeichnetem  Zwecke  benutzten 
Thermoelemente  ist  aus  Fig.  1  zu  ersehen.  T  stellt  hierin  einen 
Trichter  aus  feuerfestem  Thone  vor,  in  welchem  sich  das  zu 
schmelzende  Metall  befindet.  Durch  die  Trichterröhre  reicht  ein 
Stab  mm  gleichartigen  Metalles  herab,  dessen  freies  Ende  mit 
Siegellack  überzogen  ist.  Derlei  Stäbchen  wurden  entweder 
durch  Aufsaugen  des  geschmolzenen  Metalles  in  erwärmte 
Glasröhren  oder  durch  Giessen  in  eisenblecherne  Formen  ange- 
fertigt. Das  Stäbchen  mm  taucht  mit  seinem  unteren  Ende  in 
eine  mit  Quecksilber  gefüllte  Eprouvette,  die  in  Eis  eingesenkt 
ist.  Damit  das  Quecksilber  das  eingesenkte  Metall  nicht  angreife, 
ist  an  letzteres  ein  kurzes,  amalgamirtes  Kupferdrahtstückchen  ge- 
löthet  und  die  Löthstelle  mit  Siegellack  überzogen.  Das  zur 
Kühlung  nöthige  Eis  befindet  sich  in  einem  Kasten  aus  Zinkbleche 
mit  hohlen  Wänden,  dessen  kubischer,  innerer  Baum  fünf  Zoll 
Seitenlänge  hat. 

Der  Trichter  ist  in  eine  Blechfassung  eingesetzt,  welche  aus 
einer,  die  Trichterröhre  eng  umschliessenden  Röhre  A  und  einer 
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weiteren  Röhre  B  besteht.  A  und  B  sind  durch  angelöthete  Span- 
gen C  mit  einander  verbunden.  Die  Röhre  B  passt  in  die  Blech- 
röhre D  und  wird  darin  durch  ihren  oberen  umgebogenen  Rand 
gehalten.  Ein  mit  Siegellack  überzogener  Eorkstöpsel;  durch  den 
das  Metallstttck  m  hindurchgesteckt  ist;  verschliesst  die  untere 
Öffnung  von  A  wasserdicht. 

Die  Röhre  D  ist  central  oberhalb;  die  Röhre  H  central  unter- 
halb auf  eine  Tasse  F  gelöthet.  Das  Metallstttck  m  tritt  durch 
die  Röhre  H  hindurch.  Ein  Korkstöpsel  und  ein  Siegellackttber- 
zag  bewirken  auch  hier  den  wasserdichten  Verschluss. 

Durch  das  seitliche  Röhrenstttck  E  und  einen  Kautschuk- 
schlauch kann  Wasser  aus  einem  grösseren  Behälter  in  die  Röhre 
D  geleitet  und  so  das.  Metallstttck  m  gektthlt  und  vor  dem  Ab- 
schmelzen bewahrt  werden.  Das  Wasser  fliesst  ttber  den  oberen 
Rand  von  B  auf  die  Tasse  und  von  dieser  durch  die  Röhre  G  ab. 

Ein  Draht  iWV  taucht  einerseits  in  das  im  Trichter  befindliche 
Metall;  anderseits  in  eine  mit  Quecksilber  gefttllte  Eprouvette,  die 
in  Eis  eingesenkt  ist. 

Um  die  ganze  Vorrichtung  zusammenzustellen;  muss  zuerst 
der  Trichter  mit  dem  Stäbchen  m  in  die  Fassung  A,  C;  B  ein- 
gesetzt, A  durch  Kork  und  Siegellack  verschlossen  werden.  So- 
dann muss  die  Fassung  sammt  Trichter  und  Stäbchen  in  die 
Röhre  D  eingesetzt;  H  verschlossen  and  versiegelt  und  zwischen 
das  Stäbchen  m  und  die  Wand  der  Trichterröhre  etwas  trockener 
Thon  eingefttUt  werden.  Nun  wird  die  ganze  Vorrichtung  wie 
zum  Versuche  hergerichtet;  die  Metallmenge  M  eingeschmolzen 
und  der  Draht  N  eingesetzt.  Es  ist  sehr  vortheilhaft;  wenn  das 
Ende  des  DrahteS;  welches  in  das  geschmolzene  Metall  taucht^ 
sich  mit  diesem  letzteren  ttberziehen  lässt. 

Die  obere  Öflftiung  des  Trichters  wurde  noch  mit  einem 
Deckel  aus  Eisenblech;  welcher  mit  passenden  Einschnitten  ver- 
sehen war;  bedeckt  und  die  Oberfläche  des  Metalles  mit  feinem 
Kohlenpulver  bestreut;  um  die  allzurasche  Oxydation  zu  verhttten. 

Das  Erhitzen  geschah  durch  Weingeistlampen,  deren  Ein- 
richtung aus  L  Fig.  1  zu  ersehen  ist.  Jede  Lampe  hatte  zwei 
Röhren  für  die  Dochte.  Wenn  vier  solche  Lampen  auf  geeigneten 
Trägem  um  den  Trichter  gestellt  wareu;  konnte  Zink  noch  ttber 
seinen  Schmelzpunkt  erhitzt  werden.  Die  Regulirung  der  Teni- 
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peratur  geschah  durch  Herausziehen   und  Hineinschieben   der 
Dochte. 

Von  einzuschmelzenden  Metallen  wurden  benützt:  Chemisch 
reines  Zinn,  chemisch  reines  und  käufliches  Blei,  chemisch  reines 
Zink,  käufliches  Wismuth  und  eine  Legirung  aus  drei  Äquivalenten 
Zinn  und  einem  Äquivalente  Blei.  Diese  Legirung  schmilzt  ohne 
vorher  weich  zu  werden  und  unterscheidet  sich  so  von  den  an- 
deren Zinnbleilegirungen. 

Als  eintauchende  Metalle  wurden  sehr  geschmeidiger,  weicher 
IVj  Linien  dicker  Eisendraht  und  ein  ebenso  dicker  Kupferdraht 
benutzt. 


I.  Bestimmung  der  electromotorischen  Kraft- 

Um  über  das  Verhältniss  der  electromotorischen  Kräfte  Auf- 
schluss  zu  erhalten,  wurden  die  Thermoelemente  mit  einer  Ther- 
mosäule  von  zwölf  Kupfer-Neusilber-Elementen  verglichen.  Von 
diesen  zwölf  Elementen  konnten,  je  nach  Bedarf,  auch  vier  oder 
acht  fttr  sich  allein  benützt  werden.   Die  einen  Löthstellen  der- 
selben waren  durch  Einsenken  in  Eis  auf  Null  Graden,  die  an- 
deren durch  Wasserdampf  auf  der,  dem  Barometerstand  ent- 
sprechenden Siedetemperatur  erhalten.  Das  Siedegefilss  hatte  in 
seinem  Deckel  eine  kreisförmige  Oflhung,  welche  durch  ein  die 
Elemente  zusammenhaltendes,  mit  Eisenlack  und  Asphalt  über- 
zogenes, in  Blech  gefasstes  Holzstück  geschlossen  wurde.  Eine 
cylindrische,   seitlich  und  im  Boden  durchlochte  Kammer  um- 
schloss  die  Löthstellen,  welche,  sowie  die  in  Eis  tauchenden,  zur 
Vermeidung  zufälliger  Nebenschliessungen  mit  Eisenlack  über- 
strichen waren. 

Zur  Vergleichung  der  electromotorischen  Kräfte  diente  die 
Drahtcombination  Fig.  2,  worin  e  das  zu  untersuchende  Element 
und  E  die  Kupfer-Neusilber- Kette  sind.  In  den  Stromwechslern  a, 
b.  c  sind  die  Klemmen  durch  Anbringung  spaltenförmiger  Ver- 
tiefungen vermieden.  In  das  Quecksilber,  mit  welchem  dieselben 
gefüllt  sind,  tauchen  gut  amalgamirte  Zuleitungsdrähte.  Central 
zu  den  Spalten  ist,  wie  bei  den  allgemein  gebräuchlichen  Strom- 
wechslem,  ein  Metallstäbchen  senkrecht  in  die,  jene  enthaltende 

Sit«b.  d.  mathem.-naiurw.  Cl.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  5 
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Holzplatte  getrieben.  Ein  Holzstück  lässt  sich  mit  Leichtigkeit 
um  das  Stäbchen  drehen  und  längst  desselben  verschieben;  es 
trägt  zwei  zweimal  rechtwinkelig  gebogene^  amalgamirte  Kupfer- 
drähte, durch  welche  die  Verbindung  je  zweier  nebeneinauder- 
liegender  Spalten  hergestellt  wird. 

/;  g,  h  und  k  sind  Quecksilbemäpfchen ;  zwischen  g  und  // 
können  Widerstände  Tf  eingeschaltet  werden,  deren  Grössen  zwar 
ein-  für  allemal  bestimmt,  jedoch  an  den  verschiedenen  Versuchs- 
tagen controlirt  wurden,  um  denTemperatureinfluss  zu  eliminiren- 

Alle  in  Quecksilber  tauchenden  Drahtenden  sind  amalgamirt. 

R  ist  ein  Rheostat  mit  Neusilberdraht  und  Gleiträdchen.  Es 
wurde  bei  Beginn  der  Versuche  nebst  dem  Rheostaten,  welcher 
nur  sprungweise  regulirte,  noch  ein  Agometer  eingeschaltet,  wel- 
ches kleine  Widerstandsunterschiede  hervorzubringen  gestattete. 
Nachdem  sich  aber  herausstellte,  dass  der  Rheostat  durch  Ein- 
schmieren mit  einem  feinen,  nicht  eintrocknenden  Öle  recht 
gleichmässig  regulirt,  wurde  das  Agometer  bei  späteren  Ver- 
suchen hinweggelassen. 

S  ist  ein  Mayerstein'sches  Electrogalvanometer  i.  Die 
Ablesungen  wurden  mit  Femrohr  und  Scala  gemacht.  Die  beiden 
Httlfsmagnete,  zur  Astasirung  des  kleinen  ringförmigen  Magneten 
im  Multiplicator,  waren  bei  den  Versuchen  hinweggelassen.  Um 
das  Anschlagen  des  Magneten  an  das  kupferne  Gehäuse  des  Mul- 
tiplicators  und  die  daraus  entspringenden  Veränderungen  der 
Gleichgewichtslage  zu  verhindern,  konnte  nach  Bedarf  ein  den 
Strom  hinlänglich  schwächender  Widerstand  ü  eingeschaltet  wer- 
den. Das  Einschalten  geschah  durch  die,  aus  der  Figur  ersicht- 
liche Anordnung  des  Stromwechslers  d. 

Zur  Ausführung  der  Messungen  wurde  das  Element  und  die 
Thermokette  in  Gang  gesetzt,  dann  bei  W  nacheinander  gemes- 
sene Widerstände  tr,  ir,  1^3  . . . .  eingeschaltet.  Durch  Vorver- 
suche war  die  zweckmässigste  Grösse  dieser  Widerstände  für 
die  einzelnen  Thermoelemente  aufgesucht  worden.  Am  Rheostaten 
R  wurden  Widerstände  tr/,  tr,',  w^ .. .  von  solcher  Grösse  ein- 
geschaltet, dass  durch  das  Galvanometer  S  kein  Strom  ging. 


»  Po  gg.  Ann.  Bd.  114,  S.  132.  War  früher  Eigenthum  des  physio- 
logischen Institutes  der  k.  k.  Josephs-Akademie. 
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Durch  Anwendung  der  beiden  Kirchhoff  sehen  Sätze  auf 
die  Vorgänge  in  der  Drahtcombination  Fig.  2  gelangt  man,  bei 
Coiubination  je  zweier  Beobachtungen,  leicht  zu  der  Formel: 


E       Wi — Wk — w/-^Wk  ' 


worin  e  die  electromotorische  Kraft  des  zu  untersuchenden  Ele- 
mentes, E  die  electromotorische  Kraft  der  Kette,  mit  der  ver- 
glichen wurde,  ist.  Bei  Berechnung  der  Beobachtungen  erwies 
es  sich  vortheilhaft;,  je  zwei  aufeinanderfolgende  Beobachtungen 
zu  combiniren.  Es  stellten  sich  so  die  geringsten,  mittleren  Beob- 
achtungsfehler heraus. 

Nachdem  das  so  gefundene  Verhältniss  auf  ein  Kupfer-Neu- 
silber-Element bezogen,  berechnet  war,  musste  es  noch  bezüglich 
des  Barometerstandes  corrigirt  werden,  was  durch  Multiplication 

mit  dem   Factor  :r-^  geschieht,  worin  t  die  dem  herrschenden 
lUu 

Barometerstande  entsprechende  Siedetemperatur  bedeutet. 

Die  Widerstände  w'  wurden  nicht  am  Rheostaten  abgelesen, 
selbst  dann  nicht,  als  er  mit  Ol  eingeschmiert  war,  sondern  mit- 
telst einer  Wheatstone'schen  Brücke  gemessen.  Diese  hatte 
eine  ähnliche  Einrichtung  wie  jene,  welche  ich  zum  Messen  von 
Widerständen  in  Platinblechen  *  benutzte.  Diesmal  hatte  ich 
jedoch  einen  Neusilberdraht,  Statteines  Stahldrahtes,  angewendet 
und  nach  dem  Verfahren  von  Siemens*  einen  Umschalter  mit 
der  Brücke  verbunden. 

Dieser  Umschalter  besteht  aus  einem  vorbeschriebenen  Strom- 
wechsler, dessen  beide  gegenüberliegende  Spalten  mit  den  Enden 
der  Brücke  durch  dicke  Kupferdrahtstücke  verbunden  sind.  In 
die  anderen  beiden,  gegenüberliegenden  Spähen  tauchen  die  einen 
Enden  der  zu  vergleichenden  Widerstände;  die  andern  tauchen 
in  das  Quecksilbemäpfchen,  von  welchem  der  Draht  zum  Gal- 
vanometer führt. 

Die  Summen  der  Ablesungen,  die  man  erhält,  wenn  mittelst 
des  Umschalters  die  beiden  zu  vergleichenden  Widerstände  ver- 
wechselt werden,  müssen  stets  die  Länge  des  Messdrahtes  geben. 


•  Sitzb.  d.  Wr.  Akad.  Bd.  LX,  S.  247.     «  Pogg.  Ann.  Bd.  110,  S.  9. 
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Durch  die  Fehler  beim  Anlöthen  des  Messdrahtes  an  die 
dicken  Kupferdrahtstttcke  können  leicht  Übergangswiderstände 
hervorgerufen  werden.  Durch  das  Umschalten  der  Widerstände 
während  des  Vergleichens  wird  man  hierauf  aufmerksam.  Es 
müssen  fehlerhafte  Brttckendrähte  entweder  ausgewechselt,  oder 
an  den  berechneten  Widerständen  Correctionen  angebracht  werden. 
Entschliesst  man  sich  zu  letzterem  Vorgange,  so  sind  die  zu  ver- 
gleichenden Widerstände  so  zu  wählen,  dass  die  Ablesungen  nie 
viel  über  zwei  Drittel  der  Länge  des  Messdrahtes  betragen.  Die 
Genauigkeit  der  Messungen  mit  der,  von  mir  verwendeten  Brücke 
dürfte  ungefähr  0-5  Pct.  betragen,  was  für  den  vorliegenden 
Zweck  vollkommen  ausreicht. 

Es  folgt  nun  eine  Tabelle,  welche  die  Znsammenstellung  der 
gewonnenen  Resultate  enthält : 

e  bedeutet  hierin  das  Verhältniss  der  electromotorischen  Kraft 
des  Thermoelementes,  bezogen  auf  ein  Kupfer-Neusilber- 
Element,  bei  100**  C.  Temperaturs- Differenz  der  Löthstellen ; 
m  die  Anzahl  der  Kupfer-Neusilber-Elemente,  mit  denen  ver- 
verglichen wurde, 
n  die  Anzahl  der  Versuche, 
F  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung, 
/•  den  mittleren  Fehler  des  Resultates, 
letztere  beiden  Grössen  nach  den  Formeln 


^-|/,7=:T'     /■=|/^(;r::i 


-1) 

gerechnet,  worin  2  die  Summe  der  Fehlerquadrate  bedeutet. 


Element 

V 

/// 

n 

F 

f 

Eisen,  Zinn 

1-680 
■    1-698 

8 
8 

26 
9 

0-146 
0-177 

9"/« 

0-029    ,  ^ 

1-7"  ■ 
0-059           • 

Eisen,  Blei  .... 

1-900 
1-891 

8 
8 

20 
21 

0-061 
0  057 

3-17o 

0-014  ^,.7« 
0-013           " 

Eisen,  Zink 

0-400 

4 

16 

0-028 

7% 

0-007   i-yo. 

0-382 

4 

15 

0-023 

0-006           * 

Kupfer,  Zink  . . 

.    0-553 

4 

12 

0-010 

1-3% 

0-003  0-57, 

Eisen,  Wismuth . 

,  11-62 

4 

12 

2-99 

300/ 

0-2           7-, 

Eisen,  PbSn3   . . 

1-497 

8 

12 

0-160  10-77„ 

0-046  3-1"'/^ 
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Selbstverständlich  ist  hiebei  die  Temperatur  der  erwärmten 
Löthstelle  die  Schmelztemperatur  des  leichter  flüssigen  Metalles. 

Endlich  wurde  noch  eine  Vergleichung  der  zwölf  Kupfer- 
Neusilber-Elemente  mit  einem  DanieFschen  Elemente  vorge- 
nommen, dessen  Zink  ein  sehr  gut  amalgamirtes  Stäbchen  war. 
Die  electromotorische  Kraft  des  DanieTschen  Elementes  er- 
gab sich  aus  neun  Beobachtungen  gleich  der,  von  671  Kupfer- 
Neusilber -Elementen.  Die  Fehler  sind  jF;=34  oder  5»/^,  und 
F=  9  oder  l-SV^. 

Die  mittleren  Bcobachtuugsfehler  stellen  sich,  Wismuth  aus- 
genommen, nicht  sehr  gross  heraus ;  sie  sind  im  allgemeinen  um 
80  bedeutender,  je  tiefer  die  Temperatur  ist,  bei  der  beobachtet 
wurde.  Es  weist  dies  darauf  hin,  dass  allenfallsige  Änderungen 
der  electromotorischen  Kraft  während  des  Schmelzens  höchstens 
beim  Wismuth  von  Belang  sein  können. 

II.  Die  Änderung  der  electromotorischen  Kraft  der  Thermoelemente, 
während  des  Schmelzens  und  Erstarrens. 

Zu  diesen  Versuchen  wurden  die  Elemente  nebst  einem  aus- 
reichenden Widerstände  in  den  Schliessungskreis  des  Galvano- 
meter eingeschaltet  und  die  Ablesungen  an  der,  in  Millimeter  ge- 
theilten,  1355  Mm.  vom  Spiegel  entfernten  Scala  beobachtet.  Die 
mit  Quecksilber  gefllUten  Eprouvetten,  welche  die  Verbindung  des 
Elementes  mit  dem  Schliessungskreise  vermitteln,  waren  bei  die- 
sen Versuchen  in  Wasser  von  der  fast  constanten  Zimmertempe- 
ratur von  20**  C.  eingetaucht. 

Wegen  der  grossen  Metallquerschnitte  ist  die  Änderung  des 
Widerstandes  in  den  Thermoelementen  zu  vernachlässigen,  so 
dass  die  electromotorische  Kmft  der  Stromstärke  proportional 
gesetzt  werden  kann.  Es  handelt  sich  also  in  den  vorliegenden 
Versuchen  zunächst  darum,  zu  entscheiden,  ob  die  Stromstärke 
während  eines  gewissen  Zeitabschnittes  constant  geblieben  ist, 
oder  sich  geändert  hat.  Es  wird  daher  gentigen,  im  nachfolgenden 
nur  die  Ablesungen  an  der  Scala  anzuführen. 

In  den  nachstehend  beschriebenen  vier  Versuchen  war  in 
den  Schliessungskreis  des  Elementes  nebst  dem  Galvanometer, 
dessen  Widerstand  sehr  nahe  zwei  Siemens'sche  Quecksilber- 
einheiten betrug,  noch  ein  Widerstand  von  6-4  SE  eingeschaltet. 
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1.  Beim  Zinn-Eisen-Elemente  war  die  Ablesung  während  des 
Schmelzens  174-5,  sie  stieg  sehr  langsam  auf  176.  Bei  weiterem 
Erhitzen  des  flüssigen  Zinnes  stieg  auch  die  Stromstärke,  schien 
sich  aber  einem  Maximum  zu  nähern.  Eine  Abnahme  der  Strom- 
stärke Hess  sich  nicht  constatiren,  trotzdem  ich  bis  zur  Schmelz- 
temperatur des  Zinks  ungefähr  erhitzt  haben  mochte.  Während 
des  Erkaltens  war  das  Element  sich  selbst  überlassen,  es  nahm 
die  Ablesung  bis  gegen  176  ab,  erreichte  nach  längerer  Zeit 
175.  Mittlerweile  war  das  Zinn  erstarrt.  Nach  dem  Erstarren 
nahm  die  Ablesung  sehr  gleichmässig  ab.  Bei  vielen  vorher- 
gehenden, zu  verschiedenen  Zeiten  und  mit  verschiedenen 
Eisen-Zinn-Elementen  angestellten  Versuchen,  gelangte  ich  stets 
zu  dem  Resultate,  dass  während  des  Schmelzens  und  Erstarren s 
die  Stromstärke  denselben  Werth  beibehalte. 

2.  Ein  Eisen-Bleielement  ergab  während  des  Schmelzens 
und  während  des  Erstarrens  die  constante  Ablesung  198. 

3.  Ein  Eisen  -  PbSug  -  Element  gab  sowohl  während  des 
Schmelzens,  als  während  des  Erstarrens  die  constante  Able- 
sung 150. 

4.  Ein  Eiseu-PbgSn-Element  ergab  eine,  während  des  Schmel- 
zens sich  unregelmassig  ändernde  Ablesung.  Es  wird  nämlich  die 
Legirung  vor  dem  Schmelzen  erst  bröckelig. 

5.  Nebst  dem  Galvanometer  war  in  den  Schliessungskreis 
des  Eisen-Zink-Elementes  kein  Widerstand  eingeschaltet.  Vordem 
Schmelzen  war  die  Ablesung  im  Abnehmen  begriffen,  beim  Be- 
ginn des  Schmelzens  war  sie  100,  während  des  Schmelzens  sank 
sie  allmälig  auf  95,  nach  dem  Schmelzen  ziemlich  rasch  noch 
tiefer.  Das  Erstarren  fand  bei  einer  Ablesung  von  110  bis  115 
statt,  was  einer  geringeren  Temperatur,  als  der  Schmelztempe- 
ratur entspräche.  Nach  dem  Erstarren  erreichte  die  Ablesung 
bald  das  Ende  der  Scala. 

6.  In  den  Schliessungskreis  des  Xupfer-Zink-Elementes  war 
nebst  dem  Galvanometer  noch  ein  Widerstand  von  5*2  SE  einge- 
schaltet. Während  des  Schmelzens  blieb  die  Ablesung  constant 
103*5,  sie  hatte  bisher  mit  der  Erwärmung  zugenommen.  Nachdem 
Schmelzen  nahm  die  Ablesung  allmälig  ab,  so  dass  das  Maximum 
der  Stromstärke  dieses  Elementes  gerade  bei  der  Schmelztem- 
peratur des  Zinkes  zu  liegen  scheint.  Während  des  Erstarrens  war 
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die  Ablesung  100  und   sank  allmälig  auf  97,   was   auch  einer 
tieferen  Temperatur  entspräche. 

7.  Das  Eisen-Wismuth- Element.  Vorläufige  Versuche,  die  un- 
mittelbar nach  der  Bestimmung  der  electromotorisehen  Kraft  an- 
gestellt wurden,  ergaben,  dass  während  des  Schmelzens  die 
Stromstärke  sich  ändere,  jedoch  nicht  sehr  erheblich,  xmd  dass 
während  des  Erstarrens  diese  Änderungen  noch  geringer  seien. 
Spätere  Versuche  führten  zu  einem  ähnlichen  Resultate.  Um  noch 
weitere  Gewissheit  hierüber  zu  erlangen,  wurde  das  Element 
zum  Theile  neu  zusammengestellt.  Die  Verbindungsstellen  des 
Elementes  mit  dem  übrigen  Stromkreise  waren  durch  Wasser 
auf  die  Zimmertemperatur  von  19**  C.  erhalten  und  nebst  dem 
Galvanometer  noch  65-6  S  i  e  m  e  n  s*sche  Einheiten  in  den  Schlies- 
sungskreis eingeschaltet.  Während  des  Schmelzens  stieg  die  Ab- 
lesung von  155  auf  160  und  nahm  mit  der  höheren  Temperatur 
nur  langsam  zu,  im  Gegensatz  zu  früheren  Beobachtungen,  bei 
denen  eine  rasche  Zunahme  constatirt  wurde.  Während  des  Er- 
starrens blieb  die  Ablesung  ziemlich  constant  auf  155,  bei  spä- 
teren Versuchen  auf  153  und  150.  Öfter  zeigte  sich  schon  während 
des  Hervorbrechens  des  geschmolzenen  Wismuthes  durch  die 
erstarrte  Decke,  eine  raschere  Abnahme  der  Ablesung;  öfter  trat 
dies  erst  darnach  ein.  Die  Berührung  des  Eisendrahtes  mit  dem 
Wismuth  scheint  auf  die  erhaltenen  Resultate  von  erheblichem 
Einflüsse  zu  sein,  und  manche  Unregelmässigkeit  mag  in  deren 
Unvollkommenheit  ihren  Grund  haben. 

Kurz  zusammengefasst  sind  die  Ergebnisse  der  Versuche 
folgende : 

Während  des  Schmelzens  und  Erstarrens  ändert  sich  in  den 
Eisen-Zinn-,  Eisen-Blei-  und  Eisen-PhSUg-Elementen  die  electro- 
motorische  Kraft  nicht,  sie  hat  sowohl  beim  Schmelzen,  als  beim 
Erstarren  denselben  Werth. 

Die  electromotorische  Kraft  der  Eisen-Zink-  und  Kupfer- 
Zink-Elemente  bleibt  während  des  Schmelzens  und  Erstarrens 
nahe  constant.  Das  Erstarren  des  Zinks  scheint  bei  einer  nie- 
drigeren Temperatur  vor  sich  zu  gehen,  als  das  Schmelzen, 

Beim  Eisen- Wismuth-Elemente  ist  die  electromotorische  Kraft 
während  des  Schmelzens  und  Erstarrens  nahe  dieselbe.  Sie 
ninmit  allerdings  während  des  Schmelzens  etwas  zu  und  während 
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des  Erstarrens  etwas  ab,  allein  diese  Änderungen  sind  bald 
bedeutender,  bald  geringer,  bald  gar  nicht  vorhanden,  so  dass 
sie  durch  Zufälligkeiten,  als  mangelhafte  Berührung  zwischen 
Wisniuth  und  Eisen  u.  dgl.  m.  hervorgebracht  scheinen.  Vielleicht 
ist  auch  die  Schmelztemperatur  des  Wismuths  nicht  constant. 

Durch  die  Versuche  ist  nur  constatirt,  was  während  des 
Sehmelzens  vorgeht,  sie  lassen  aber  nicht  entscheiden,  was  un- 
mittelbar vor  dem  Schmelzen  und  nach  dem  Erstarren  geschieht. 
Es  wäre  hiezu  nöthig  gewesen,  die  Temperatur  im  Elemente  mit 
einer  Thermokette  zu  beobachten.  Der  Mangel  eines  zweiten 
Spiegelgalvanometers  oder  sonstigen  geeigneten  Messapparates 
verhinderte  mich  jedoch,  den  Versuchen  diese  erwünschte  Aus- 
dehnung zu  geben. 
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LXVI.  Band. 
ZWEITE  ABTHEILUNG. 

7. 

Enthält  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physik,  Chemie, 
Mechanik,  Meteorologie  und  Astronomie. 
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XVm.  SITZUNG  VOM  4.  JULI  1872. 


Die  Herreji  A.  Winnecke  in  Carlsruhe  und  W.Tempel 
in  Mailand  danken  mit  Schreiben  vom  25.  und  bezhgsw.  28.  Juni 
1.  J.  fttr  die  ihnen  zuerkannten  und  tibersendeten  Kometen-Preise. 

Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor : 

^Kritische  Durchsicht  der  Ordnung  der  Flatterthiere  oder 
Handfltigler  (Chiroptera).  Familie  der  Fledermäuse  (Vesperti- 
lionesj.^  HI.  Abtheilung,  vom  Herrn  Dr.  L.  J.  Fitzinger  in 
Pest. 

„Über  die  Ursache  des  hohen  Absonderungsdruckes  in  der 
Glandula  submaxillaris^ ,  vom  Herrn  Prof.  Dr.  Ew.  Hering  in 
Prag. 

„Zur  Theorie  der  BesseTschen  Functionen  zweiter  Art", 
vom  Herrn  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Krems. 

„Über  das  Verhalten  der  Action  des  Herz- Ventrikels  zur 
Pulswe'ienbildung  in  der  Arterie",  vom  Herrn  Dr.  Eng.  Kolisko. 

Herr  J.  Schlesinger,  Prof.  an  der  k.  k.  Forst- Akademie 
zu  Mariabrunn  hinterlegt  ein  versiegeltes  Schreiben  mit  der  Auf- 
schrift „Geodätisches"  zur  Wahrung  seiner  Priorität. 

Herr  Prof.  Dr.  H.  Hlasiwetz  legt  folgende  vier  Mitthei- 
Inngen  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  Universität  Inns- 
bruck" vor: 

14.  „Über  einige  Derivate  der  Dioxybenzo^säure" ,  von  den 
HeiTcn  L.  Barth  und  C.  Senhofer; 

15.  „Über  Toluoldisulfosäure  und  einige  Abkönunlinge  der- 
selben", vom  Herrn  C.  Senhofer; 

16.  „Über  die  Einwirkung  von  schmelzendem  Kali  auf  Benzoe- 
säure", vom  Herrn  L.  Barth; 

17.  „Über  Sulfoparaoxybenzoösäure",  vom  Herrn  R.  Kölle. 
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Herr  Prof.  Hlasiwetz  übergibt  ferner  eine  für  den  Anzei- 
ger bestimmte  vorläufige  Mittheibing  über  eine  Anzahl  von  Ver- 
bindungen, welche  aus  der  Einwirkung  von  Schwefelkohlenstoff 
und  Ammoniak  auf  verschiedene  Amide,  Aldehyde  und  Alkohole 
hervorgehen. 

Der  Secretär  v.  Schrott  er  macht  eine  Mittheilung  über 
den  von  Stokes  ausgehenden  Vorschlag,  die  Arbeiter  in  den 
Quecksilberwerken  durch  Schwefel  vor  der  schädlichen  Einwir- 
kung der  Quecksilberdämpfe  zu  schützen,  und  über  seine  hie- 
durch  veranlassten  eigenen  Versuche. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 
Annalen  der  Chemie  &  Pharmacie,  von  Wöhler,  Liebig  & 

Kopp.  N.  R.  Band  LXXXVII,  Heft  1.  Leipzig  &  Heidelberg, 

1872;  8«. 
Apotheker -Verein,  allgem.  österr. :  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 

Nr.  18— 19.  Wien,  1872;  8». 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1894  (Bd.  79.  22.).  Altona, 

1872;  4^ 
Beobachtungen,   Meteorologische,   angestellt  in  Dorpat  im 

Jahre  1871.  VL  Jahrgang,  H.  Bd,  1.  Heft.  Dorpat,  1872;  8«. 
Carl,  Ph.:  Siehe  Repertorium. 
Comitato,  R.,  Geologico  dltalia:  Bollettino.  Anno  1872,  Nr.  3 

&4.  Firenze,  1872;  8«. 
Comptes  rendus  des  seances  de  TAcadfemie  des  Sciences.  Tome 

LXXIV,  Nrs.  24—25.  Paris,  1872;  4«. 
DesMoulins,  Charles,  Fragments  zoologiques.  Nr.  I — H.  Bor- 
deaux, 1872;  8^ 
F ritsch,  Anton,  Cephalopoden  der  böhmischen  Kreideformation. 

(Veröffentlicht  mit  Subvention  des  Comit^s  für  die  Landes- 
durchforschung von  Böhmen.)  Prag,  1872;  4^ 
Gelehrten-Gesellschaft,  Serbische,  zu  Belgrad:  Glasuik. 

Bd.  XXXII  &  XXXm.  Belgrad,  1871  &  1872;  8*». 
Gesellschaft,  österr.,  für  Meteorologie :  Zeitschrift.  VII.  Band, 

Nr.  12.  Wien,  1872;  4«. 
—  k.  k.  mähr.-schles.,  zur  Beförderung  des  Ackerbaues,  der 

Natur-  &  Landeskunde:  Mittheilungen.  1871.,LL  Jahrgang. 

Brlinn;  4^  —  Notizen  -  Blatt   der  histor.  -  Statist.  Section. 

1871.BrUnn;4«. 
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Gesellschaft,  Astronomische,  in  Leipzig:  Vierteljahrsschrift. 

Vn.  Jahrgang,  2.  Heft.  Leipzig,  1872;  8^ 
Gewerbe-Verein,    n.-ö. :   Wochenschrift.    XXXIIL   Jahrg. 
Nr.  25—26.  Wien,  1872;  4o. 

Istitnto,  Reale,  Lombardo  di  Scienze  e  Lcttere:  Memorie. 
Classe  di  Lettere  e  Scienze  morali  e  politiche :  Vol.  XII 
(in.  della  Serie  UI.),  Fase.  2.  Milano,  1871;  4<>;  Clause  di 
Scienze  matematiche  e  natnrali.  Vol.  XII  (III.  della  serie  III.) 
Fase.  2—4.  Milano,  1871  &  1872 ;  4*».  —  Rendiconli.  Serie  II. 
Vol.  III.,  fasc.  16—20.  (1870);  Vol.  IV.,  fasc.  1-20.  (1871); 
Vol.  V.,  fasc.  1—7.  (1872.)  Milano;  8».  —  Atti  della  fon- 
dazione  scientifica  Cagnola.  Vol.  V.,  fasc.  2 — 3. 1870 — 1871. 
Milano;  8^ 

Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik,  von  C.  Ohrt- 
mann,  F.  Mttller,  A.  Wangerin.  II.  Band.  Jahrgang 
1869  &  1870,  Heft  1.  Berlin,  1872;  8«. 

Journal  fllr  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  V, 
9.  Heft.  Leipzig,  1872;  8«. 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  13.  Graz,  1872;  4<». 

Mittheilungen  aus  J.  Perthes'  geographischer  Anstalt. 
18.  Band,  1872,  Heft  VL  Gotha;  4». 

Moniteur  scientifique.  3*  S^rie.  Tome  II.  36&  Livraison.  Paris, 
1872;  4«. 

Museum-Verein,   SiebenbUrgischer :  Jahrbticher.   VL  Band, 

1.  Heft.  Kronstadt,  1872;  4^ 
Nature.  Nrs.  138—139.  Vol.  VI.  London,  1872;  4«. 
Repertorium  für  Experimental  -  Physik  etc.,  von  Ph.  Carl. 

VIU.  Band,  1.  Heft.  München,  1872;  8». 

„Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger**.  I"  Ann6e  (2«  Serie).  Nrs.  52—53. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4^ 
Soci^t6   Imperiale  de  M^decine    de   Constantinople :   Gazette 

m^dicale  d'Orient.  XVP  Ann6e,  Nrs.  1 — 2.  Constantinople, 

1872;  4^ 
Society,  The  Royal  Geographical,   of  London:  Proceedings. 

Vol.  XVI,  Nr.  2.  London,  1872;  8«. 
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Verein  für  Landeskunde  von  Niederösterreich:  Blätter.  N.  F. 
V.  Jahrgang,  Nr.  1—12.  Wien,  1871;  8».  —  Topographie 
von  Niederösterreich.  Heft  1—3.  Wien,  1871;  4». 
—  fllr  Naturkunde  zu  Cassel:  XVI.,  XVII.  &  XVni.  Bericht. 
1866—1871.  Cassel,  1871;  8». 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  24 — 25. 
Wien,  1872;  4». 

Zeitschrift  fUr  Chemie,  von  Beilstein,  Fittig  & 
Hübner.  XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VH.  Band,  22.  Heft.  Leip- 
zig, 1871:8». 


r 


Digitized  by  VjOOQIC 


79 


Über  einen  Vorschlag  von  G.  G.  Stokes,  die  schädlichen 

Wirkungen  der  Quecksilberdämpfe  ganz  oder  theilweise  zu 

beseitigen,  und  über  das  Verhalten  von  Jod  und  Schwefel 

zu  diesen  Dämpfen. 

Von  dem  w.  M.  Dr.  X.  R.  t.  SekrOtter. 

Im  Jänner  1872  erhielt  ich  ein  Schreiben  von  Herrn  Prof. 
G.  G.  Stokes  über  den  oben  angegebenen  Gegenstand,  in  der 
Absicht  hiedurch  zu  veranlassen,  dass  die  Aufinerksamkeit  der 
Regierung  auf  das  Verhalten  des  Schwefels  zu  den  Quecksilber- 
dämpfen gelenkt  werde,  um  wo  möglich  die  Arbeiter  in  den 
Quecksilberwerken  von  Idria  durch  passende  Einrichtungen  vor 
der  schädlichen  Einwirkung  des  Quecksilbers  zu  schützen,  oder 
diese  doch  wenigstens  zu  vermindern. 

Auf  meine  Anfrage  ermächtigte  mich  Herr  Prof.  Stokes, 
seine  Mittheilungen  in  einer  mir  passend  erscheinenden  Weise  zu 
veröffentlichen,  was  hiemit  geschieht,  da  ich  sie  für  wichtig 
genug  halte,  der  Akademie  vorgelegt  zu  werden.  Ich  habe  die- 
selben in  freier  Übersetzung  unter  Hinweglassung  des  Unwe- 
sentlichen zu  einem  Ganzen  verschmolzen  und  ihnen  die  folgende 
Form  gegeben. 

Anhangsweise  füge  ich  noch  einige  Versuche  bei,  die  ich 
durch  die  Mittheilungen  von  Stokes  anzustellen  veranlasst 
wurde. 

Stokes  schreibt: 

....  „„In  einem  Gespräche  mit  Dr.  Andrews  in  Belfast 
erwähnte  er  seines  Besuches  der  Quecksilberminen  zu  Idria 
and  schilderte  den  traurigen  Gesundheitszustand  der  dortigen 
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Arbeiter,  welcher  durch  die  Einwirkung  des  Quecksilbers  bedingt 
wird  K 

Ich  dachte  hiebei  sogleich  an  einige  Versuche  ttber  den 
schädlichen  Einfluss  der  Quecksilberdämpfe  auf  die  Vegetation, 
ttber  die  ich  einen  Bericht  in  einer  französischen  Zeitschrift  vor 
längerer  Zeit  gelesen  hatte,  und  es  schien  mir,  dass  sich  hierauf 
ein  leicht  ausflihrbares  Verfahren  zum  Schutze  der  dortigen  Ar- 
beiter gründen  Hesse. 

Professor  W.  H.  Miller  in  Cambridge  rieth  mir,  mich  in 
dieser  Angelegenheit  an  Sie  zu  wenden,  da  er  meinte,  Sie  wären 
ganz  in  der  Lage,  an  der  geeigneten  Stelle  die  Aufmerksamkeit 
auf  meinen  Vorschlag  zu  lenken. 

Pries tley  war  es,  der  die  schädliche  Wirkung  des  Queck- 
silbers auf  die  Vegetation  entdeckte.  An  den  Namen  des  franzö- 
sischen Autors  *  (oder  der  Autoren,  wenn  es  mehrere  waren),  auf 
die  ich  mich  oben  bezog,  kann  ich  mich  nicht  mehr  erinnern, 
aber  ich  weiss,  dass  ihre  Versuche  nur  eine  Wiederholung  derer 
eines  holländischen  Gelehrten  waren,  die,  wie  ich  glaube,  am 
Ende  des  >^origen  Jahrhunderts  angestellt  wurden.  Ich  erinnere 
mich  jedoch  genau  auf  die  Natur  dieser  Versuche  und  das  ist 
wohl  die  Hauptsache. 

Diese  Versuche  wurden  meistens  mit  Petunien  angestellt. 
Die  Pflanze  wurde  mit  einer  Glasglocke  bedeckt,  unter  welcher 
sich  auch  etwas  Quecksilber  in  einer  offenen  Schale  befand. 
Schon  nach  dem  kurzen  Zeiträume  von  24  Stunden  erschienen 
schwarze  Flecken  an  den  Blättern  und  die  Pflanzen  fingen  an  zu 
welken.  Nach  längerer  Zeit  wurden  die  Blätter  ganz  schwarz 
und  die  Pflanze  starb  ab.  Wurde  jedoch  zugleich  Schwefel,  und 
zwar  wie  ich  glaube,  in  der  Form  von  Schwefelblumen  unter  die 


'  Nach  amtlichen  Daten  wurden  im  Jahre  1871  nahe  an  46  Pct.  der 
dortigen  Arbeiter  von  Krankheiten  befallen ,  deren  Urspmng  mit  grosser 
Wahrscheinlichkeit  auf  die  Einwirkung  des  Quecksilbers  zurückgeführt 
werden  konnte;  bei  nahe  an  40  Pct.  war  dies  entschieden  der  Fall.  Die 
Anzahl  der  Arbeiter  beträgt,  mit  Ausnahme  der  in  den  Forsten  beschäf- 
tigten, 722.  Sehr  Otter. 

2  Es  dürfte  dies  die  Arbeit  von  Boussingault  sein,  deren  Quelle 
jedoch  nicht  aufgefunden  werden  konnte. 
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Glocke  gebracht,  so  war  die  zerstörende  Wirkung  des  Queck- 
silbers gänzlich  aufgehoben. 

Die  Erklärung,  welche  die  französischen  Autoren  von  der 
schützenden  Wirkung  des  Schwefels  gegeben  haben,  ist  unzwei- 
felhaft die  richtige,  nämlich,  dass  der  Schwefel,  selbst  bei  der 
gewöhnlichen  Temperatur,  in  geringem  Grade  fluchtig  sei ,  und 
dass  sich  die  Dämpfe  desselben  mit  denen  des  Quecksilbers 
direct  zu  Quecksilbersulfid  verbinden,  welches  für  die  Vegetation 
unschädlich  ist. 

Ich  weiss  zwar  nicht,  auf  welchem  Wege  das  Quecksilber  in 
Idria  an  die  Arbeiter  gelangt,  ob  durch  die  Berührung  mit  den 
Händen  oder  durch  die  Einwirkung  der  Dämpfe,  glaube  aber, 
dass  dieses  das  wahrscheinlichere  ist. 

Wenigstens  war  letzteres  bei  der  so  verhängnissvollen  Ver- 
giftung der  Mannschaft  des  englischen  Kriegsschiffes  Triumph, 
über  welche  Dr.  Burnett  berichtet^,  entschieden  der  Fall.  Ob 


«  Philosophical  Transactions  of  the  K.  Soc.  for  1823,  p.  402.  Ein 
Auszug  ans  Nicholson 's  Joum.  of  phil.  findet  sich  in  Gilbert 's  Anna- 
len  B.  40,  S.  347.  1812.  —  Wegen  der  Merkwilrdigkeit  dieses  FaUes  glaube 
ich,  einen  kurzen  Auszug  aus  Dr.  Burnett 's  Bericht  hier  folgen  lassen  zu 
dürfen,  zumal  derselbe  für  den  vorliegenden  Zweck  lehrreich  und  wenig 
bekannt  ist. 

Im  März  1810  scheiterten  zwei  nach  Südamerika  bestimmte  spanische 
Schiffe,  die  ungefähr  130  Tonnen  Quecksilber  an  Bord  hatten,  welche  auf 
die  in  Idria  übliche  Weise  in  ledernen  Säcken  und  Holzfösschen  verpackt 
waren,  an  der  Küste  von  Cadix.  Der  Triumph  nahm  später  1200  solche  von 
Seewasser  durchnässte  Säcke  auf  und  verwahrte  dieselben  in  dem  für  den 
Zwieback  bestimmten  Kaum.  Schon  nach  14  Tagen  waren  die  Säcke  ver- 
modert und  das  Quecksilber  fing  an  auszufliessen.  Man  sammelte  davon  so 
viel  man  konnte,  aber  ein  Theil  verbreitete  sich  in  dem  unzugänglichen 
Räume  des  Schiffes,  wo  es  auch  mit  Wasser  in  Berührung  kam.  Die  Wirkung 
dieses  Unfalles  war  eine  furchtbare.  Alle  auf  dem  Schiffe  befindlichen  Metalle 
überzogen  sich  mit  einer  Quecksilberschichte  und  die  Mannschaft,  etwa 
200  Mann,  wurde  innerhalb  dreier  Wochen  nach  der  Aufnahme  des  Queck- 
sübers  von  einem  heftigen  Speichelflusse  befallen.  Sämmtliche  auf  dem 
Schiffe  befindlichen  Thiere  gingen  zu  Grunde.  Das  Schiff  wurde  nun  nach 
Gibraltar  gesendet  und  dort  von  Grund  aus  gereinigt ;  alles  was  entfernt 
werden  konnte,  wie  die  Lebensmittel  etc.,  wurde  beseitigt  und  durch  neue 
ersetzt.  Dessenungeachtet  erneuerten  sich  auf  der  Rückkehr  nach  Cadix 
die  Erkrankungen  in  sehr  bedauerlicher  Weise  bis  Anfangs  Juni,  wo  das 
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aber  der  Quecksilberdampf  blos  durch  die  Lungen  oder  blos 
durch  die  Oberhaut  des  Körpers,  oder  durch  beide  absorbirt 
wird^  ist  mehr  als  ich  sagen  kann. 

Wenn  das  Quecksilber  hauptsächlich  durch  die  Haut  auf- 
genommen wird,  so  sollte  ich  meinen,  dass  es  leicht  wäre  der 
Wirkung  desselben  vorzubeugen,  indem  man  die  Arbeiter  veran- 
lasst, Kleider  zu  tragen,  die  mit  Schwefel  imprägnirt  sind.  Ei^ 
würde  gentigen  diese  mit  Schwefelblumen  einzureiben,  zumal  bei 
Kleidern  aus  Wollstoffen,  oder  sie  in  die  Lösung  einer  höheren 
Schwefelverbindung  eines  Alkalimetalles  und  dann  in  eine  ge- 
hörig verdünnte  Säure  zu  tauchen,  um  den  Schwefel  in  den 
Stoffen  niederzuschlagen  und  dann  mit  Wasser  alles  Lösliche  zu 
entfernen. 

Dringt  der  Quecksilberdampf  vorzüglich  durch  die  Lungen 
ein,  so  würde  es  nothwendig  sein,  Mund  und  Nase  mit  einem 
lockeren  schwefelhaltigen  Tuche  zu  bedecken,  was  jedoch,  wie 
ich  fürchte,  so  viel  Unbequemlichkeit  verursachen  dürfte,  dass 
sich  die  Arbeiter  kaum  derselben  unterziehen  würden,  zumal 
jene  nicht  die  bei  Feuer  arbeiten.  Es  käme  eben  darauf  an,  ob 
die  Leiden  durch  das  Quecksilber  so  gross  sind,  dass  sie  sich 
geneigt  finden,  das  kleinere  Übel  dem  grösseren  vorzuziehen. 

In  den  Minen  selbst  wäre  schon  eine  erspriessliche  Wirkung 
zu  erzielen,  wenn  Schwefel  an  Orten  ausgestreut  würde,  wo  der- 
selbe trocken  bleibt. 

Die  angeführten  Versuche  mit  den  Pflanzen  geben  so  viel 
HofiBung  auf  Erfolg,  dass  es  der  Mühe  werth  scheint,  die  von 
mir  vorgeschlagene  Methode  zum  Schutze  der  Arbeiter  praktisch 
zu  prüfen.  Es  dürfte  indess  viel  Zeit  verfliessen  ehe  man  es  als 
sichergestellt  betrachten  kann,  ob  die  angegebene  Methode  wirk- 
lich schützt  oder  nicht,  indem  ich  vermuthe,  dass  die  Absorption 
des  Quecksilbers  durch  den  Körper  der  Arbeiter  ein  sehr  langsam 
fortschreitender  Process  ist. 

8cbift  nach  England  zurückkehrte.  Obwohl  auf  der  Fahrt  beständig  alle 
Theile  des  Schiffes  gelUftet,  und  die  Mannschaft  so  viel  als  möglich  auf 
Deck  gehalten  wurde,  waren  doch  einige  vierzig  Mann  vom  Speichelflusn 
befallen  worden.  Erst  nach  der  Ankunft  in  England  Anfangs  Juli,  als«» 
etwa  fünf  Monate  nach  der  Annahme  des  Quecksilbers,  trat  kein  Krank- 
heitsfall mehr  ein.  Schrotte r. 
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Aber  auch,  wenn  die  Qnecksilberdämpfe  durch  die  Lungen 
abßorbirt  werden^  wird  das  Tragen  von  mit  Schwefel  imprägnirten 
Kleidern  von  einigem  Nutzen  sein^  selbst  wenn  der  Mund  frei 
bleibt.  Denn  wenn  die  Dämpfe,  welche  der  Schwefel  bei  der 
gewöhnlichen  Temperatur  abgibt,  schon  genügen  die  Pflanzen  zu 
schützen,  so  dürfte  sich  unter  Mitwirkung  der  Körperwärme  eines 
Arbeiters  genug  Schwefel  an  seinen  Kleidern  verflüchtigen,  um 
ibn  mit  einer  schützenden  Atmosphäre  zu  umgeben. 

Dr.  Burnett  erwähnt  in  seinem  angeführten  Berichte,  dass 
der  Schwefel  von  den  Ärzten  des  Triumph  sowohl  iimerlich  als 
äusserlich  angewendet  wurde.  Innerlich  genommen  vermehrte  er 
nur  die  Diarrhoe,  äusserlich  wäre  er  einfach  ohne  Nutzen.  Hieraus 
folgt  aber  keinesfalls,  dass  es  unnütz  sei  meinen  Vorschlag  zu 
prüfen.  Denn  offenbar  war  Dr.  Burnett  der  Ansicht,  dass 
Schwefel  in  dem  erwähnten  Falle  als  ein  einfaches  Antidot  gegen 
das  bereits  absorbirte  Quecksilber  wirke,  während  nach  meiner 
Idee  der  Schwefel  dazu  dienen  soll,  die  Absorption  des  noch  nicht 
aufgenommenen  Quecksilbers  zu  verhindern. 

Bei  der  gänzlichen  Verschiedenheit  dieser  beiden  Ansichten 
muss  daher  auch  die  Art,  sie  zu  erproben,  eine  ganz  verschie- 
dene sein. 

Wahrscheinlich  wurde  in  dem  Falle  Burnett's  der  Schwefel 
mit  Speck  gemischt,  um  ihn  als  Pflaster  anwenden  zu  können.  Unter 
diesen  Umständen  hat  der  Speck  die  Verdunstung  des  Schwefels 
gehindert,  und  selbst  wenn  er  in  trockenem  Zustande  angewendet 
worden  wäre,  würden  wahrscheinlich  nur  jene  Theile  der  Haut 
damit  eingerieben  worden  sein,  welche  am  meisten  afficirt  wur- 
den, und  man  hätte  nicht  darauf  Rücksicht  genommen,  dass  die 
erwartete  günstige  Wirkung  des  Schwefels  (wenn  es  eine  solche 
gibt)  davon  abhängt,  dass  derselbe  in  einer  grossen  Ausdehnung 
der  Luft  ausgesetzt  wird,  ganz  gleichgiltig  ob  er  mit  der  Haut  in 
unmittelbare  Berührung  kommt  oder  nicht."" 

Diese  interessanten  Mittheilungen  haben  mich  veranlasst  zu 
untersuchen,  wie  Schwefel  sich  im  Vacuum  des  Barometers,  also 
in  einem  mit  Quecksilberdämpfen  gesättigten  Räume  verhält.  Zu 
diesem  Behufe  wurden  einige  Stücke  davon  in  das  Vacuum  einer 
Barometerröhre  von  etwa  1*8  Cm.  Weite  gebracht.  Schon  nacli 
einigen  Stunden  konnte  man  die  Bildung  von  schwarzem  (amor- 

6* 
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phen)  Quecksilbersulfid  (Queeksilbermohr)  wahrnehmen,  das  sich 
am  Rande  des  Quecksilbers  und  etwas  darüber  ringförmig  an- 
gesetzt hatte. 

Nach  einigen  Tagen  war  aber  nicht  nur  der  schwarze  Über- 
zug vermehrt,  sondern  es  hatte  sich  auch  ein  rother  Körper  fin 
die  Glasröhre  angelegt,  so  dass  nach  etwa  vier  Wochen  die 
Röhre  bis  zu  einer  Höhe  von  ungefilhr  35  Mm.  mit  einem  rothen 
und  stellenweise  beigemengten  schwarzen  Körper  überzogen  war. 
Dieser  Versuch  wurde  im  diflFusen  Tageslichte  angestellt,  bei 
einer  Temperatur,  die  nicht  über  26"*  C.  betrug. 

Im  directen  Sonnenlichte  erfolgt  ganz  dasselbe,  nur  rascher 
und  unter  reichlicherer  Bildung  des  rothen  Körpers,  der  nichts 
anderes  als  Zinnober  ist. 

Schon  dieses  Verhalten  Hess  verrauthen,  dass  zur  Bildung 
des  letzteren  die  Mitwirkung  des  Lichtes  nothwendig  sei,  was 
auch  durch  einen  directen  Versuch  bestätiget  wurde. 

In  einem  mit  Luft  gefüllten  Räume  treten  ganz  dieselben 
Erscheinungen  auf,  wie  im  barometrischen  Vacuum,  denn  in 
einer  2  Decm.  langen,  1  Ctm.  weiten,  zugeschmolzenen  Glasröhre, 
in  der  sich  etwas  Quecksilber  und  einige  Stücke  Schwefel  be- 
fanden, und  die  in  einer  geneigten  Lage  der  Einwirkung  des 
Lichtes  ausgesetzt  war,  bildete  sich  schon  nach  wenigen  Tagen 
neben  dem  schwarzen  auch  das  rothe  Sulfid. 

Bringt  man  eine  solche  Röhre,  die  jedoch  der  Einwirkung 
des  Lichtes  nicht  ausgesetzt  wurde,  um  die  Bildung  von  Zinnober 
zu  verhindern,  nachdem  sie  sich  mit  Mohr  überzogen  hatte,  an 
das  Licht,  so  bildet  sich  sehr  bald  auch  Zinnober. 

Dies  geschieht  aber  nicht  durch  Umwandlung  des  schon 
früher  gebildeten  schwarzen  Sulfides  in  rothes,  sondeni  dieses 
entsteht  erst  neu  aus  den  Schwefel-  und  Quecksilberdämpfen, 
die  während  der  Einwirkung  des  Lichtes  mit  einander  in  Be- 
rührung kommen.  Dass  dies  so  ist,  geht  aus  dem  Umstände  her- 
vor, dass  fertig  gebildetes,  ganz  reines  schwarzes  Sulfid,  für  sich 
allein  der  Einwirkung  der  Sonnenstrahlen  ausgesetzt,  weder 
sublimirt,  noch  in  rothes  Sulfid  übergeht. 

Es  wird  also  nur  dann  Zinnober  gebildet,  wenn  die  Dämpfe 
des  Schwefels  und  die  des  Quecksilbers  unter  Mitwirkung  des 
Lichtes  mit  einander  in  Berührung  kommen,  nicht  aber  wenn 
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fertiger  Mohr  der  Einwirkung  des  Lichtes  ausgesetzt  wird. 
Schwarzes,  d.  h.  amorphes  Quecksilberoxyd  verdunstet  über- 
haupt als  solches  nicht ;  denn  bei  stärkerem  Erwärmen  geht  es 
wie  bekannt  in  Zinnober  über,  worauf  ja  eine  Bereitungsart  des 
letzteren  beruht.  Es  gibt  also  keine  Dämpfe  von  schwarzem  Queck- 
sllbersulfid,  so  wenig  als  es  Dämpfe  vom  amorphen  Phosphor 
oder  Schwefel  gibt,  und  man  geht  wol  kaum  zu  weit,  wenn  man 
schliesst,  dass  überhaupt  amorphe  Körper  als  solche 
nicht  verdunsten.  Es  würde  hieraus  folgen,  dass 
die  Molecüle  der  Gase  durchgehends  krystallisirt 
sind. 

Die  Annahme,  dass  amorphe  Körper  nicht  verdampfen,  steht 
aber  mit  dem  von  Zöllner  ausgesprochenen  Satze*,  dem  ich 
beistimme,  dass  die  Verdampfung  eine  vom  Aggregationszustande 
unabhängige  allgemeine  Eigenschaft  der  Materie  sei,  nicht  im 
Widerspniche.  Die  Fähigkeit  der  Materie  zu  verdam- 
pfen, würde  vielmehr  nur  von  ihrem  Molecular- 
zustande  abhängen,  darum  aber  nicht  aufhören  eine  allge- 
meine Eigenschaft  derselben  zu  sein,  da  ja  dieser  nicht  unver- 
änderlich ist.  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  dieses  Verhalten  der 
Materie  weiter  einzugehen,  zumal  dasselbe  zum  Gegenstände 
einer  gründlichen  Specialuntersuchung  gemacht  zu  werden  ver- 
dient. 

Um  bei  den  obigen  Versuchen  die  Bildung  des  Quecksilber- 
niohrs  zu  verhindern,  ist  es  nothwendig  die  Einrichtung  so  zu 
treffen,  dass  der  Schwefel  mit  dem  Quecksilber  nicht  in  directe 
Berührung  kommt.  Dies  wird  erreicht,  wenn  man  den  Schwefel 
über  dem  Quecksilber  aufhängt.  Zu  diesem  Behufe  wird  ein  an 
einem  Ende  spiralförmig  gewundener  Platindraht  wiederholt  in 
geschmolzenen  Schwefel  getaucht,  bis  eine  entsprechende  Menge 
davon  die  Spirale  in  Form  eines  grossen  Tropfens  umgibt. 

Dieser  Platindraht  wird  nun  in  eine  Glasröhre  von  ge- 
nügender Weite,  während  sich  dieselbe  in  verticaler  Stellung  be- 
findet, so  eingeschmolzen,  dass  der  Schwefel  ungefähr  2  Ctm. 
hoch  über  dem  darin  befindlichen  Quecksilber  schwebt.  Nach 
kurzer  Zeit  förbt  sich  der  Schwefel  lichtgrau  bis  er  endlich  fast 

<  Über  die  Natur  der  Cometen  etc.  von  F.  Zöllner;  Leipzig  1872. 
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ganz  schwarz  wird,  während  die  Glasröhre  ringförmig  an  der 
Stelle,  an  welcher  der  Schwefel  hängt,  sich  mit  Zinnober  tiber- 
zieht, dem  kein  Möhr  beigemengt  ist.  Das  Quecksilber  bleibt  bei 
diesem  Versuche  ganz  rein,  woraus  folgt,  dass  die  Dämpfe  des 
verdunstenden  Schwefels  von  denen  des  Quecksilbers  sogleich 
in  Beschlag  genommen  werden,  so  dass  vom  Schwefel  nichts  bis 
zum  Quecksilber  dringt. 

Dieses  Verhalten  ist  nicht  in  Übereinstimmung  mit  den  älte- 
ren Beobachtungen,  welche  S tokos  anführt,  und  auch  wenn  der 
Versuch  so  angestellt  wird,  dass  man  Quecksilber  neben  Schwefel 
unter  eine  Glocke  bringt,  wird  letzterer  schwarz,  ohne  dass  erste- 
res  eine  Veränderung  erleidet.  Die  Glocke  ist  also  jedenfalls  mit 
Quecksilberdämpfen  gefÄllt,  welche  nach  und  nach  vom  Schwefel 
absorbirt  werden. 

Soweit  war  ich  mit  meinen  Versuchen,  zu  denen  ich  durch 
die  gtitigen  Mittheilungen  von  Stokes  veranlasst  wurde,  ge- 
kommen, als  die  so  ausgezeichnete  Arbeit  von  Merget  „Sur  la 
iliffusion  des  vapeurs  mercurielles^  *  in  meine  Hände  gelangte. 
Nach  Durchlesung  derselben  war  mein  erster  Gedanke,  die  Ver- 
öffentlichung dex  obigen  Mittheilungen  zu  unterlassen,  was  mir 
auch  Stokes  gleich  anfangs  anheimstellte.  Da  aber  der  Gegen- 
stand so  wichtig  ist,  dass  selbst  ein  geringer  Beitrag  zur  näheren 
Aufkläining  desselben  nicht  überflüssig  erscheint,  so  entschloss 
ich  mich,  die  Versuche,  zu  denen  die  Idee  bereits  gefasst  war, 
fortzusetzen  und  die  Resultate  zu  veröffentlichen,  zumal  es  sich 
nicht  um  ein  Eingreifen  in  die  von  Merget  mit  so  viel  Scharf- 
sinn angestellten  Untersuchungen  handelt. 

Es  schien  mir  von  Interesse  zu  sehen,  wie  sich  Jod  gegen 
Quecksilber  und  Schwefel  verhält,  wenn  diese  drei  Körper  in 
abgesonderten  Schalen  unter  die  Glocke  gebracht  werden.  Bei 
dem  Versuche  überzog  sich  das  Quecksilber  schon  in  sehr  kur- 
zer Zeit  mit  einem  dunkelvioletten  Körper,  der  nach  und  nach 
wenigstens  an  der  Oberfläche  vollständig  in  das  rothe  Queck- 


t  Comptes  rendus  etc.  Nr.  24,  11.  Dec.  1871,  und  Ann.  de  Cliimie 
et  de  Physique  IV.  Ser.  T.  XXV,  Janvier  1872,  121.  A.  1. 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  auch  Stokes  die  Ar- 
beit von  Merget  noch  nicht  kannte,  als  er  die  obigen  Mittheilungen  an 
mich  richtete. 
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silbcijodid  tiberging.  Der  Schwefel  blieb  hierbei  ganz  unverän- 
dert nnd  hatte  auch  nach  Wochen  kein  Quecksilber  aufgenom- 
men ^  Auch  vom  Jod  waren  nach  mehreren  Tagen  nur  Spuren 
darin  nachweisbar. 

Dieser  Vorgang  zeigt,  dass  die  Dämpfe  des  so  schnell  ver- 
<Uinstenden  Jodes,  welche  bald  den  ganzen  Raum  der  Glocke 
füllen,  sich  sogleich  mit  denen  des  Quecksilbers  verbinden  und 
i>ich  als  ein  JodUr  auf  dasselbe  ablagern,  so  dass  es  gar  keine 
Quecksilberdämpfe  in  der  Glocke  gibt  und  auch  an  keinem  an- 
deren Orte  als  auf  der  Oberfläche  des  Quecksilbers  die  Jodver- 
bindung sich  findet. 

Es  blieb  nun  noch  übrig  zu  untersuchen,  welcher  Vorgang 
eintritt,  wenn  die  Verdunstung  des  Jodes  verzögert  wird.  Ich 
glaubte  dies  am  besten  erreichen  zu  können,  wenn  ich  eine  Sub- 
stanz in  Anwendung  bringe,  die  das  Jod  einigermassen  festhält. 
Eine  mit  Jod  gesättigte  Lösung  von  Jodkalium  in  Wasser  schien 
hierzu  am  geeignetsten,  da  man  durch  Änderung  in  den  Mengen 
der  Bestandtheile  die  Verdunstung  des  Jodes  in  etwas  beein- 
flussen kann.  Die  angewandte  Lösung  enthielt  auf  100  KC.  Wasser 
2*13  Jodkalium  und  war  mit  Jod  gesättigt. 

Auch  in  diesem  Falle  blieb  der  Schwefel  unverändert,  wäh- 
rend das  Quecksilber  sich  schon  nach  einer  Viertelstunde,  wie 
oben  angegeben,  zu  verändern  begann ;  nach  zwei  Stunden  war 
die  Oberfläche  des  Quecksilbers  bereits  ganz  mit  einem  violett- 
röthlichen  Pulver  bedeckt,  das  dann  in  rothes  Jodid  übergeht. 
Es  befinden  sich  also  auch,  wenn  das  Jod  langsam  verdunstet, 
keine  Quecksilberdämpfe  in  der  Luft  unter  der  Glocke.  Die  ge- 
ringere Empfindlichkeit  des  Schwefels  gegen  die  Quecksilber- 
dämpfe wird  bei  diesem  Versuche  durch  die  längere  Zeit  der 
Einwirkung  des  Quecksilbers  ersetzt. 

Wie  vorauszusehen,  befinden  sich  auch  bei  diesem  Versuche 
Joddämpfe  in  der  Luft  der  Glocke,  jedoch  in  weit  geringerer 


1  Zu  meinem  grossen  Bedauern  hat  sich  in  Nr.  XVllI  des  akade- 
mischen „Anzeigers^  pag.  122,  Z.  19  v.  u.,  durch  ein  Versehen  die  unrich- 
tige Angabe  eingeschlichen,  dass  der  Schwefel  sich  bei  diesem  Versuche 
dunkel  faibe,  also  gerade  das  Gegentheil  des  wirklichen  Vorganges,  was 
ich  zu  berücksichtigen  bitte. 
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Menge  als  bei  dem  vorigen  Versuche ,  wie  das  Verhalten  einer 
Stärkelösung,  die  man  unter  dieselbe  bringt,  zeigt. 

Aus  diesem  Versuche  folgt,  dass,  wenn  man  in  einem  Räume, 
in  welchem  sich  Quecksilber  in  offenen  Gefilssen  befindet,  eine 
mit  Jod  gesättigte  Jodkaliumlösung  in  flachen  Schalen  aufstellt, 
die  Quecksilberdämpfe  entfernt  werden  und  zwar  so,  dass  sich 
das  Jodid  auf  dem  Quecksilber  absetzt.  Die  anfangs  dunkel- 
braune Jodkaliumlösung  wird  hiebei  nach  und  nach  fast  ganz 
wasserhell.  Würden  nun  durch  ein  geeignetes  Mittel,  woran  es 
kaum  fehlen  dürfte,  auch  die  Joddämpfe  entfernt,  so  wäre  es 
immerhin  möglich,  den  Arbeitern,  die  der  EinMrirkung  von  Queck- 
silberdämpfen ausgesetzt  sind,  auf  diesem  Wege  wenigstens  eine 
Erleichterung  zu  gewähren. 

Da  sich  dieser  Gegenstand  gegenwärtig  in  den  besten  Hän- 
den befindet,  so  bin  ich  nicht  Willens,  mich  mit  demselben  weiter 
zu  beschäftigen,  zumal  ich  ja  ohnedies  nur  durch  eine  mir  aller- 
dings sehr  werthe  Veranlassung  auf  denselben  aufmerksam  ge- 
macht wurde. 
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Mittheüungen  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  Uni- 
versität Innsbruck. 


M.  Über  einige  Derivate  der  DioxybenzoSsäure. 

Von  L.  Barth  und  €•  Senhofer. 

In  unserer  letzten  Abhandlung  (Annal.  Bd.  159,  S.  217) 
haben  wir  erwähnt,  dass  durch  trockene  Destillation  aus  der 
Dioxybenzo6säure  ein  gelber  krystallinischer  Körper  erhalten 
werde,  über  dessen  Formel  wir  damals  nichts  aussagen  konnten, 
weil  die  kleine  zu  Gebote  stehende  Quantität  eine  eiugehendere 
Untersuchung  nicht  gestattete. 

In  derselben  Mittheilung  erwähnten  wir  auch,  dass  die 
Dioxybenzo^säure  eine  characteristische  Reaction  beim  Erhitzen 
mit  concentrirter  Schwefelsäure  zeige,  worin  sie  mit  rother  Farbe 
in  Lösung  gehe,  aus  welcher  dann  Wasser  einen  schön  grünen 
Körper  fälle. 

Schon  damals  sprachen  wir  die  Vermuthung  aus,  beide  Sub- 
stanzen möchten  identisch  sein.  Diese  Vermuthung  hat  sich  bei 
näherer  Untersuchung  bestätigt  und  es  wurde  auf  diese  Weise 
möglich,  einigermassen  hinreichende  Quantitäten  des  Körpers  zu 
sammeln. 

Zu  seiner  Darstellung  verfuhren  wir  folgendermassen : 

Circa  20  Grm.  Dioxybenzoesäure  wurden  mit  der  4fachen 
Quantität  englischer  Schwefelsäure  Übergossen  und  eine  Stunde 
lang  auf  120—140^  erhitzt. 

Die  Masse  färbte  sich  dabei  dunkel-blutroth  und  wurde  nach 

dem  Erkalten  breiartig.    Nach  dem  Hinzubringen  von  Wasser 

scheidet  sich  ein  dunkelgrünes  Pulver  ab,  das  sich,  so  lange  die 

ü5?sigkeit  sauer  ist,  leicht  durch  Decantiren  auswaschen  lässt. 


Digitized  by  VjOOQIC 


90  Barth  u.  Senhofer. 

Später,  wenn  das  Waschwasser  kaum  mehr  sauer  reagirt,  setzt 
sich  der  Niederschlag  sehr  schwierig  zu  Boden  und  um  diesen 
Zweck  zu  erreichen,  ist  es  vortheilhaft,  etwas  Salzsäure  zuzu- 
fügen. Wenn  die  Masse  so  ausgewaschen  ist,  dass  sie  keine 
Schwefelsäure- Reaction  mehr  zeigt,  bringt  man  sie  auf  ein  Filter 
und  trocknet  sie  an  der  Luft.  Die  getrocknete  grüne  Masse  wird 
nun  in  Alkohol  gelöst,  wozu  grosse  Mengen  des  Lösungsmittels 
erforderlich  sind,  und  aus  dieser  Lösung  durch  Wasser  in  gelb- 
grünen Flocken  gefällt.  Diese  werden  auf  einem  Filter  gesam- 
melt, nochmals  in  Alkohol  gelöst  und  mit  Thierkohle  gekocht. 

Hiebei  bleibt  sehr  wenig  einer  amorphen  schwarzen  Sub- 
stanz, von  deren  Analyse  man  wegen  zu  geringer  Menge  absehen 
musste,  bei  der  Kohle. 

Aus  der  gelben  Lösung  wird  der  Körper  nunmehr  durch 
Wasser  rein,  gelb,  in  flockig-krystallinischem  Zustande  aus- 
geschieden. 

Die  Ausbeute  an  roher  Substanz  betrug  circa  90^/o,  die  an 
gereinigter  circa  50%  der  verwendeten  Säure.  Nach  dem  Ti'ock- 
neu  bei  150 — 160*"  analysirt,  gab  sie  folgende  Zahlen  ^ : 

L  IL  III.  IV.  V. 

C  —  61-90      61-81       61-99       62-11       6200 
H  —     3-40         3-30         3-31         300         2-91. 

Die  lufttrockene  Substanz  verlor  getrocknet : 

H^O  —  11-82         11-51         n-90Vo  Wasser. 

Der  so  erhaltene  Körper  erwies  sich  in  allen  Eigenschaften 
vollkommen  identisch  mit  dem  durch  trockene  Destillation  aus 
Dioxybenzo^säure  erzeugten. 

Beide  schmelzen  noch  nicht  bei  320 "",  geben  dieselben 
Zahlen  bei  der  Analyse  (III  ist  mit  einer  durch  Destillation  er- 
haltenen Substanz  ausgeführt),  lösen  sich  schwierig  in  Alkohol^ 
noch  schwieriger  in  Äther  und  Benzol  oder  Toluol,  fast  gar  nicht 
in  Wasser,  nicht  in  Schwefelkohlenstoff,  verdünnter  Salzsäure 
oder  Schwefelsäure,  am  leichtesten  noch  in  Eisessig,  aus  welclier 


^  Der  Körper  ist  äusserst  schwierig  zu  verbrennen,  die  Analy^^eu 
mussten  daher  mit  besonderer  Sorgfalt  ausgeführt  werden. 
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Lösung  sie  durch  Wasser  mit  einem  Stich  ins   Grüne  gefällt 
werden. 

Die  für  die  trockene  Substanz  erhaltenen  Zahlen  stimmen 
nun  am  besten  mit  der  Formel  C^H^O^,  und  schienen  auf  ein 
Anhydrid  zu  deuten,  das  durch  Verlust  von  1  Mol.  Wasser  aus 
Dioxybenzoßsäure  entstanden  war : 

C,H«0»  =  H,0+C,H,03. 

War  dies  der  Fall,  so  musste  beim  Erhitzen  mit  Wasser 
oder  Alkalien,  bei  gewöhnlichem  oder  verstärktem  Drucke  wie- 
der Dioxybenzoßsäure  regenerirt  werden. 

Dies  geschah  nun  unter  keiner  Bedingung.  Mit  Wasser  ge- 
kocht, oder  in  Röhren  eingeschmolzen  und  bis  300*"  erhitzt,  fand 
keine  Einwirkung  statt.  Mit  concentrirter  Kalilauge  unter  den- 
selben Verhältnissen  zusammengebracht,  erfolgte  ebenfalls  keine 
Rückbildung  von  Dioxybenzo^säure ,  sondern  höchstens  Braun- 
werden der  Lösung  mit  beginnender  tiefer  greifender  Zersetzung. 

Daraus  glaubten  wir  mit  Wahrscheinlichkeit  auf  eine  Ver- 
grösserung  des  Molecüls  schliessen  zu  dürfen  und  mit  Rücksicht 
auf  die  bemerkenswerthe  Arbeit  von  Jaff6  *  schien  es  nicht  un- 
wahrscheinlich, dass  hier  ein  ähnlicher  Vorgang  wie  bei  der  Bil- 
dung von  Rufigallussäure  aus  Gallussäure  beim  Erhitzen  der- 
selben mit  Schwefelsäure  stattgefunden  habe. 

Die  Frage,  ob  unser  Körper  noch  ein  Benzol-  oder  vielleicht 
ein  Anthracenderivat  sei,  wurde  am  einfachsten  durch  Destillation 
desselben  über  erhitzten  Zinkstaub  einer  Entscheidung  zugeführt. 

Mischt  man  den  gelben  Körper  mit  Zinkstaub  und  erhitzt 
das  Gemische,  während  man  noch  reinen  Zinkstaub  vorlegt,  in 
einer  Verbrennungsröhre  im  Kohlensäurestrome  zum  schwachen 
Rothglühen,  so  bemerkt  man  bald  die  Bildung  eines  krystallini- 
schen  Sublimats,  das  sich  zwar,  weil  ein  Theil  der  Substanz  ver- 
kohlt, in  nicht  allzugrosser  Menge  bildet,  aber  nach  dem  Reinigen 


1  Liebermann  und  C h o j u a c k i  haben  durch  eine  ähnliche,  wenn 
auch  nicht  so  einfache  Reaction  aus  Opiansäure  Rufiopin,  ein  Derivat  des 
Anthracens,  nebenbei  bemerkt  isomer  mit  unserem  Köi-per,  dargestellt.  Wir 
erhielten  von  dieser  schönen  Arbeit  erst  Kenntniss,  als  wir  unsere  Unter 
t^ucbung  beinahe  beendigt  hatten. 
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und  Umkrystallisiren  aus  Benzol  alle  Eigenschaften  des  Anthra- 
cens  zeigt. 

Die  Substanz  krystallisirte  in  glänzenden  Blättehen,  ihre 
Lösung  in  Benzol  lässt  die  bekannte  blauviolette  Fluorescenz 
deutlich  hervortreten.  Der  Schmelzpunkt  des  gereinigten  Kohlen- 
wasserstoffes lag  bei  210— 21  r. 

Mit  Picrinsäurelösung  zusammengebracht,  erhielt  man  die 
characteristische ,  in  rothen  Nadeln  anschiessende  Picrinsäure- 
verbindung. 

Durch  Kochen  mit  Chromsäure  und  nachheriges  Ausfällen 
mit  Wasser  wurde  er  in  eine  in  langen  weissen  Nadeln  krystalli- 
sirende  Verbindung  übergeführt,  die  bei  277  —  278**  schmolz 
(Anthrachinon). 

Die  letztere  mit  Schwefelsäure  erwäimt  und  die  enstandene 
Sulfosäure  mit  Kali  verschmolzen,  zeigte  bald  die  characteri- 
stische Blauförbung  der  Alizarinschmelze  und  aus  der  mit  Säure 
abgesättigten  Lösung  derselben  Hess  sich  Alizarin  mit  allen  cha- 
racteristischen  Eigenschaften  abscheiden.  Eine  Elementaranalyse 
hielten  wir  bei  den  so  scharf  zutreffenden  Reactionen  flir  über- 
flüssig. 

Es  ist  somit  kein  Zweifel,  dass  unser  Körper  ein  Anthra- 
cenderivat  ist,  und  dass  seine  Bildung  ganz  analog  der  Bildung  von 
Rufigallussäure  verläuft,  indem  zwei  Molecüle  Dioxybenzoesäure 
unter  Verlust  von  zwei  Molecülen  Wasser  zu  einem  Tetraox\'- 
anthrachinon  zusammentreten. 

Der  chinonartige  Character  unserer  Substanz  scheint  uns 
durch  die  Art  der  Bildung,  ihre  SchwerlösHchkeit,  die  intensive 
Farbe  derselben,  den  chinonartigen  Geruch  behn  Erhitzen  genü- 
gend festgestellt. 

EineÜbei-ftihrung  in  das  entsprechende  Hydrochinon  gelang 
jedoch  nicht.  Mit  Natriumamalgam  tagelang  zusammengestellt, 
üütfilrbte  sich  die  Lösung  der  Substanz  nicht  und  Säuren  fallteu 
sie  aus  derselben  unverändert,  wenn  auch  mit  etwas  dunklerer 
Farbe,  die  jedoch  nach  dem  ümkrystallisiren  aus  Alkohol  wieder 
111  ein  reines  Gelb  überging. 

Wir  nennen  den  Körper,  um  an  seine  Beziehung  zumAnthra- 
cen,  seine  goldgelbe  Farbe  und  seine  chinonartige  Constitution 
zu  erinnern,  Anthrachryson. 
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Seine  Bildung  erfolgt  also  nach  der  Gleichung : 

2(CAO,)  =  2H,e+C„H«0«. 

Die  analytischen  Daten  stinunen  mit  dieser  Annahme  befrie- 
digend tiberein. 

ei^HgO«  Mittel  der  Versuche 

^  —  61-76  61-69 

H  —     2-94  3-18. 

Lufttrocken  enthält  er  2  Molectile  Kry Stallwasser. 

Gefunden  im 
t'i4Hs0«-+-2H2O  Mittel  der  Versuche  < 

Hj^O  —  11-69  11-74. 

Der  Körjier  vereinigt  sich  mit  Basen  zu  salzailigen  Verbin- 
dungen, von  denen  zur  Controle  das  Barytsalz  analysirt  wurde. 

Erhitzt  man  denselben  mit  frisch  gefälltem  kohlensauren 
Baryt  und  viel  Wasser,  filtrirt  und  lässt  stehen,  so  scheidet  sich 
die  Verbindung  in  dunkelrothen  krystallinischen  Flocken  aus, 
I    die  bei  160''  getrocknet  folgende  Zusammensetzung  zeigten: 

Gefunden  «^HYbaO« « 

'  ('  _  49-23  49-48 

H  —     2-42  2-06 

Ba  —  20-40  20-18. 

Die  lufttrockene  Substanz  verlor  bei  160°  getrocknet  22-79'^/,^ 
I  Wasser,  für  C^^H.baOö-HÖV^HgO  berechnen  sich  22-58V^,. 

Erhitzt  man  Anthrachryson  mit  Baryt wasser,  mit  der  Vor- 
"^icbt^  keinen  Überschuss  von  Baryt  anzuwenden,  so  erhält  man 
nach  dem  Filtriren  und  Einengen  halbzollange,  dunkelroth  ge- 
farbte  Nadeln,  in  Wasser  schwer  löslich,  die  nach  dem  Trocknen 


1  l>iese  Zahlen  beziehen  sich  auf  Präparate,  die  mehrere  Wochen 
n  m)ckener  Luft  gelegen  hatten.  Bei  anderen  Wasserbestimmungen  luft- 
r*"»ckeiier  Substanz,  zwischen  deren  Darstellung  und  Analyse  nur  wenige 
rage  vergr^mß"^"  waren,  wurden  etwas  höhere  Zahlen  gefunden : 
1,0=13-7 — 13-6— 13-4.  Die  Formel  Ci4H80«-4-2V8H20  verlangt  1419  Pct. 
2  ba  =  68-5. 
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bei  160**   sich  ebenfalls  nach  obiger  Formel  zusammengesetzt 
zeigten. 

Ba  gefunden:  22-34V<>. 

Die  wässerige  Lösung  dieser  Verbindung  wird  schon  durch 
freie  Kohlensäure  zersetzt. 

Ein  baryumreicheres  Salz  erhielt  man  durch  Versetzen  des 
Ammonsalzes  mit  Chlorbaryum.  Nach  und  nach  scheiden  sich 
dunkelrothe  Nadein  ab,  der  vorigen  Verbindung  sehr  ähnlich. 
Die  Analyse  der  bei  160**  getrockneten  Substanz  ergab: 

Gefunden  Berechnet  für  Ci4HgBa08 

Ba  —  34-53  33-66. 

Aaiksalf .  Aus  ammoniakalischer  Lösung  des  Anthrachrysons 
erhält  man  durch  Chlorcalcium  einen  heilrothen  Niederschlag  in 
Wasser  schwer  löslich,  unter  dem  Mikroskope  als  kurze  Nadeln 
sich  zeigend. 

'    flagnesiamsaii,   wie  das   vorige  bereitet,   ist  ein  amorpher 
rother  Niederschlag,  fast  unlöslich  in  Wasser. 

Th^aerdesaii,  auf  gleiche  Weise  dargestellt,  ist  der  vorigen 
Verbindung  sehr  ähnlich. 

Kapfersall,  braune,  amorphe,  in  Wasser  unlösliche  Masse. 

Silbersall  wie  das  Kupfersalz. 

Durch  schmelzendes  Kali  wird  das  Anthrachryson  leicht 
angegrififen.  Die  anfangs  rothe  Farbe  verwandelt  sich  in  ein 
schmutziges  Braun.  Nach  dem  Ansäuern  und  Filtriren  nimmt 
Äther  aus  dem  Filtrate  eine  braune  humusartige  Substanz  auf,  in 
der  sieh  einzelne  Krystallansätze  zeigen,  die  aber  in  zu  geringer 
Menge  vorhanden  waren,  um  damit  eine  eingehendere  Unter- 
suchung ausfuhren  zu  können. 

Am  Filter  blieb  ebenfalls  eine  humusartige,  in  Wasser  un  - 
lösliche  Substanz. 

Färbeversuche  mit  Anthrachryson  ergaben  auf  mit  Eisen  - 
salzen  gebeizten  Zeugen  eine  bräunliche  Nuance.  Bei  Anwen- 
dung von  Alaun  als  Beize  wurde  dagegen  eine  hübsche  rotlie 
Farbe  erzielt,  den  Krappfarben  ähnlich,  aber  matter. 

■•ii«broBidUiybeDi«l^8&ire.  In  unserer  frtther  citirten  Arbeit 
haben  wir  eine  Tribromdioxybenzoösäure  beschrieben,  erhaltexi 
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durch  directes  Zusammenreiben  der  freien  Dioxysäure  mit  tiber- 
schtlssigem  Brom,  und  dabei  erwähnt,  dass  sich  als  Nebenproduct 
eine  bromärmere  Säure  bildet,  die  wir  nicht  isoliren  konnten. 

Wir  haben  nun  gefunden,  dass  sich  sehr  leicht  und  rein  eine 
Monobromdioxybenzo^säure  darstellen  lässt  nach  der  Gleichung: 

C.H,0,-4-2Br  =  C.HjBrO^^HBr. 

Man  löst  Dioxybenzoßsäure  in  nicht  zu  wenig  kaltem  Was- 
ser und  fügt  die  durch  obige  Gleichung  gegebene  Brommenge^ 
ebenfalls  in  kaltem  Wasser  vollkommen  gelöst,  langsam  hinzu. 
Die  Farbe  des  Brom  verschwindet  augenblicklich,  die  Flüssigkeit 
erwärmt  sich  hiebei  nicht,  und  wenn  alles  Bromwasser  zugesetzt 
ist,  so  hat  man  eine  farblose  Lösung,  die  man  sofort  auf  dem 
Wasserhade  zur  Trockne  bringt,  um  den  gebildeten  Bromwasser- 
stoflF  zu  verjagen.  Die  rückständige,  wenig  gefärbte  Masse  nimmt 
man  in  warmem  Wasser  auf  und  lässt  sie  krystallisiren.  Nacli 
dem  Auskühlen  scheiden  sich  fast  zolllange  verwachsene  Nadeln 
aus,  welche  schon  ganz  reine  Monobromdioxybenzoösäure  sind. 
Die  Säure  schmilzt  bei  253**.  Ihre  Lösung  wird  von  Eisenchlorid 
gelbbräunlich  gefärbt  und  gibt,  mit  Bleizucker  versetzt,  keine 
Fällung.  Mit  concentrirter  Schwefelsäure  erwärmt,  färbt  sie  sich 
intensiv  roth,  auf  Zusatz  von  Wasser  scheiden  sich  gelbgrüne 
Flocken  ab,  identisch  mit  Anthrachryson.  Eine  Lösung  der  Säure, 
mit  Kalilauge  versetzt,  fUrbt  sich  nicht. 

Die  lufttrockene  Substanz  verlor  bei  120**  getrocknet  7-04 '\o 
Krystallwasser. 

Die  getrocknete  Säure  gab  bei  der  Analyse : 

Gefunden  CVHsBrO* 


€  —  36-32 

36-06 

H  —     2-30 

2-10 

Br  —  34-22 

34-33. 

Die  krystallisirte  hält  ein  Molecül  Wasser : 

Gefunden  C^  H5BrO4-+-H80 

HjO  —  704  717. 

Silbersall.  Sättigt  man  diese  freie  Säure  mit  Ammoniak  und 
lügt    zii  der,    vom  überschüssigen  Ammoniak  befreiten  Lösung 
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salpetersaures  Silber,  so  fällt  ein  gelblicher  ajnorpher  Nieder- 
schlag, der  am  Lichte  schnell  dunkler  wird  und  lufttrocken  nach 
der  Formel  C^HgAggBrO^  zusammengesetzt  ist,  also  auch  die 
beiden  Hydroxylwasserstoffe  durch  Silber  ersetzt,  enthält : 


Gefunden 

C^HjAg.BrO^ 

C  —  15-07 

15-16 

H  —     0-66 

0-36 

Ag  —  58-42 

58-66 

Br  —  14-48 

14-44. 

Barytsall,  erhalten  durch  Sättigen  der  freien  Säure  mit  koh- 
lensaurem Baryt  und  Verdunstenlassen  der  Lösung  bei  gewöhn- 
licher Temperatur,  ist  leicht  löslich  in  Wasser  und  krystallisirt  in 
langen  Nadeln. 

ftapfersaii.  Sättigt  man  eine  sehr  verdünnte  Lösung  der 
freien  Säure  mit  Kupferhydroxyd  in  der  Siedhitze  und  filtrirt 
schnell,  so-  fällt  nach  dem  Auskühlen  ein  hellgrünes  Salz  in  kör- 
nigen Drusen,  das  unter  dem  Mikroskope  concentrisch  grup- 
pirte,  scharf  ausgebildete  Prismen  erkennen  lässt,  die  in  heissem 
Wasser  schwer,  in  kaltem  so  zu  sagen  unlöslich  sind.  Das  Salz 
krystallisirt  mit  4  Mol.  Krystallwasser,  die  bei  120**  entweichen. 
Dabei  ändert  es  seine  Farbe  von  grün  in  braun.  Nach  dem  Lösen 
des  getrockneten  Salzes  in  heissem  Wasser  wird  es  aber  wieder 
in  den  ursprünglichen  grünen  Krystallen  erhalten. 

Die  Analyse  der  getrockneten  Verbindung  gab : 
Gefunden  C7H4CuBr04  * 

Cu  —  12-50  12-02. 

Die  lufttrockene  Substanz  verlor 

Gefunden  C7H4CuBr04-4-4H2t:> 

H,0  —  21-31  21-45. 

Kalisall.  Versetzt  man  eine  Lösung  der  freien  Säure  mit 
kohlensaurem  Kali,  jedoch  so,  dass  noch  ungesättigte  Säure  vor- 
fanden ist,  schüttelt,  um  letztere  zu  entfernen,  mit  Äther  und 


I  cu=3l-7. 


r  1 
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lässt  die  Lösung  des  so  erhaltenen  Kalisalzes  verdunsten^  so 
erhält  man  gut  ausgebildete  nadeiförmige  Krystalle,  die  in  Was- 
ser sehr  leicht  löslieh  sind. 


Aus  der  Monobromdioxybenzo6säure  müsste  durch  Erhitzen 
mit  Kali  eine  Trioxybenzoösäure,  also  Gallussäure  oder  eine 
Isomere  entstehen.  Da  der  Versuch  nicht  ohne  Interesse  war, 
haben  wir  denselben  ausgeführt. 

Etwa  20  Grm.  Monobromsäure  wurden  mit  überschüssigem 
Kali  in  der  Silberschale  erhitzt.  Die  Reaction  vollzieht  sich  sehr 
leicht  und  in  sehi'  kurzer  Zeit,  die  Temperatur  beträgt  kaum 
200*".  Nach  dem  Absättigen  der  Schmelze  mit  Schwefelsäure, 
Ausziehen  der  Lösung  mit  Äther  und  Abdestilliren  desselben 
hinterbleiben  bräunliche  Krystalle,  die  in  Wasser  aufgenommen 
werden,  worin  sie  sich  leicht  lösen.  Man  versetzt  mit  Bleizucker, 
wodurch  ein  gelbliches  Bleisalz  gefällt  wird,  das  nach  dem  Zer- 
setzen mit  Schwefelwasserstoff  und  Einengen  des  Filti'ats  Kry- 
stalle vom  Ansehen  der  Gallussäure  lieferte.  Durch  Pressen  und 
mehrfaches  Umkrystallisiren  gereiniget,  zeigten  sie  genau  den 
Schmelzpunkt  der  Gallussäure  und  dieselben  qualitativen  Reac- 
tionen.  Durch  Erhitzen  mit  Schwefelsäure  erhielt  man  daraus 
Rufigallussäure.  Durch  Kochen  einer  Lösung  der  Substanz  mit 
doppeltkohlensaurem  Kalk,  färbte  sich  die  Flüssigkeit  nach  dem 
Erkalten  blau,  ganz  in  derselben  Weise  wie  es  auch  Gallussäure 
thut.  Mit  Eisenchlorid  gab  die  wässerige  Lösung  eine  tief  blau- 
schwarze Färbung,  vollkommen  mit  der  unter  gleichen  Umstän- 
den aus  Gallussäure  erhaltenen  identisch. 

Sie  krystallisirt  mit  1  Mol.  Krystallwasser  wie  die  Gallus- 
säure auch  und  gab  bei  der  Elementaranalyse : 

Gefunden  CyHeOj 

€  _  49-73  49-41 

H  —     3-77  3-53. 

Die  lufttrockene  Substanz  verlor  nach  dem  Trocknen  bei  120"* . 
Gefunden  CyH^Os-h-HgO 

H^O  —  9-31  9-57. 

Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  CK  LXVI.  Bd.  IL  Abth.  "i 
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Es  kann  somit  kein  Zweifel  darüber  bestehen,  dass  die- 
selbe mit  Gallussäure  identisch  ist. 

Die  vom  gallussauren  Blei  abfiltrirte  Flüssigkeit  gab  nach 
dem  Entbleien  Krystalle,  die  sich  als  Dioxybenzoösäure  erwie- 
sen. Ihre  Menge  ist  beträchtlicher  als  die  der  erhaltenen  Gallus- 
säure. 

Es  wird  also  ein  grosser  Theil  der  bromirten  Säure  wieder 
in  die  ursprüngliche  Substanz  zurückverwandelt,  eine  Beobach- 
tung, die  schon  öfters  gemacht  wurde  und  flir  die  wir  weiter 
unten  noch  ein  Beispiel  anführen  wollen. 

Die  Gallussäure  ist  bisher  künstlich  aus  Dijodsalicylsäure 
und  aus  Monobromprotocatechusäure  erhalten  worden. 

Nimmt  man  in  der  Salicylsäure  die  Stellung  der  Carboxyl- 
und  Hydroxylgruppe  zu  1,  2*,  in  der  Protocatechusäure  zu  1,  3, 
4,  so  ergeben  sich  für  die  Gallussäure  nur  zwei  Constitutions- 
formeln : 

1,  2,  3,  4  oder  1,  3,  4,  0. 

Wenn  man  nun  bedenkt,  dass  in  der  Disulfobenzoßsäure, 
also  auch  in  der  daraus  entstehenden  Dioxybenzoßsäure  eine 
SHO3- Gruppe,  resp.  ein  Hydroxyl  die  Stellung  3  einnimmt,  wa« 
sich  durch  die  Umwandlung  der  Disulfobenzofesäure  in  Isophthal- 
säure  beim  Schmelzen  mit  ameisensaurem  Natron  ergibt*,  so 
können  in  der  Dioxybenzoßsäure  nur  folgende  relative  Stellun- 
gen der  Carboxylgruppe  zu  den  Hydroxylen  angenommen  werden : 

1,  2,  3  oder  1,  3,  6. 

Von  den  sechs  möglichen  Stellungen  sind  nämlich  1,  2,  4 
und  1,  3,  4,  als  der  Ascher' sehen  Säure  und  der  Protocatechu- 


h 


1  Die  Carboxylgruppe  an  der  Stelle  1  gedacht. 

«  Die  Schlussfolgerungen  von  v.  Richter  (Berliner  Berichte  IV. 
459  u.  553  u.  V.  422)  sind  bei  dieser  Zusammenstellung  nicht  berücksich- 
tiget. Da  sie  eine  vollständige  Änderung  aller  bisherigen  Ansichten  über 
die  relative  Stellung  der  substituirenden  Atome  oder  Atomgruppen  im 
Beuzolkerne  bewirken  würden  und  bei  manchen  Reactionen  Umsetzungen 
resp.  Ortsveränderungen  innerhalb  des  Molecüls  annehmen,  so  scheint  es  • 
wohl  gerechtfertigt,  einstweilen  weitere  bestätigende  Versuche  hierüber 
^ibiu  warten. 
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Säure  angehörend,  von  vorneherein  ausgeschlossen.  1,2,  6  scheint 
nicht  gerechtfertigt  wegen  der  Bildung  von  Isophthalsäure  *. 
1,  3,  5  endlich  widerspricht  der  Bildung  von  Gallussäure. 

Wir  haben  mehrere  Versuche  angestellt,  um  uns  mit  Sicher- 
heit für  die  eine  oder  die  andere  Formel  aussprechen  zu  kön- 
nen ;  zu  vollständiger  Gewissheit  sind  wir  jedoch  nicht  gelangt. 

Wir  werden  später  darauf  zurückkommen,  warum  von  die- 
sen möglichen  beiden  Stellungen  die  zweite  als  wahrscheinlicher 
angenommen  werden  kann. 


Bei  dieser  Gelegenheit  wollen  wir  auch  noch  eines  Versuches 
Erwähnung  thun,  den  wir  angestellt  haben,  um  von  der  Tribrom- 
dioxybenzo^säure  zu  einem  hydroxylreicheren  Derivate  zu  ge- 
langen. 

Schmilzt  man  die  dreifachgebromte  Säure  mit  Kali  im  Über- 
schusse, bis  das  starke  Schäumen  aufgehört  hat  und  die  Masse 
gelbbräunlich  geworden  is?  und  löst  dann  die  erkaltete  Schmelze 
in  verdünnter  Schwefelsäure,  so  nimmt  Äther  daraus  einen  kry- 
stallisirten  Körper  auf,  der  nach  dem  Reinigen  und  Umkrystalli- 
siren  sich  als  Dioxybenzoßsäure  erwies. 

Die  getrocknete  Substanz  gab  bei  der  Verbrennung : 
C  —  54-43 
H  —     4-10. 
Auch  die  qualitativen  Reactionen,  speciell  die  Bildung  des 
grünen  Körpers  beim  Behandeln  mit  Schwefelsäure  und  Wasser 
trafen  vollständig  zu. 

Als  Nebenproduct  in  sehr  geringen  Mengen  und  hartnäckig 
der  Dioxybenzoßsäure  anhaftend,  bildet  sich  noch  eine  Substanz, 
welche  durch  Eisenchlorid  vorübergehend  grün  geßlrbt  wird.  Die 
Keaction  verläuft  also  in  diesem  Falle  auch  unter  Rücksubstitution 
von  Wasserstoff  statt  Brom  und  ohne  Bildung  höher  hydroxylirter 
Producte,  wie  dies  schon  z.  B.  in  einem  dem  vorliegenden  ganz 
ähnlichen  Falle,  beim  Schmelzen  von  Dibromgallussäure  niit  Kali 
von  Hlasiwetz  nachgewiesen  wurde. 

t  Auch  die  Bildung  eines  Anthracenderivats  durch  Wasserverlust 
wSre  bei  dieser  Stellung  schwer  erklärlich. 

7* 
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Diäth;ldi«i;beDi«^8äare.  Schliesst  man  dioxybenzoäsaures 
Äthyl  mit  den  berechneten  Mengen  Atzkali  und  Jodäthyl  und ' 
etwas  Alkohol  in  Bohren  ein  und  erhitzt  durch  einige  Stunden 
auf  130^;  so  findet  man  nach  Beendigung  der  Beaction  in  den- 
selben viel  Jodkalium  ausgeschieden.  Die  Flüssigkeit  reagirt 
schwach  sauer.  Man  verdünnt  mit  Wasser,  schüttelt  wiederholt 
mit  Äther  und  erhält  nach  dem  Verdunsten  des  Äthers  ein  Öl 
(diäthyldioxybenzoösaures  Äthyl),  das  mit  Kali  gekocht  sich 
grösstentheils  löst.  Säuert  man  diese  Lösung  mit  Schwefelsäure 
an  und  schüttelt  mit  Äther,  so  hinterlässt  der  letztere  eine  ölige 
Flüssigkeit,  die  bald  krystallinisch  erstarrt  und  nach  dem  Um- 
krystallisiren  aus  Wasser  in  schönen  nadeiförmigen  Prismen  er- 
halten wird. 

Sie  sind  wasserfrei  und  schmelzen  bei  87 — 88**.  —  Bei  der 
Analyse  gaben  sie  folgende  Zahlen : 

Gefunden  ^11^1404 

C  —  62-92  •         62-86 

H  —     6-76     .  6-67. 

Die  Säure  mit  kohlensaurem  Baryt  gekocht,  liefert  ein  Ba- 
rytsalz, das,  bei  120**  getrocknet,  folgende  Zusammensetzung 
zeigte : 

--^—  -  "   --O4 


Gefunden 
C  —  47-10 

CnH,,b» 
47-57 

H  —     501 

4-68 

Ba  —  24-57 

24 -«8, 

Das  lufttrockene  Salz  enthält  wahrscheinlich  ein  Molecül 
Krystallwasser,  dessen  Bestimmung  jedoch  etwas  zu  niedrig  aus- 
fiel, da  dasselbe  unter  der  Luftpumpe  eingedampft  war. 


Wir  hatten  die  Äthersäure  vornehmlich  deswegen  dar- 
gestellt, um  vielleicht  durch  trockene  Destillation  daraus  ein 
Diäthyldihydroxylbenzol  zu  erhalten,  das  dann  durch  Kali  oder 
Jodwasserstofi"  in  das  entsprechende  zweiatomige  Phenol  konnte 
umgewandelt  werden.  Es  war  nämlich  möglich,  dass  dabei  keine 
Condensation  und  Bildung  eines  Änthracenderivats  statthatte. 


Digitized  by  VjOOQIC 


über  einige  Derivate  der  Dioxybenzoesäure.  101 

Mischt  Dian  die  Äthersäure  mit  überschüssigem  Kalk  uud 
erhitzt,  so  geht  Wasser  über,  es  entwickeln  sich  scharf  aromatisch 
riechende  Dämpfe  und  es  destillirt  ein  Öl,  das  nach  dem  ßecti- 
ficiren,  ohne  scharf  markirte  Zwischenstufen  zu  zeigen,  zwischen 
205  und  260"*  überging.  Bei  der  Verbrennung  ergab  es  einen 
etwas  höheren  Kohlenstoffgehalt  als  ein  Diäthyldihydroxylbenzol 
verlangt  und  war  demgemäss  sicher  ein  Gemische,  das  durch 
fractionirte  Destillation  nicht  in  seine  Bestandtheile  zerlegt  wer- 
den konnte,  weil  die  Ausbeute  an  demselben  keine  beträcht- 
liche war. 

Weder  durch  Erhitzen  mit  Kali  noch  durch  Behandlung  mit 
Jodwasserstoff  bei  gewöhnlichem  oder  verstärktem  Drucke,  lies« 
sich  daraus  ein  Dihydroxylbenzol,  Hydrochinon,  Brenzcatechin 
oder  Kesorcin  abscheiden. 

Bei  der  Behandlung  mit  Jodwasserstoff  erhielt  man  eine 
harzige  Masse,  die,  in  Alkalien  gelöst,  einen  äusserst  starken,  in 
grösster  Verdünnung  noch  deutlich  bemerkbaren  DichroYsmus 
(grün  im  auffallenden,  gelbroth  im  durchfallenden  Lichte)  besass '. 

Wir  haben  nun  zum  Vergleiche  den  Diäthyläther  des  Resor- 
cins  synthetisch  dargestellt,  indem  wir  in  bekannter  Weise  Ke- 
sorcin, Kali  und  Jodätbyl  auf  einander  wirken  Hessen  und  das 
erhaltene  Product  nach  dem  Keinigen  destillirten.  Wir  erhielten 
80  ein  Ol  vom  Siedepunkte  251*',  das  keine  Farbenreaction  mit 
Eisenchlorid  mehr  lieferte  und  bei  der  Verbrennung  folgende 
Zahlen  gab : 

Gefunden  CjoHt^O^ 

C  —  7200  72-29 

H  —     8-44  8-43. 

Dieses  Diäthylresorcin  lässt  sich  nun  auch,  weder  durch 
Erhitzen  mit  Kali  noch  durch  Jodwasserstoff  in  Resorcin  zurück- 
verwandeln, wohl  aber  bildete  sich  im  letzteren  Falle  wieder  der 
schon  erwähnte  harzartige  Körper,  der  in  alkalischer  Lösung  den 
beschriebenen  DichroYsmus  zeigte. 


1  Ein  Harz  von  ganz  ähnlichen  Eigenschaften,  speciell  denselben 
prachtvollen  Dichrotsmus  zeigend,  erhielt  der  Eine  von  uns  beim  Behandeln 
von  Resorcin  mit  Wasserstoffsäuren  unter  erhöhtem  Drucke,  worüber  seiner 
Zeit  berichtet  werden  soll. 
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War  uns  demnach  die  Darstellung  eines  Dibydroxylbenzols 
in  reinem  Zustande  aus  unserer  Säure  nicht  gelungen,  so  deuten 
doch  die  erhaltenen  Resultate  darauf  bin,  dass  dasselbe,  falls 
nicht  weitere  Umsetzung  eingetreten  wäre,  höchst  wahrschein- 
lich ßesorcin  sein  musste. 

Die  beiden  Hydroxyle  wttrden  demnach  in  der  Dioxybenzoö- 
säure  die  Stellung  1,  4  (resp.  2,  5  oder  3,  6)  einnehmen  und  die- 
sen kann  nur  eine  einzige  Säure  von  der  Formel  C.H^O^  ent- 
sprechen. 

Deshalb  haben  wir  auch,  wie  schon  früher  ei^wähnt,  für  die 
Dioxybenzoßsäure  die  Anordnung  1,  3,  6  als  die  wahrschein- 
lichste angenommen. 

Die  ParaStellung  der  Hydroxyle  in  derselben  scheint  aber 
auch  noch  aus  einem  anderen  Grunde  gefolgert  werden  zu 
können. 

Die  Dioxybenzo^säuren  (mit  Ausnahme  der  unserigen)  lie- 
fern, so  weit  die  bisherigen  Erfahrungen  reichen,  leicht  unter 
Kohlensäure  -  Abspaltung  Brenzcatechin  oder  Hydrochinon  und 
geben  keine  Condensationsproducte.  Auch  HjTpogallussäure, 
wenn  sie  überhaupt  existirt,  erzeugt  kein  Küfiopin,  sondern  nur 
die  Muttersubstanz  derselben,  die  Opiansäure,  die  noch  Methyl- 
gruppen und  eine  Aldehydgruppe  enthält.  Protocatechusäure  mit 
concentrirter  Schwefelsäure  erhitzt,  liefert  ebenfalls  kein  Con- 
densationsproduct,  wie  wir  uns  durch  besondere  Versuche  über- 
zeugt haben. 

Das  von  den  der  ttbrigen  Isomeren  C^H^O^  abweichende 
Verhalten  der  Dioxybenzofe'säure  scheint  demnach  von  der  Stel- 
lung der  Hydroxyle  abzuhängen ,  die ,  wie  gesagt,  nur  für  eine 
einzige  Verbindung  von  der  gegebenen  Formel  die  ParaStellung 
sein  kann. 

Andere  Versuche,  die  Constitution  der  Dioxybenzoösäure 
mit  Sicherheit  festzustellen,  ergaben  keine  befriedigenden  Re- 
sultate. 

Zunächst  versuchten  wir,  ob  nicht  aus  der  einfach  gebroin-- 
ten  Säure  ein  gebromtes  Dihydroxylbenzol  zn  erhalten  sei,  indem 
vielleicht  durch  den  Einfluss  des  Brom  die  Condensation  verhin- 
dert werden  konnte. 
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Erhitzt  man  die  gebromte  Säure  mit  Ätzkalk,  so  ti*itt  voll- 
ständige Zerstörung  der  Substanz  ein  und  es  konnte  keine  Spur 
eines  Destillationsproductes  erhalten  werden. 

Beim  Erhitzen  für  sieh  erhält  man  ein  krystallinisches,  gelb 
gefärbtes  Destillat,  das  nicht  unbedeutende  Mengen  von  Anthra- 
chryson  enthielt,  daneben  etwas  unveränderte  bromirte  Säure  und 
etwas  regenerirte  Dioxybenzoesäure. 


Bei  der  Darstellung  von  Dioxybenzoesäure  aus  Disulfo- 
benzoesäure  hatten  wir  bemerkt,  dass  ein  Schwefelsäurerest 
schon  beim  Kochen  mit  conccntrirter  Kalilauge  ausgelöst  werde. 
Wir  versuchten  deshalb  die  so  erzeugte  Monosulfoxybenzofe'säure 
unbekannter  Constitution  zu  isoliren  und  durch  die  Meyer'sche 
Reaction  eine  Oxyphtalsäure  daraus  zu  erhalten,  die  dann  wei- 
tere Anhaltspunkte  zur  Feststellung  der  gegenseitigen  Lage  der 
substituirenden  Reste  hätte  geben  können. 

Eine  Reindarstelhing  der  Sulfosäure  scheiterte  an  der  gros- 
sen Unbeständigkeit  derselben. 

Aus  dem  Bleisalze  mit  aller  Sorgfalt  abgeschieden,  hielt  sie 
hartnäckig  noch  bedeutende  Quantitäten  Asche  zurttck  und  selbst 
beim  Concentriren  ihrer  Lösung  im  Vacuum  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  zersetzte  sie  sich  fortwährend  unter  Entwickelung 
von  Schwefelsäure. 

Das  Kali-  (oder  Baryt-)Salz  derselben  mit  ameisensaurem 
Natron  verschmolzen,  lieferte  keine  nachweisbare  Menge  einer 
krystallisirten  Substanz. 


Endlich  haben  wir  noch  den  schon  in  unserer  ersten  Ab- 
handlung erwähnten  Versuch,  aus  Disulfobenzo^säure  und  amei- 
sensaurem  Natron  eine  Tricarbonsäure  zu  erzeugen,  in  mehr- 
facher Abänderung  wiederholt,  ohne  jedoch  ein  besseres  Resultat 
als  früher  zu  erzielen.  Stets  war  das  Pi'oduct  der  Reaction  Isoph- 
talsäure. 

Ein  etwas  niedrigerer  Schmelzpunkt,  deu  wir  an  derselben 
einigemale  fanden,  bewog  uns  zu  neuen  Analysen. 
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Wir  erhielten : 

Gefunden  Cj,H^04 

C  —  57-71  57-83 

H  —     3-87  3-61. 

Der  Körper  war  also  Isophtalsäure.  Vielleicht  bildet  sich 
auch  eine  geringe  Menge  Phtalsäure,  die  den  Schmelzpunkt  etwas 
herabdrttcken  konnte,  ohne  die  analytischen  Daten  zu  beein- 
flussen. 

Nachweisbar  ist  sie  in  dem  Reactionsproducte  nicht,  ebenso 
wenig  wie  Benzoesäure. 

Durch  Spuren  einer  möglicher  Weise  dennoch  entstandeneu 
Tricarbonsäure,  wUrde  allerdings  die  Schärfe  der  Zahlen  auch 
nicht  sonderlich  beeinträchtiget.  Die  Gegenwart  einer  solchen 
konnte  aber,  wie  gesagt,  nicht  constatirt  werden  und  die  Reactiou 
muss  daher  für  das  vorgesteckte  Ziel  als  nicht  entsprechend  be- 
zeichnet werden. 


►- 
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15.  Über  Toluoldisulfosäure  und  einige  Abkömmlinge 
derselben. 

Von  C.  Senhofer« 

Ein  Gemisch  von  wasserfreier  Phosphorsäure  mit  Vitriolöl 
oder  mit  dem  erst  tibergehenden  breiigen  Destillate  des  Vitriol- 
öles hat  sich  als  ein  passendes  Mittel  erwiesen,  um  unter  erhöh- 
tem Druck  zweimal  die  Gruppe  SHO3  in  das  Molecül  der  Benzofe- 
säure einzufuhren.  Es  schien  daher  von  Interesse  festzustellen, 
ob  dieses  Verfahren  einer  weiteren  und  allgemeineren  Anwen- 
dung fähig  sei  und  gestatte,  den  Schwefelsäure-Rest  auch  bei 
solchen  Körpern  zwei  oder  mehrmals  zu  substitutiren,  bei  wel- 
chen dies  durch  die  bis  jetzt  Üblichen  Methoden  nicht  gelungen  war. 

Ein  Versuch,  durch  das  oben  angegebene  Verfahren  Phenol 
in  eine  Trisulfosäure  überzuftthren,  ergab  ein  negatives  Resultat. 
Bei  einer  Temperatur  von  180'*  war  schon  eine  weitgehende  Zer- 
setzung und  Verkohlung  des  Phenols,  sowie  massenhafte  Bildung 
flüssiger,  schwefliger  Säure  eingetreten.  Wurde  die  Temperatur 
unterhalb  ISO"*  gehalten,  so  bildete  sich  vornehmlich  nur  eine 
Disulfosäure,  wie  die  Analyse  des  daraus  dargestellten  Baryt- 
salzes bewies. 

Unterwirft  man  aber  Toluol  der  Behandlung  mit  Vitriolöl 
und  wasserfreier  Phosphorsäure,  so  bildet  sich  nicht  eine  der  be- 
kannten Toluolmonosulfosäuren,  sondern  eine  Toluoldisulfosäure. 

Man  verfährt  dabei,  um  die  Toluoldisulfosäure  darzustellen, 
in  folgender  Weise : 

Circa  10  Grm.  Toluol  werden  mit  dem  ftlnflachen  Gewichte 
eines  Gemisches  aus  1  Theil  wasserfreier  Phosphorsäure  und 
2  Theilen  Vitriolöls  in  starken  Glasröhren  eingeschlossen.  Durch 
vorsichtiges  Bewegen  der  Röhren  mischt  man  den  Inhalt,  wobei 
unter  bedeutender  Temperaturerhöhung  ein  Gelbwerden  des- 
selben und  eine  vollkommene  Lösung  desToluols  in  dem  Vitriolöl 
erfolgt.  Die  Röhren  werden  nun  durch  vier  bis  fünf  Stunden 
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im  Luftbade  auf  230**  erhitzt.  Nach  dem  Erkalten  besteht  der 
Röhreninhalt  aus  zwei  Flüssigkeiten,  wovon  die  untere  braun  und 
zähflüssig,  die  obere,  in  geringerer  Menge  vorhanden,  farblos  und 
leicht  beweglich  ist  und  sich  als  flüssige  schweflige  Säure  erwies. 
Beim  Öflftien  zeigte  sich  ein  bedeutender  Druck  und  unter  stür- 
mischem Sieden  entweicht  die  Hauptmenge  der  8ch\<^efligen  Säure. 
Die  zurückbleibende  braune  Masse  wurde  in  viel  Wasser  auf- 
genommen, durch  Sieden  von  den  letzten  Resten  schwefliger  Säure 
befreit  und  hierauf  solange  mit  kohlensaurem  Baryt  versetzt, 
bis  die  Reaction  neutral  geworden  war.  Die  durch  das  Filter  vom 
kohlensauren,  schwefelsauren  und  phosphorsauren  Baryt  be- 
freite und  jetzt  farblos  gewordene  Flüssigkeit  wurde  eingedampft. 

Da  sich  erst  nach  langem  Einengen  ein  leicht  löslicher  Krj'- 
stallbrei  ausscheidet,  der  durch  ümkrystallisiren  schwer  zu  reini- 
gen ist,  fällt  man  besser,  bevor  die  Flüssigkeit  zu  concentrirt  ge- 
worden ist,  mit  Alkohol.  Es  entsteht  dabei  ein  weisser,  krystalli- 
nischer  Niederschlag,  der  noch  zwei-  bis  dreimal  in  Wasser  gelöst 
und  durch  Alkohol  wieder  abgeschieden  wird. 

Die  vereinigten  alkoholischen  Filtrate  geben  eingeengt 
und  nochmals  mit  Alkohol  versetzt  eine  kleine  Quantität  des- 
selben Körpers  von  geringerer  Reinheit. 

Der  Niederschlag,  der  unter  dem  Mikroskope  kaum  Spuren 
einer  Krystallisation  zeigt,  ist  die  Barj^thverbindung  einer  Toluol- 
disulfosäure. 

Das  Salz  entspricht  lufttrocken  der  Formel : 

C,H3JsOJBa^3V,H,0. 

Es  verlor  bei  160*  getrocknet  14-07  Pct.  Wasser,  für 
obige  Formel  berechnen  sich  14-00  Prct. 

Das  getrocknete  Salz  zeigte  bei  der  Analyse  nachstehenden 
Proeentgehalt : 


Gefunden 

Berechnet 

^.— -*—>-'—••**— ^ 

1» 

C  —  21-42 

21-71 

H  -     1-44 

1-55 

Ba  —  35-72 

35-40 

S  —  16-79 

16-51 

0  —     — 

25  80. 
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Da  das  ^arytssdz  seiner  Eigenschaften  wegen  sich  nicht 
gut  zur  Darstellung  von  grösseren  Quantitäten  der  Säure  eignet, 
und  ein  vorläufiger  Versuch  gelehrt  hatte^  dass  das  Kalisalz 
leichter  krystallisirbar  und  leichter  zu  reinigen  sei,  so  wurde  auf 
die  Darstellung  des  letzteren  hingearbeitet.  Dabei  wurde  zur 
Entfernung  der  Schwefel-  und  Phosphorsäure  aus  dem  verdünn- 
ten Röhreninhalte  nicht  kohlensaurer  Baryt,  sondern  Kalkmilch 
verwendet.  Das  Filtrat  wird  zur  Befreiung  von  dem  überschüssig 
zugesetzten  und  gelösten  Atzkalk  bei  100**  mit  Kohlensäure  be- 
handelt und  nach  Entfernung  des  Niederschlages  so  lange  vor- 
sichtig mit.  einer  Lösung  von  kohlensaurem  Kali  versetzt,  bis  eine 
abfiltrirte  Probe  auf  weiteren  Zusatz  von  kohlensaurem  Kali 
keinen  Niederschlag  mehr  gibt.  Der  gebildete  kohlensaure  Kalk 
wird  heiss  abfiltrirt,  aus  dem  Filtrat  scheidet  sich  nach  starkem 
Einengen  das  Kalisalz  der  Toluoldisulfosäure  in  undeutlichen 
Krystallmassen  aus.  Durch  Abpressen  von  den  Mutterlaugen  und 
oftmaliges  Umkrystallisiren  kann  es  gereinigt  werden  und  stellt 
dann  kurze,  wohl  ausgebildete  Prismen  dar,  denen  lufttrocken 
die  Formel  C.H^jSgO^Kj-f-H^O  zukommt. 

Sie  wurde  bei  160"*  getrocknet. 

Gefunden        Berechnet 

Hj,0  —  5-45  5-20. 

Die  getrocknete  Substanz  enthielt: 

Gefunden      Berechnet 

C  -  25-71  .  25^6?" 
H_     1-87  1-83 

K  —  23-50  23-78 

S  —  19-22  19-51 

0  _     _  29-27. 

Bei  längerem  Liegen  an  der  Luft  verliert  das  Salz  einen 
Theil  seines  Krystallwasers  und  wird  dabei  opak. 

In  starkem  Alkohol  ist  es  unlöslich.  Da  es  sich  wegen  seiner 
^össeren  Krystallisationsföhigkeit  besser  reinigen  lässt,  als  das 
entsprechende  Barytsalz,  schien  es  nicht  ungeeignet  als  Aus- 
gangspunkt zur  Darstellung  der  freien  Säure. 

Eine  bei  der  oben  angegebenen  Temperatur  getrocknete  und 
gew^ogene  Quantität   desselben   wurde    in  Wasser  gelöst,  mit 


Digitized  by  VjOOQIC 


108  Senhofer. 

etwas  weniger  als  der  zur  Bildung  von  schwefelsaurem  Kali  be- 
rechneten Menge  von  Schwefelsäure  versetzt,  darauf  erst  auf  dem 
Wasserbade  eingedampft,  später  unter  der  Luftpumpe  über 
Schwefelsäure  so  lange  sich  selbst  überlassen,  bis  keine  Gewichts- 
abnahme mehr  zu  bemerken  war.  Die  zähflüssige,  vom  schwefel- 
sauren Kali  durchsetzte  Masse  wurde  nun  in  absolutem  Alkohol, 
dem  Vß  Theil  des  Gewichtes  Äther  zugesetzt  worden  war,  gelöst, 
von  dem  ungelösten  schwefelsauren  Kali  durch  das  Filter  ge- 
trennt und  durch  abermaliges  Trocknen  und  Auftiehmen  in  Ather- 
alkohol  zu  reinigen  versucht.  Die  zurückbleibende  syrupöse  Masse 
zeigte  sich  aber  bei  allen  oftmals  wiederholten  Versuchen  schwe- 
felsäurehältig  und  es  musste  daher  von  der  Darstellung  der  freien 
Säure  aus  dem  Kalisalze  abgesehen  werden. 

Ich  wandte  mich  daher  dem  Barytsalze  zu,  behandelte  dies 
ganz  gleich  wie  das  Kalisalz,  erhielt  auch  schliesslich  eine  Lösung 
der  freien  Säure,  die  vollkommen  frei  von  Schwefelsäure  war  und 
nur  sehr  geringe  Spuren  von  Asche  hinterliess.  Bei  dem  Versuche, 
das  Lösungsmittel  vollkommen  zu  entfernen,  trat  jedoch  stets  eine 
Zersetzung  der  Substanz  ein. 

Im  Vacuum  über  Schwefelsäure  war  eine  Entfernung  des 
Wassers  nicht  vollkommen  möglieb,  die  Masse  wurde  dickflüssig 
und  war  nach  langer  Zeit  von  weichen  mikroskopischen,  nadelför- 
migen  Krystallen  durchsetzt.  Auf  dem  Wasserbade  zeigte  die  Ver- 
breitung eines  unangenehmen,  stechenden  Geruches  bald  die  be- 
ginnende Zersetzung  der  Substanz  an.  Sie  löste  sich  dann  nicht 
mehr  vollkommen  in  Wasser  und  die  filtrirte  Lösung  gab  mit 
Chlorbaryum  einen  Niederschlag. 

Die  Lösung  der  ft'eien  Säure,  die  aus  dem  Barytsalz  dar- 
gestellt worden  war,  wurde  zur  Darstellung  einiger  Metallsalze 
verwendet. 

Silbersaii.  Neutralisirt  man  eine  Lösung  der  Toluoldisulfo- 
säure  mit  Ammoniak  und  versetzt  selbe  mit  salpetersaurem  oder 
Fluorsilber,  so  entsteht  hiedurch  kein  Niederschlag.  Versetzt  man 
aber  bei  lOO"*  die  Lösung  der  freien  Säure  mit  frisch  gefälltem 
Silberoxyd  und  filtrirt,  so  scheiden  sich  beim  Einengen  und 
langen  Stehen  gelbe  Krystallansätze  aus,  die  am  Lichte  sich  all- 
mälig  schwärzen. 
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Das  Salz  enthielt  bei  HO**  getrocknet: 

Gefunden        Berechnet  für  CyR^tS^AgaOe 

Ag  —  46-58  "  46^^357 

Es  ist  schwer  hifttrocken  zu  erhalten.  Am  nächsten  kommen 
die  aus  dem  Wasserverlust  berechneten  Procente  der  Formel : 
C,H«S,Ag,0,-H2H,0. 

CadMioMsals,  erhalten  durch  Kochen  der  ireien  Säure  mit 
einem  Überschusse  von  kohlensaurem  Cadmium,  Filtriren  und  Ein- 
engen des  Filtrates.  Stellt  eine  gummiartige  Masse  dar,  die  sehr 
leicht  löslich  ist. 

Bei  120**  getrocknet  gab  sie: 

Gefunden  Berechnet 

Cd  —  31-24  30-91. 

Amm^Biaksali.  Es  wird  erhalten  durch  Übersättigen  der  Lö- 
sung der  freien  Säure  mit  Ätzammoniak  und  Veijagen  des  Am- 
moniakUberschusses  auf  dem  Wasserbade.  Man  löst  heiss  in 
wenig  Wasser  und  Uberlässt  die  Flüssigkeit  der  Krystallisation. 
Es  scheiden  sich  beim  Erkalten  leichtlösliche  Krystallnadeln 
aus,  die  häufig  gekreuzt  erscheinen. 


Erhitzt  man  das  gereinigte  Kalisalz  der  besprochenen 
Säure  unter  Zusatz  von  etwas  Wasser  mit  einem  bedeutenden 
Überschuss  von  Ätzkali,  so  wird  die  Masse  bald  homogen  und 
nimmt  eine  fast  orangerothe  Färbung  an.  Zugleich  beginnt  die 
Bildung  eines  grossblasigen  Schaumes.  Verschwindet  dieser  wie- 
der aUmälig  und  entwickelt  eine  herausgenommene  Probe  beim 
Ansäuern  sehr  viel  schweflige  Säure,  so  unterbricht  man  die 
Schmelze  und  nimmt  in  Wasser  auf. 

Die  Lösung  wird  nach  dem  Ansäuern  mit  .Schwefelsäure 
hellgelb  und  scheidet  keine  harzigen  oder  verkohlten  Bestandtheile 
ans.  Nach  dem  Erkalten  wurde  mit  Äther  geschttttelt.  Der- 
selbe hinterliess  nach  dem  Abdestilliren  eine  dickflüssige,  gelb- 
braune Masse,  die,  in  kochendem  Wasser  aufgenommen,  nach  dem 
Filtriren  zuerst  schwerlösliche  Krystallnadeln  abschied,  bei  wei- 
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terem  Verdunsten  aber  syrupös  wurde  und  an  der  Oberfläche  noch- 
mals feine  Nadeln  ansetzte.  Zur  Trennung  wurden  beide  Körper 
.wieder  in  Wasser  aufgenommen,  die  Flüssigkeit  mit  kohlen- 
saurem Natron  alkalisch  gemacht,  wobei  sie  dunkel  wurde  und 
mit  Äther  behandelt.  Derselbe  nahm  dabei  die  im  Wasser  leicht 
lösliche  Substanz  auf,  während  das  kohlensaure  Natron  die 
schwerlösliche  zurückgehalten  hatte. 

Die  alkalische  Flüssigkeit  wurde  daher  abermals  angesäuert 
und  mit  Äther  geschüttelt.  Der  Äther  hinterliess  in  Krusten  eine 
gelbe  Substanz,  die  sich  in  heissem  Wasser  ziemlich  leicht^  in 
kaltem  sehr  schwer  löste.  Nach  wiederholtem  Umkiystallisiren 
gab  sie  prächtige  Krystallnadeln,  die  einen  Schmelzpunkt  von 
152''  zeigten  und  nach  dem  Reinigen  durch  Sublimation  bei  155*" 
schmolzen.  Die  wässerige  Lösung  gab  mit  Eisenchlorid  eine  tief- 
violette Farbeureaction.  Durch  essigsaures  Blei  entstand  kein 
Niederschlag.  Der  ganze  Habitus,  sowie  die  angegebene  Reaction. 
die  Krystallform  und  der  Schmelzpunkt  deuteten  darauf  hin.  dass 
es  Salicylsäure  sei,  was  auch  die  Analyse  bestätigte. 
Die  Säure  krystallisirt  ohne  Krystallwasser. 

Gefunden      CVHgOg 

C  —  61-28         (50-9 
H  —     4-52  4-3. 

Der  Äther,  welcher  zum  Schütteln  der  alkalischen  Lösung 
verwendet  worden  war,  hinterliess  beim  Abdestilliren  eine  ölige 
Flüssigkeit,  die  sich  nach  dem  Verdunsten  der  letzten  Ätherreste 
in  Wasser  leicht  löste. 

Die  Lösung  wurde  zuerst  mit  neutralem  essigsaurem  Blei 
behandelt,  wobei  ein  grauer  Niederschlag  entstand.  Derselbe 
wurde  abfiltrirt,  konnte  aber  der  geringen  Quantität  halber  nicht 
weiter  untersucht  werden. 

Das  Filtrat  wurde  nun  mit  basisch  essigsaurem  Blei  ver- 
setzt, so  lange  noch  ein  Niederschlag  entstand,  letzterer  abfiltrirt, 
ausgewaschen  und  einstweilen  unter  Wasser  aufbewahrt.  Die  fil- 
trirte  Flüssigkeit  wurde  mit  kohlensaurem  Natron  vom  Blei  be- 
freit, abermals  mit  Äther  behandelt,  das  vom  Äther  gelöste  in 
Wasser  wieder  aufgenommen  und  mit  Bleiessig  gefällt.    Dies 
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Verfahren  wurde  so  oft  wiederholt,  als  sich  noch  ein  Niederschlag 
durch  die  Bleisalzlösung  bildete. 

Werden  die  vereinigten  Bleiniederschläge  mit  Wasser  an- 
gerührt, das  Bleisalz  durch  Zusatz  verdünnter  Schwefelsäure  zer- 
setzt, das  schwefelsaure  Blei  durch  ein  Filter  entfernt,  so  gibt 
die  fast  farblose  Flüssigkeit  an  Äther  ein  schwachgelb  gefärbtes, 
dickflüssiges  Liquidum  ab,  das  nach  dem  Verjagen  des  Lösungs- 
mittels durch  wiederholte  Destillation  noch  weiter  gereinigt  wird. 

Die  Substanz  zeigt  einen  Siedepunkt  von  circa  260**  und  er- 
starrt beim  Erkalten  zu  einer  strahlig  krystallinischen  Masse.  Sie 
schmilzt  bei  ST"*.  Ihre  wässerige  Lösung,  lange  sich  selbst  über- 
lassen, wird  erst  syrupös  und  dann  rasch  durch  die  ganze  Masse 
fest,  indem,  von  einzelnen  Punkten  ausgehend,  sich  feine  Nadeln 
radial  compact  aneinander  lagern. 

Bei  IW  getrocknet  ist  die  Substanz  wasserfrei.  So  ana- 
lysirt  entspricht  sie  der  Formel  C^HgO^. 


Gefunden 

Berechnet 

I« 

II. 

c 

—  67.25 

67-81 

67-74 

H 

—     6-30 

0-57 

6-45. 

Die  Substanz  kiystallisirt  mit  Krystallwasser,  eine  genaue 
Bestimmung  desselben  ist  jedoch  sehr  schwierig  ausführbar. 
Trocknet  man  sie  bei  lOO**,  so  verliert  sie  nach  etwa  2  Stunden 
nahezu  1  Molecül  Wasser,  dabei  bemerkt  man  aber  schon,  dass 
dieselbe  zu  verdampfen  beginnt.  Der  Punkt,  in  dem  alles  Wasser 
entfernt,  jedoch  noch  keine  Substanz  als  solche  weggegangen 
ist,  ist  daher  sehr  schwer  zu  treflen,  Trocknet  man  sie  bei  circa 
95**,  so  verliert  sie  in  kurzer  Zeit  y^  Molecül  Wasser,  während 
die  andere  Hälfte  hartnäckig  zurückgehalten  wird.  Auch  hier 
fceginnt  schon  ein  theilweises  Verdampfen,  was  man  daran  er- 
kennen kann,  dass  sich  die  Oberfläche  der  Substanz  mit  feinen 
JSfadeln  überzieht. 


1  Diese  Analyse  war  mit  einer  Substanz  ausgeführt,  die  aus  einem 
nicht  durch  mehrmaliges  ümkrystallisiren  gereinigten  toluoldisulfosäure n 
ICali  erzeugt  war. 
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Der  Köi-per,  dem  äusseren  Ansehen  nach  dem  Orcin  sehr 
ähnlich  und  von  derselben  Zusammensetzung,  weicht  gleichwohl 
in  seinen  Reactionen  bedeutend  von  demselben  ab.  Es  zeigt: 


OrcIn. 

Neuer  KOrper. 

Beim  Stehen  an 

der 

Röthlich. 

Keine  Änderung    der 

Luft. 

Farbe. 

Mit  Eisenchlorid. 

Tiefschwarzviolett. 

Braungrün. 

Mit  salpetersaurem 

Sil- 

Beim  Erhitzen  metal- 

Schon   in    der   Kälte 

ber  und  Ammoniak. 

lisches   Silber    aus- 

einen schwarzen  Nie- 

scheidend. 

derschlag  von  Sil- 
ber gebend. 

Mit  Chlorkalk. 

Tief  violett,  allmälig 

Roth,    allmälig    gelb 

braun,  dann  gelb. 

werdend. 

Krystallwasser. 

2  Molecüle. 

1  Molecül. 

Mit     Ammoniak 

an 

Intensiv    roth ,    beim 

Bräunlich,  beim  Ver- 

feuchter Luft. 

Versetzen  mit  Essig- 

setzen   mit    Essig- 

säure Ausscheidung 

säure  farblos    wer- 

rother Flocken. 

dend,  ohne  einen 
Niederschlag  zu  ge- 
ben i. 

Siedepunkt. 

290° 

260° 

Schmelzpunkt. 

86" 

87*^ 

Die  Substanz  ist  daher  nach  ihrer  Entstehung,  Zusammen- 
setzung und  den  Reactionen  als  eine  mit  dem  Orcin  isomere  Ver- 
bindung zu  betrachten.  Ich  nenne  sie  Isorcin. 

Es  schmeckt  schwach  süss,  aber  nicht  ekelerregend,  löst 
sich  leicht  in  Wasser,  Alkohol  und  Äther  und  wird  wie  das  gewöhn- 
liche Orcin  nicht  geföUt  durch  neutrale  Metallsalze.  Mit  Alkalien 
der  Luft  ausgesetzt,  wird  es  braun. 

Die  Ausbeute  an  rohem  Isorcin  beträgt  circa  12  Pct.  der 
Theorie  und  ebensoviel  wurde  ungefähr  an  Salicylsäure  erhalten. 


1  Die  nicht  absolut  reine  Substanz  färbt  sich  bei  dieser  Gelegenheit 
blau,  auf  Essigsäure-Zusatz  erhielt  man  schwach  röthliche  Flocken.  DurcK 
Ammoniak -Zusatz  konnte  die  blaue  Farbe  stets  wieder  hervorgerufen 
werden.  Eine  solche  Substanz  gab  auch  die  unter  I  angeführten  Daten.  Das 
Ausbleiben  der  blauen  Färbung  bei  der  genannten  Reaction.  kann  als 
Zeichen  der  Reinheit  der  Substanz  angesehen  werden. 
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Die  Bildung  von  einem  Dihydroxyltoluol  beim  angeführten 
Processe  bedarf  keiner  Erklärung. 

Die  Entstehung  der  Salicylsäure  betreffend  muss  man,  da 
das  angewendete  toluoldisnlfosaure  »Salz  vollkommen  rein  war, 
annehmen,  es  sei  eine  SHOj-Gruppe  durch  Wasserstoff,  die  an- 
deren durch  Hydroxyl  ersetzt  und  zugleich  die  Methylseitenkette 
zu  Carboxyl  oxydirt  worden. 


Schmilzt  man  toluoldisulfosaures  Kali  mit  dem  doppelten 
Gewichte  ameisensauren  Natrons  (20  Grm.  des  ersteren  und 
40  Grm.  des  letzteren  sind  passende  Quantitäten)  so  lange,  bis 
die  erste  Schaumbildung  vollkommen  verschwindet,  und  erhitzt 
dann  noch  einige  Zeit  lang  bei  vermindertem  Feuer,  bis  die  Masse 
beinahe  fest  geworden  ist  und  eine  dunkelgrüne  Farbe  ange- 
nommen hat,  löst  dann  im  Wasser,  filtrirt  von  ausgeschiedener 
Schmiere  ab  und  schüttelt  die  angesäuerte  Flüssigkeit  mit  Äther, 
80  nimmt  dieser  eine  in  Wasser  schwerlösliche,  braun  gefärbte 
undeutlich  krystallinische  Substanz  auf.  Diese  wird  durch  Um- 
krystallisiren  aus  Wasser  gereiniget,  in  ein  Barytsalz  überge- 
führt, dieses  durch  Salzsäure  zersetzt,  mit  der  ausgeschiedenen 
Substanz  die  Operation  wiederholt,  dieselbe  endlich  öfters  in 
Alkohol  gelöst  und  krystallisiren  gelassen.  Die  ausgeschiedene 
krystallinische  Masse  wurde  in  ammoniakalischer  Lösung  mit 
Thierkohle  gekocht  und  aus  dem  Filtrate  neuerdings  durch  Chlor- 
wasserstoffsäure gefilllt,  nochmals  in  Äther  aufgenommen,  der 
Äther  verdunstet  und  der  Rückstand  nochmals  aus  Wasser  kry- 
stallisirt. 

So  gereinigt  stellt  sie  einen  in  undeutlichen,  mikroskopischen 
Nadeln  krystallisirten  Körper  dar,  der  eine  entschiedene  Säure 
ist.  Er  enthält  kein  Krystallwasser.  Die  getrocknete  Substanz 
entspricht  der  Formel  C^HgO^  und  gab  bei  der  Analyse: 


Gefunden  Berechnet 


C  —  59-60        60-04 
H  —     4-42  4-51 

Sit«b.  d.  mmthem.-naturw.  O.  LXVI.  Bd.  II.  Abtb. 
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Die  Säure  ist  zweibasisch.  Sie  hat  dieselbe  Formel  wie  die 
Uvitinsäure,  Isuvitin-  und  Xylidinsäure. 

In  heissem  Wasser  ist  sie  sehr  schwer  löslich,  in  kaltem  fast 
unlöslich,  namentlich  auf  Zusatz  von  etwas  Salzsäui-e  in  Alkohol 
und  Äther  leicht  löslich.  Eine  wässerige  Lösung  der  Säure  wird 
von  Eisenchlorid  in  ihrer  Farbe  nicht  verändert.  Die  Salze  der 
Alkalien  und  alkalischen  Erden  sind  sehr  leicht  löslich  in  Wasser 
und  geben  mit  den  meisten  Salzen  der  schweren  Metalle  Nieder- 
schläge. Der  Schmelzpunkt  der  Säure  lässt  sich  nicht  genau  be- 
stimmen. Bei  280 — 282  fängt  sie  an  zu  sintern,  bei  310  wird  sie 
weich,  vollkommen  geschmolzen  erscheint  sie  erst  bei  315**. 

Sie  lässt  sich  sublimiren  und  erscheint  dann  in  blassgelb- 
lichen gut  ausgebildeten  Nadeln.  EinTheil  verkohlt  jedoch  dabei. 
Die  sublimirte  Säure  zeigt  nach  dem  Umkrystallisiren  aus  Wasser 
die  gleichen  Formen  wie  die  nicht  sublimirte,  eine  Abspaltung 
von  Kohlensäure  kann  deshalb  nicht  angenommen  werden. 

Zur  Conti-ole  wurden  das  Barytsalz  und  Silbersalz  dar- 
gestellt und  analysirt. 

Barytsall,  erhalten  durch  Kochen  einer  wässerigen  Lösung 
der  freien  Säure  mit  kohlensaurem  Baryt,  Filtriren  und  Ein- 
dampfen des  Filtrates,  ist  eine  undeutlich  krystallinische,  gelb- 
liche Masse.  Es  entspricht  lufttrocken  der  Formel : 


C^«BaO,-t-2H,0. 

Das  Salz  wird  bei  140'  wasserfrei. 

Gefunden 

Berechnet 

H,0  —  10-65 

10-26, 

Das  trockene  Salz  gab  bei  der  Analyse: 

Gefunden 

C,H,BaO* 

C  —  34-46 

34-29 

H  —     2-21 

1-91 

Ba  —  43-27 

43-49. 

Silbersall,  dargestellt  durch  Fällen  des  neutralen  Ammoniak- 
salzes mit  Silbersalpeter.  Weisser  flockiger  amorpher  Niederschlag. 
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Gefunden 

C  —  27-60 

H  —     1-88 

Ag  —  54-78 


27-41 

1-52 

54-80 


ittpfersali,  erhalten  dnreh  Fällen  des  Ammoniaksalzes  mit 
schwefelsaurem  Kupferoxyd,  ist  ein  hellgrüner,  amorpher  Nieder- 
schlag, im  Wasser  unlöslich. 

llelsali,  aus  dem  Ammoniaksalz  durch  Bleizucker  erhalten, 
weisse,  amorphe  Masse,  unlöslich  im  Wasser. 

Ziiksali,  aus  dem  Ammoniaksalz  mit  Zinkvitriol  dargestellt. 
Weiss  amorph,  in  Ammoniak  löslich. 

Wie  aus  den  vorstehenden  Angaben  ersichtlich  ist,  hat  die 
Säure  mit  der  Uvitinsäure  und  namentlich  mit  der  Xylidinsäure 
grosse  Ähnlichkeit. 

Die  mit  vollkommen  reiner  Substanz  und  der'grössten  Sorg- 
falt ausgeführte  Prüfung  ergab  jedoch  einige  Verschiedenheiten, 
die  dieselbe  sicher  als  eine  neue  Verbindung  betrachten  lassen. 
Ich  nenne  sie  Isoxylidinsäure. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Unterschiede,  durch  wel- 
che sich  die  drei  genannten  Säuren  auseinander  halten  lassen,  zu- 
sammengestellt. 


Uvitinsäure. 


^!>chmelzpunkt     287'' 


Xylidintaure. 

280-283* 


Itoxylidintfture. 

310-315'' 


Kupfersalz          Hellblau  Aockig,  in  Hellblau  flockig,  in  Hellgrün,  inWasser 

Wasser  fast  un-  Wasser  fast  un-      unlöslich, 

löslich.  löslich. 

Zinksalz              Aus    dem  Ammo-  Zinkvitriol  erzeugt  Aus  dem  Ammon- 


niaksalz  durch 
Zinkvitriol  als 
weisser  flockiger 
Niederschlag  er- 
halten. 


in  der  Lösung  des 
Ammonsalzes 
keinen     Nieder- 
schlag. 


salz  durch  Zink- 
vitriol weiss, 
flockig    amorph. 


8* 
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Aus  dem  Ammo- 
niaksalz durch 
salpetersaores 
Silberoxyd  er- 
halten ,  weiss, 
flockig  volumi- 
nös, am  Lichte 
und  beim  Kochen 
beständig  und 
in  Wasser  sehr 
schwer  löslich. 
Beim  Erkalten 
der  gesättigten 
Lösung  in  farb- 
losen Krystallen 
zu  erhalten. 


Aus  dem  Ammon- 
salz  mit  salpeter- 
saurem Silber, 
weiss,  flockig  vo- 
luminös. Beim 
Kochen  bestän- 
dig, in  heissem 
Wasser  ziemlich 
löslich.  Die  er- 
kaltet gesättigte 
Lösung  scheidet 
keine  Krystalle, 
sondern  eine 
glänzende  Salz- 
haut ab. 


Aus  Anunonsalz 
und  salpetersau- 
rem Silberoxyd 
weiss,  flockig  vo- 
luminös, beim 
Kochen  bestän- 
dig, in  siedendem 
Wasser  kaum 
löslich,  nach  dem 
Erkalten  der  ge- 
sättigten Lösung 
weisse  Trübung. 
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16.  Über  die  Einwirkung  von  schmelzendem  Kali  auf 
BenzoSsänre. 

Von   L.  Barth. 

Nach  den  bei  der  Oxydation  des  Phenols  durch  schmelzen- 
des Kali  gemachten  Erfahrungen,  schien  es  nicht  ohne  Interesse, 
dieses  Beagens  auch  auf  andere  aromatische  Körper  anzuwenden. 
Ich  wählte  zunächst  zu  diesen  Versuchen  die  Benzoesäure,  welche 
leicht  rein  und  in  grösserer  Menge  zu  beschaffen  war,  und 
vermuthete,  vorerst  nach  Analogie  des  Processes  beim  Phenol, 
neben  einem  Condensationsproducte  zu  einer  der  isomeren  Phtal- 
säuren  gelangen  zu  können.  Der  Versuch  lieferte  nun  zwar  ein 
anderes  Resultat,  aber  dennoch  scheint  mir  dasselbe  der  Mit^ 
theilung  werth. 

Erhitzt  man  Benzoesäure  mit  überschüssigem  Kali  in  der 
Silberschale,  so  tritt  nach  einiger  Zeit  ziemlich  starkes  Schäumen, 
von  einer  Wasserstoffentwicklung  herrührend,  ein,  die  Masse  fUrbt 
sich  lebhaft  dunkelroth,  mit  einem  Stiche  ins  bräunliche.  Nach 
einiger  Zeit  verschwindet  diese  Farbe  und  macht  einer  gelbbrau- 
nen Platz,  die  immer  dunklere  Nuancen  annimmt,  das  Schäumen 
wird  stärker  und  es  entwickelt  sich  ein  melissenartig  riechender 
Dampf.  Nachdem,  der  Process  in  dieser  Phase  einige  Zeit  stehen 
geblieben  ist,  unterbricht  man  denselben,  um  etwa  beginnende 
Verkohlung  oder  Verglinunung  hintanzuhalten.  Die  Temperatur, 
die  dabei  in  Anwendung  kam,  dürfte  ungefähr  360**,  die  Dauer 
des  Versuches  y^  Stunde  betragen. 

Die  Schmelze  wurde  in  Wasser  gelöst,  mit  Schwefelsäure 
ttbersättigt,  wobei  sich  eine  theils  krystallinisch  erstarrende,  theils 
harzige  Masse  ausschied,  und  nach  dem  Erkalten  filtrirt.  Das 
Filtrat  war  schwach  gelblich  geftlrbt,  der  Filterrückstand  bräun- 
lich.  Beide  wurden  mit  Äther  mehrmals  durchgeschüttelt  und  der 
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Äther  durch  Destillation  verjagt.  Die  ans  dem  Filtrate  erhaltene 
Masse  zeigte  bald  Krystallisation.  Man  unterschied  deutlich  die 
Formen  der  Benzoesäure  neben  anderen  prismatischen  Krystallen, 
Die  Masse  wurde  auf  dem  Wasserbade  ganz  zur  Trockne  ge- 
bracht und  dann  in  einem  Extractionsapparate  mit  kochendem 
SchwefelkohlenstoflF  behandelt,  um  die  Benzoesäure  zu  lösen  und 
auf  diese  Weise  zu  entfernen.  Das  vom  SchwefelkohlenstoflF  Un- 
gelöste wurde  einstweilen  bei  Seite  gestellt,  a. 

Der  ÄtherrUckstand,  der  die  bei  der  ersten  Trennung  auf 
dem  Filter  gebliebenen  Substanzen  (mit  Ausnahme  des  schwefel- 
sauren Kali's)  enthielt,  wurde  wiederholt  mit  Wasser  ausgekocht, 
(etwa  15 — 20  mal),  bis  sich  nichts  mehr  löste  und  der  Rückstand 
eine  bräunliche  krlimmelige  Masse  darstellte.  Derselbe,  c  wurde 
bis  zu  weiterer  Behandlung  aufgehoben. 

Die  Filtrate  aller  Auskochungen  schieden  beim  Erkalten 
gelbliche  Flocken  in  ziemlicher  Menge  aus,  die  auf  einem  Filter 
gesammelt  wurden,  b. 

Die  von  b  getrennte  Flüssigkeit  wurde  mit  Äther  geschüttelt,, 
der  nach  dem  Abdestilliren  einen  krystallinischen  Rückstand 
hinterliess,  in  dem  Benzoesäure  leicht  zu  erkennen  war.  Dieser 
Rückstand  wurde  mit  SchwefelkohlenstoflF  extrahirt,  um  die  Ben« 
zoesänre  zu  lösen,  und  hierauf  mit  a  vereinigt. 

Diese  Partie  enthält  nun  vornehmlich  zwei  Substanzen: 
Paraoxybenzoösäure  und  einen  durch  Bleizucker  föllbaren  Körper^ 
der  eine  schöne  rothe  Farbenreaction  mit  Eisenchlorid  gibt. 

Zur  Trennung  beider  Körper  löst  man  in  möglichst  wenig 
heissen  Wassers  (dabei  bleibt  manchmal  noch  etwas  von  b  un- 
gelöst, das  mit  diesem  vereinigt  wird)  und  fUllt  noch  warm  mit 
essigsaurem  Blei.  Der  entstehende  weisse  Niederschlag  wird  auf 
einem  Filter  gesammelt,  gut  mit  kaltem  Wasser  gewaschen,  mit 
verdünnter  Schwefelsäure  zersetzt  und  die  ganze  Masse,  ohne 
dass  man  früher  das  schwefelsaure  Blei  durch  Filtration  getrennt 
hätte,  mit  Äther  durchgeschüttelt  K 


1  Der  Körper  aus  dem  Bleiniederschlage  ist  nämlich,  wenn  er  rein 
ist,  in  Wasser,  namentlich  in  kaltem,  schwer  löslich,  kann  sich  daher  zum 
Theile  schon  mit  dem  schwefelsauren  Blei  ausscheiden  und  so  einen  Ver- 
lust bedingen. 
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Nach  dem  Verjagen  des  Äthers  bleibt  eine  gelbliche  Masse, 
die  ans  heissem  Wasser  mehrmals  umkrystallisirt  wurde.  So  erhielt 
man  sie  in  ondentlich  krystalliniscben  Flocken.  Ans  verdünntem 
Alkohol,  worin  sich  der  Körper  leicht  auflöst,  wird  er  in  micros- 
copi sehen,  kurzen,  gekreuzten  Prismen  erhalten.  Er  "ist  eine 
Säure,  in  reinem  Wasser,  wie  gesagt,  schwer  löslich,  leicht  lös- 
lich in  Alkohol  und  Äther,  unlöslich  in  Schwefelkohlenstoff.  Die 
Färbung,  die  er  mit  Eisenchlorid  zeigt,  ist  sehr  empfindlich,  schon 
roth  mit  einem  Stich  ins  violette.  Er  schmilzt  circa  bei  245®. 

Der  bei  115*  getrocknete  Körper  gab  bei  der  Elementar- 
analyse : 

0  _  57-80  57-53 

-    H  —     4-12  4-10. 


Daraus  berechnet  sich  am  nächsten  die  Formel : 
welche  verlangt: 


^uH,jO„ 


C  —  57-53 
H  —     411. 

Der  lufttrockene  Körper  verlor  beim  Trocknen : 
H^O  —  4-98  501. 

Für  Cj^HjjO^-t-HjO  berechnen  sich  5-80  Pct. 

Ich  muss  es  dahin  gestellt  sein  lassen,  welchem  Grunde 
die  nicht  unbeträchtliche  Differenz  zwischen  dem  gefundenen  und 
berechneten  Krystallwassergehalte  zuzuschreiben  ist. 

Durch  Sättigen  der  Säure  mit  kohlensaurem  Baryt  erhält 
man  ein  in  Warzen  krystallisirtes  Barytsalz,  dessen  Analyse 
jedoch  keine  brauchbaren  Zahlen  lieferte.  Am  nächsten  kam 
es  der  Formel  C^^HJbsL^O^  *,  doch  wurde  der  Barytgehalt  stets 
etwas  zu  gross  befunden. 


Der  von  .Bleizucker  nicht  geteilte  Theil  von  a  wird  nach 
dem  Entbleien  mit  Schwefelsäure  ebenfalls  mit  Äther  durchge- 
schtlttelt,  der  Äther  verdampft,   der  krystallinische  Rückstand 


t  ba=r68-5. 
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aus  Wasser  umkrystallisirt.  Man  erhielt  so  farblose,  massive 
Prismen  vom  Habitus  der  Paraoxybenzoßsäure,  die  mit  1  Mol. 
Krystallwasser  krystallisirten,  alle  qualitativen  Reactionen  der 
ParaoxybenzoSsäure  zeigten  und  einen  Schmelzpunkt  von  210** 
besassen. 

Die  bei  110®  getrocknete  Substanz  gab  bei  der  Analyse: 
Gefunden  C^HeO, 

C  —  60-82 
H  —     4-34 

Die  lufttrockene  Säure  verlor  11-7  Pct.  Krystallwasser;  für 
C^HgOj-t-HjjO  berechnen  sich  11.54  Pct. 

Die  Substanz  war  also  unzweifelhaft  Paraoxybenzo^säure. 


Der  Körper,  den  wir  früher  mit  b  bezeichnet  haben,  ist  in 
Wasser,  auch  in  heissera,  sehr  schwer  löslich,  deswegen  auch 
ziemlich  leicht  zu  reinigen.  Er  stellt  ein  amorphes  gelbliches 
Pulver  dar,  ist  seinen  Eigenschaften  nach  eine  schwache  Säure, 
erzeugt  mit  Eisenchlorid  in  wässeriger  Lösung  keine  bemerkens- 
werthe  Färbung.  Er  verlor  bei  100**  nichts  an  Gewicht  und  gab 
bei  der  Elementaranalyse : 

C  —  74-91 
H  —    4-46. 

Auf  diese  Zahlen  lässt  sich  am  nächsten  die  Formel : 

berechnen,  welche  verlangt: 

C  —  74-34 
H  —    4-46. 

Löst  man  den  Körper  in  Ammoniak,  verjagt  das  überschüssige 
Lösungsmittel  auf  dem  Wasserbade  und  fügt  salpetersaures  Sil- 
ber hinzu,  so  filllt  ein  flockiger,  weisser,  am  Lichte  dunkel  wer- 
dender amorpher  Niederschlag,  der  nach  dem  Trocknen  bei 
100**  enthielt: 

Gefunden  Ci4H,AgO, 

Ag  —  32-12    '  32-43. 
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Ohne  auf  die  gegebene  Formel  viel  Werth  zu  legen,  seheint 
mir  doch  die  Thatsache  festzustehen^  dass  der  Körper  ein  Con- 
densationsproduet  der  Benzoesäure  und  zwar  ein  sauerstoff- 
armeres ist. 


Die  früher  mit  c  bezeichnete  bräunliche  Masse  ist  vollständig 
amorph,  sie  lässt  sich  noch  in  einen  in  Alkohol  löslichen  und 
einen  darin  unlöslichen  Theil  trennen.  Beide  Körper  haben 
sehwachsaure  Eigenschaften,  und  stellen  ebenfalls  ähnliche  Con- 
densationsproducte  dar,  wie  der  so  eben  beschriebene  gelbe  Kör- 
per. Nach  den  davon  gemachten  Analysen,  die  einen  noch  höhe- 
ren Kohlenstoffgehalt,  als  den  der  vorigen  Verbindung  ergaben, 
eine  Formel  zu  berechnen,  hielt  ich,  da  jede  Controle  fehlt,  flir 
vollkommen  ttberflUssig. 

Zu  bemerken  wäre  noch,  dass  alle  drei  letztgenannten  Pro- 
ducte  von  schmelzendem  Kali  nicht  leicht  angegriffen  werden, 
dass  aber  aus  dem  wie  gewöhnlich  verarbeiteten  Schmelzen  eine 
gewisse,  wenn  auch  nicht  bedeutende  Menge  von  Paraoxybenzo^- 
säure  erhalten  werden  konnte. 

Was  die  Mengenverhältnisse  betrifft,  in  denen  die  erwähn- 
ten l^ducte  erhalten  werden,  so  sind  sie  nicht  bei  allen  Ope- 
rationen gleichbleibend.  Nach  vorgenommenen  Gewichtsbestim- 
mungen, die  allerdings  keine  absolute  Genauigkeit  beanspruchen 
können,  bilden  sich  aus  100  Theilen  Benzotfsäure : 
10 — 12  Theile  Paraoxybenzoösäure. 
1—  2      „       der  Säure  C^^H^jO.. 
18 — 20     ^       des  gelben  amorphen  Körpers  C^^Hj^Og. 
18 — 20      „       der  braunen  in  Wasser  unlöslichen  Harze. 
20 — 25      „       regenerirte,  oder  nicht  in  der  Beaction  einge- 
tretene Benzofe'säure. 
23 — 2ü     „       Verlust  (durch  vollständige  Oxydation)   eines 
Theiles  der  verwendeten  Benzoösäure. 


Betrachtet  man  die  im  Vorstehenden  mitgetheilten  Besul- 
tate,  so  erscheint  als  das  bemerkenswertheste  die  Bildung  von 
Paraoxybenzoösäure,  welche  hier  durch  directe  Oxydation  und 
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uicht  wie  gewöhnlich  durch  Sabstitation  von  OH  statt  eines, 
Wasserstoff  in  der  Benzoesäure  ersetzenden  Atomes  oder  Restes 
entsteht.  Es  ist  ferners  die  Beobachtung  nicht  uninteressant,  dass, 
während  zugleich  Oxydation  eintritt,  auch  Condensation  und  Re- 
duction  beobachtet  wird,  und  zwar  letztere  in  grösserem  Masse 
gegen  die  erstere,  wie  die  Bildung  der  kohlenstoffreicheren  Pro- 
ducte  beweist.  Ähnliche  Fälle  von  Oxydation  durch  schmelzendes 
Kali  sind  schon  beobachtet,  so  die  Überftthrung  des  Bittermandel- 
ölharzes  in  Paraoxybenzoösäure  und  die  Bildung  von  Alizarin 
aus  Antrachinonmonosulfosäure ,  bei  welcher  gleichzeitig  aller- 
dings auch  Substitution  von  OH  statt  SHO3  eintritt. 

Diese  Thatsachen  scheinen  mir  einer  weitereu  Verfolgung 
werth,  und  ich  beabsichtige  noch  andere,  zunächst  aromatische 
Substanzen  in  ähnlicher  Richtung  zu  untersuchen.  Unsere  Kennt- 
nisse über  die  Wirkungen  des  schmelzenden  Kali's  können  da- 
durch eine  nicht  unwesentliche  Bereicherung  erfahren. 

Vorgänge  der  beschriebenen  Art  sind  aber,  wie  mir  scheint, 
fast  immer  zu  trennen  von  denjenigen  Wirkungen  dieses  Reagens, 
wo  es  sich  um  Substitution  von  OH  statt  Cl,  Br,  J,  SHO3  etc. 
handelt,  in  welchen  Fällen  die  Reaction  gewöhnlich  bei  niedrige- 
ren Temperaturen  und  in  der  Regel  ziemlich  glatt  und  einfach 
verlauft,  obwohl  auch  hier  Ausnahmen  keineswegs  ausgeschlos- 
sen sind.  

Was  die  Säure  Cj^Hj^O^  betrifllt,  so  haben  mich  besondere 
Versuche  belehrt,  dass  sie  der  zuerst  gebildeten  Paraoxybenzoö- 
säure  ihre  Entstehung  verdankt.  Schmilzt  man  nämlich  Paraoxy- 
benzo^säure  mit  Kali  durch  längere  Zeit,  so  erhält  man  neben 
unveränderter  Substanz,  zwei  schwerlösliche,  durch  Bleizucker 
fällbare  Körper,  von  denen  der  eine  seiner  Eisenreaction,  seiner 
Krystallform  und  seinen  übrigen  qualitativen  Reactionen  nach 
identisch  mit  der  angeführten  Säure  Cj^Hj^O^  ist.  Mit  Zuhilfe- 
nahme dieser  Beobachtung  erklärt  sich  auch  der  Vorgang  beim 
Schmelzen  der  Sulfoparaoxybenzoßsäure,  wobei,  wie  ich  früher 
bemerkt  habe,  neben  Protokatechusäure  eine  schwer  lösliche, 
durch  Bleizucker  fällbare  Säure  mit  rother  Eisenreaction  in  ge- 
ringer Menge  entsteht,  die  ich  irrthUmlich  fllr  eine  Isomere  der 
Protocatechusäure  gehalten  hatte  und  aus  deren  Entstehung  ich 
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auf  die  Anwesenheit  einer  isomeren  Sulfoparaoxybenzoösäure  ge- 
schlossen hatte  (siehe  folgende  Abhandlung).  Diese  Säure  ist 
nämlich  nach  allen  Eigenschaften  auch  identisch  mit  der  hier  be- 
schriebenen, und  ihre  Entstehung  in  geringerer  Menge  ist  ent- 
weder dem  Umstände  zuzuschreiben,  dass  dem  Gemische  von 
Sulfoparaoxybenzofe'säure  und  Schwefelsäure  durch  Äther  nicht 
alle  unzersetzt  gebliebene  ParaoxybenzoCsäure  entzogen  werden 
konnte,  oder  dass  sich  in  Folge  geringer  RUcksubstitution  aus 
der  Sulfosäure  etwas  Paraoxybenzo^säve  gebildet  hatte.  Die 
ersterc  Ansicht  hat  indessen  mehr  Wahrscheinlichkeit  für  sich. 
Leider  entsteht  der  Körper  bei  allen  Reactionen  nur  in  sehr  ge- 
ringer Menge.  Doch  hoflfe  ich  so  viel  davon  sammeln  zu  können, 
um  durch  Versuche  seine  Constitution  aufzuklären,  welche,  be- 
stätigt sich  anders  die  gegebene  Formel,  nicht  ohne  Interesse 
sein  durfte. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  es  mir  auch  gestattet,  einige  Be- 
merkungen Über  die  Abhandlung  von  Httbner:  „Wie  entstellt 
Salicylsäure  aus  der  Brombenzo^säure  vom  Schmelzpunkt  155**^ 
(Annal.  Bd.  162  S.  71)  zu  machen. 

In  meiner  Notiz  über  die  Bildung  von  Protocatechusäure 
aus  Oxybenzo^'säure  (Annal.  Bd.  159,  S.  233)  habe  ich  gelegent- 
lich ausgeführt,  dass  Reactionen  mit  schmelzendem  Kali  wohl 
bentltzt  werden  können  zur  Erforschung  von  Isomerieverhält- 
nissen  aromatischer  Substanzen,  und  bin  damit  der  Ansicht,  die 
Hubner  und  Friedburg  mehrfach  geäussert  haben,  entgegen- 
getreten. Bemerkungen,  die  ich  1.  c.  Über  die  Producte  der  Ein- 
wirkung des  schmelzenden  Kali's  auf  Monobrombenzo^säure  ge- 
macht habe,  veranlassten  HUbncr  zu  der  oben  ci'wähnten  Ent- 
gegnung. 

Diese  scheint  mir  nun  in  vieler  Beziehung  ttbei-flUssig,  in 
anderer  ungerechtfertigt.  Vor  allem  habe  ich  nicht  die  Bildung 
geringer  Mengen  Salicylsäure  einer  Verunreinigung  der  verwen- 
deten Brombenzoösäure  mit  einer  Isomeren  zugeschrieben,  wie  mir 
Hübner  vorwirft.  Jeder,  der  die  betreflfende  Stelle  in  meiner 
Notiz  gelesen  hat,  wird  dies  zugeben  mttssen.  Wohl  aber  glaubte 
ich  im  Rechte  zu  sein,  wenn  ich  die  Bildung  von  geringen  Men- 
gen Salicylsäure  aus  der  mehrerwähnten  BrombenzoSsäure  nicht, 
wie  Hühner  und  Fried  borg  dies  gethan  haben  als  Beweis 
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gegen  die  Brauchbarkeit  der  Reaction  mit  schmelzendem  Kali 
gelten  liesB.  Mir  schien  eben  die  so  überwiegend  stattfindende 
Erzeugung  von  Oxybenzoösäure  ein  hinlänglicher  Beweis  däfttr, 
dass  auch  in  diesem  Falle  meine  Ansicht  die  richtige  sei.  Hüb- 
ner sagt  weiter: 

^Barth  scheint  zu  glauben,  ich  bezweifelte  die  Bildung 
von  Oxybenzo^säure  bei  Vertretung  des  Broms  durch  die  Hydro- 
xylgruppe in  der  BrombenzoSsäure  (Schmelzpunkt  155**).  Ich 
hielt  aber  diese  Bildung  für  so  selbstverständlich  etc. 

Ich  habe  nun  allerdings  geglaubt,  Hübner  bezweifle  diese 
Bildung,  und  die  Berechtigung  zu  diesem  Glauben  schien  mir  dar- 
aus gefolgert  werden  zu  können,  dass  Hüb n er  und  Fried- 
burg, wenn  sie  von  den  Producten  der  Einwirkung  von  schmel- 
zendem Kali  auf  die  erwähnte  Brombenzo^säure  sprechen,  wohl 
immer  der  dabei  auftretenden  Salicylsäure  und  der  sehr  schwer 
löslichen,  sehr  klein  krystallisirenden  Säure  erwähnten,  niemals 
aber  der  Oxybenzofe'säure  gedachten,  die  doch  bei  dem  Versuche 
stets  die  allergrösste  Hauptmenge  ausmacht  und  demgemäss  als 
das  eigentliche  Jleactionsproduct  angesehen  werden  kann. 

Deshalb  habe  ich  auch  die  Angabe  von  Friedburg  als 
nicht  richtig  bezeichnet. 

Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Bemerkungen  führt  Hühner 
dann  aus,  dass  aus  Brombenzo^säure  beim  Schmelzen  mit  Kali 
mehr  als  einige  Milligramme  Salicylsäure,  selbst  bei  Anwendung 
von  nur  2 — 3  Grm.  Brombenzo^'säure  entstehen.  Dies  ist  richtig. 
Ich  habe  in  meinen  Auseinandersetzungen  keine  Angabe  über 
die  Procente  der  erzeugten  Salicylsäure  gemacht,  da  ich  die  er- 
haltenen Quantitäten  nicht  gewogen  habe;  nur  das  wollte  ich  mit 
meiner  Angabe  feststellen,  dass  die  Menge  der  so  gebildeten 
Salicylsäure  eine  verhältnissmässig  sehr  geringe  gegenüber  der 
entstandenen  Oxybenzoösäure  war. 

Bei  der  Erkläning,  die  Hüb n er  später  über  die  Bildung 
der  Salicylsäure  in  diesem  Falle  gibt,  ist  es  übrigens  auffallend, 
dass  bei  %stündigem  Schmelzen  2-85  Pct.  der  angewandten 
Brombenzo^säure  an  Salicylsäure  erhalten  wurden,  bei  sechs- 
stündigem nur  1 -67  Pct.,  bei  achtstlindigem  2-50  Ptc.  Man  sollte 
glauben,  dass  die  längere  Dauer  der  Einwirkung  auch  die  Menge 
der  Salicylsäure  beträchtlich  vermehren  würde. 
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Einen  anderen  Versuch  hat  Httbner  aasführen  lassen,  um 
zn  zeigen^  dass  Phenol;  mit  Kali  geschmolzen,  bei  derselben  Tem- 
peratur Salicylsäure  liefert,  wie  dies  ßrombenzoSsäure  thnt  (193 
bis  280**).  Ich  habe  diesen  Versuch  wiederholt  und  kann  seine 
Richtigkeit  bestätigen. 

Er  wendet  sich  deshalb  gegen  meine  Angabe:  dass  Phenol 
sich  erst  bei  viel  höheren  Temperaturen  in  die  beiden  Oxybenzofe'- 
säuren  und  in  Diphenol  verwandle.  Ich  muss  im  grossen  und 
ganzen  auch  diese  meine  Bemerkung  aufrecht  erhalten,  obwohl 
es  dem  Wesen  der  Sache  keinen  Eintrag  thun  würde,  wenn  man 
dieselbe  fallen  Hesse.  Die  ßeaction  von  schmelzendem  Kali  auf 
Phenol,  wobei  die  von  mir  angeführten  Producte  erhalten  werden, 
verläuft  bei  Temperaturen,  die  über  300**  liegen,  also  nicht  mehr 
leicht  mit  dem  Quecksilberthermometer  gemessen  werden  können. 
Dort  beginnt  überhaupt  erst  ein  inniges  Verschmelzen  der  Kali- 
verbindung des  Phenols  mit  dem  überschüssigen  Ätzkali. 

Was  die  Temperatursangaben  betrifft,  so  habe  ich  eben 
meine  Versuche  und  nicht  die  von  Friedburg  dabei  im  Auge 
gehabt.  Die  Bildung  geringer  Mengen  Salicylsäure  bei  niedriger 
Temperatur  kann  ich  mit  Vergnügen  zugeben. 

Httbner  gibt  nun  eine  Erklärung,  wie  er  sich  die  Salicyl- 
säure aus  Brombenzo^säure  entstanden  denkt.  Habe  ich  seine 
Gleichungen  recht  verstanden,  so  soll  zunächst  aus  brombenzoS- 
saurem  Kali  und  Kalihydrat  Brombenzol  und  kohlensaures  Kali 
entstehen,  das  erstere  liefert  dann  weiterhin  Phenol  neben  Brom- 
kalium, und  das  Phenol  dann  mit  kohlensaurem  Kali,  kalium-sali- 
eylsaures  Kali  und  Wasser. 

H  ü  b  n  e  r  schreibt  nämlich : 

C^H^Br.COOK-^KHO  *  =  CßH^Br.H-t-COjKg-t-KHO 
=C^H-0H-+-C03K2-+-KBr.  =  CeH^.OK.COOK-t-H^O-^KBr. 

Es  ist  nun  schwer  einzusehen,  wie  sich  aus  einmal  gebil- 
detem Brombenzol  Phenol  erzeugen  kann,  da  alle  Angaben  über 
Brombenzol  darin  übereinstimmen,  dass  das  Brom  aus  demselben 


»  Aus  Versehen  ist  in  der  Hübner'schen  Gleichung  ein  MohKHO 
zu  wenig  gesetzt. 
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durch  Schmelzen  mit  Kali  nicht  ausgelöst  und  durch  Hydroxyl 
nicht  ersetzt  werden  kann. 

Die  Erklärung  des  Vorganges  auf  die  angeführte  Weise 
scheint  also  nicht  stichhältig.  Nimmt  man  aber  keine  Bildung 
von  Brombenzol  an,  so  muss  doch  wohl  das  Brom  durch  Hydro- 
xyl ersetzt  werden,  da  in  der  Schmelze  nach  beendigter  Reaction 
keine  Brombenzo^säure,  auch  keine  Benzoesäure  und  kein  Ben- 
zol enthalten  ist,  wohl  aber  Bromkalium.  Ist  dies  der  Fall, 
so  hat  sich  eben  Öxybenzo^säure  gebildet,  und  um  die  Salicyl- 
säurebildung  zu  erklären,  milsste  man  annehmen,  dass  im  Mo- 
mente, wo  das  Brom  durch  OH  ersetzt  wird,  sich  auch  Kohlen- 
säure abspalte.  Wäre  dies  richtig  und  ensttinde  die  Salicylsäure 
aus  so  gebildetem  Phenol,  so  mttssten,  da  die  Umwandlung  des 
letzteren  in  erstere  auch  bei  langer  Schmelzdauer  nur  eine  sehr 
unbedeutende  ist,  in  der  angesäuerten  Masse  leicht  nachzuwei- 
sende Mengen  von  Phenol  sich  befinden.  Bei  vielen  in  dieser 
Richtung  angestellten  Versuchen  habe  ich  nun  gar  kein  Phenol 
in  der  sauren  Lösung  der  Schmelze  auffinden  können  (auch  durch 
den  Geruch  war  keines  nachweisbar),  in  anderen  Fällen  wurde 
zwar  ein  ganz  schwacher  Phenolgeruch  bemerkt,  niemals  aber 
konnte  Phenol  in  Substanz  erhalten  werden,  obwohl  sich  jedes- 
mal Salicylsäure  gebildet  hatte.  Spuren  von  Phenol  können  aber 
wirklich  durch  die  angegebene  Nebenreaction  entstehen,  nur  er- 
klären sie  nicht  das  besprochene  Auftreten  von  Salicylsäure, 
weil,  wie  gezeigt,  unter  den  angegebenen  Bedingungen  nur  ein 
sehr  geringer  Bruchthcil  des  Phenols  in  die  Säure  ttbergeftlhrt 
wird. 

Lässt  man  daher  diese  Erklärung  als  unberechtigt  fallen,  so 
bleibt  nichts  tlbrig  als  anzunehmen,  die  anfänglich  gebildete  Oxy- 
benzo^säure  zerfalle  beim  weiteren  Schmelzen  mit  Kali  zum 
Theile  in  Kohlensäure  und  Phenol,  und  dieses  letztere  gäbe  die 
Veranlassung  zur  Salicylsäurebildung.  Aber  auch  diese  Annahme 
wird  durch  den  Versuch  widerlegt. 

Schmilzt  man  nämlich  schon  fertig  gebildete  Oxybenzoö- 
säure  mit  Kali  unter  den  gegebenen  Bedingungen,  so  erhält  man 
keine  Spur  von  Phenol  oder  Salicylsäure,  wie  ich  mich  mehrfach 
überzeugt  habe. 
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Nach  alledem  scheint  die  Frage:  ^Wie  entsteht  Salicjisäure 
aus  der  Brombenzoösäure  vom  Schmelzpunkte  155**'^  noch  eine 
offene  zu  sein  und  als  solche  habe  ich  sie  auch  in  meiner  früheren 
Notiz  behandelt. 

Die  durch  den  zweiten  Theil  der  oben  angeführten  Gleichung 
gegebene  Erklärung  scheint  Httbner  deijenigen,  die  ich  seiner- 
zeit für  die  Entstehung  der  Oxybenzofe'säure  gegeben  habe,  vor- 
zuziehen. Nach  ihm  spielt  kohlensaures  Kali  dabei  eine  Haupt- 
rolle. Ich  will  nun  durchaus  nicht  meine  Ansicht  als  die  richtige 
vertheidigen,  zumal  dieselbe  von  der  HU bu er' sehen  nicht  ein- 
mal weit  verschieden  ist;  nur  die  Bemerkung  möchte  ich  mir  er- 
lauben, dass  der  Zusatz  von  kohlensaurem  Kali  zum  Ätzkali ^ 
wie  er  ihn  bei  einem  angeführten  Versuche  macht,  überflüssig  er-, 
scheint,  weil  bei  dem  Processe  selbst  sich  durch  Zerstörung  eines 
Benzolringes  grosse  Quantitäten  Kohlensäure,  resp.  kohlensaures 
Kali  bilden,  wie  die  stürmische  Gasentwicklung  beim  Absättigen 
der  Schmelze  beweist. 

Zum  Schlüsse  kann  ich  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass 
Hubner  in  der  letzten  Abhandlung  die  Kalischmelze  als  ein  Mit- 
tel zur  Bestimmung  der  Reihe,  zu  welcher  ein  Körper  gehört,  an- 
erkennt, mit  der  Beschränkung,  dass  die  Mengenverhältnisse 
der  entstandenen  Verbindungen,  namentlich  bei  der  gleichzeitigen 
Bildung  isomerer  Körper  berücksichtigt  werden. 

Ich  hätte  es  nicht  gewagt,  aus  den  früheren  Äusserungen 
Httbner 's  diesen  Schluss  zu  ziehen,  und  constatire  diese  That- 
8ache  deshalb  mit  Vergnügen.  Mir  anderseits  ist  es  nie  in  den  Sinn 
gekommen,  aus  den  bei  solchen  Beactionen  auftretenden  Neben- 
prodncten  einen  Schluss  auf  die  Constitution  der  ursprunglichen 
Substanz  zu  ziehen,  sondern  ich  habe  immer  den  der  Menge  nach 
als  Hauptproduct  auftretenden  Körper  als  den  in  dieser  Bezie- 
hnng  massgebenden  angesehen.  Eine  andere  Auffassung  wird  in 
keiner  meiner  Arbeiten  zu  finden  sein. 
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17.  Über  SulfoparaoxybenzoSsäure. 
Von  Rudolf  K«lle. 

In  einer  Abhandlung  über  die  Constitjition  der  Protocatechu- 
säure  erwähnte  Professor  Barth  der  Snlfoparaoxybenzo^säure^ 
aus  der  durch  Schmelzen  mit  Kali  die  Protocatechusäure  entsteht. 

Er  bemerkte  dazu,  dass  man  zugleich  einen  Körper  mit 
rother  Eisenreaction  erhalte,  der  eine  neue  Isomere  C^H^O^  sein 
könne,  deren  Bildung  auf  die  Anwesenheit  zweier,  isomeren 
Sulfosäuren  schliessen  lasse.  Nach  den  in  der  vorstehenden  Ab- 
handlung mitgetheilten  Thatsachen  konnte  die  Entstehung  dieser 
Substanz  auf  andere  Weise  befriedigend  erklärt  werden. 

Ich  habe  nun  die  Untersuchung  der  Sulfoparaoxybenzoß- 
säure  unternommen ,  zunächst  um  diese  selbst  und  einige  Salze 
derselben  kennen  zu  lernen ,  dann  aber  auch,  um  mich  von  der 
An-  oder  Abwesenheit  einer  isomeren  Verbindung  zu  überzeugen. 

Vollkommen  trockene,  reine,  gepulverte  Paraoxybenzoö- 
säure  wurde  in  einem  Kolben  so  lange  den  Dämpfen  von  wasser- 
freier Schwefelsäure  ausgesetzt,  bis  sich  allmälig  eine  symp- 
dicke  braune  Masse  gebildet  hatte.  Es  schien  dabei  sehr  vor- 
theilhaft  zu  sein,  Retorten  mit  kurzem  Halse  anzuwenden,  um 
dadurch  die  Temperatur  im  Kolben  zu  erhöhen,  da  sich  sonst 
immer  Klumpen  unzersetzter  Paraoxybenzo^säure  bildeten,  die 
der  Zersetzung  durch  Schwefelsäure  hartnäckig  widerstanden. 

Hat  sich  alles  gelöst,  so  schüttet  man  den  Inhalt  vorsichtig 
in  das  zehnfache  Quantum  Wasser,  entfernt  durch  Schütteln  mit 
Äther  die  vielleicht  noch  unzersetzte  ParaoxybenzoSsäure,  und 
versetzt  die  etwas  röthlich  gefärbte  Flüssigkeit  bis  zur  Neutrali- 
sation mit  Ätzkalk,  filtrirt  vom  Gips,  leitet  in  das  Filtrat  Kohlen- 
säure, filtrirt  vom  ausgeschiedenen  kohlensauren  Kalk  und  zer- 
setzt die  so  erhaltene  Lösung  von  sulfoparaoxybenzoösaurem  Kalk 
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mit  kohlensaurem  Kali,  wobei  man  einen  Übersehugs  des  letzteren 
Salzes  vermeidet.  Man  filtrirt  wieder  und  ftlllt  das  gebildete 
Kalisalz  mit  Bleizueker,  wodurch  ein  voluminöser  weisser  Nie- 
derschlag entsteht,  der  weder  in  kaltem  noch  in  heissem  Wasser 
löslich  ist.  Er  wird  filtrirt,  sehr  gut  ausgewaschen,  in  ein  Becher- 
glas gespttlt  und  durch  Schwefelwasserstoflf  zersetzt.  Man  trennt 
vom  ausgeschiedenen  Schwefelblei  und  dampft  das  Filtrat  im 
Wasserbade  ein.  Der  Rückstand  enthält  die  noch  rohe,  aschen- 
hältige  freie  Säure.  Zu  ihrer  Reinigung  wurde  sie  mit  absolutem 
Alkohol  längere  Zeit  gekocht,  vom  ungelösten  filtrirt,  der  Alko- 
hol verjagt,  der  syrupartige  Rückstand  in  Wasser  aufgenommen, 
von  den  sich  ausscheidenden  Flocken  getrennt  und  der  Krystalli- 
sation  überlassen.  Erst  wenn  die  Masse  eine  zähe  Consistenz 
angenommen  hat,  beginnen  langsam  weisse  seidenglänzende 
Nadeln  anzuschiessen,  die  sich  in  Wasser  äusserst  leicht  lösen 
und  mit  Eisenchlorid  eine  blutrothe  Farbenreaction  geben,  welch 
letztere  auf  Zusatz  von  kohlensaurem  Natron  oder  Ammoniak 
sogleich  wieder  verschwindet. 

Die  Säure  ist  zerfliesslich,  leicht  löslich  in  Alkohol,  unlös- 
lich dagegen  in  Äther. 

Sie  schmilzt  schon  unter  100**  und  erstarrt  nicht  mehr  kry- 
stallinisch. 

Die  Substanz  wurde  zur  Analyse  bei  120**  getrocknet. 

Man  erhielt: 

Berechnet  nach  der  Formel 
Gefunden  CVgeSO« 

C  —  38-02  38-53 

H  —     3-11  2-75 

S  —  14-73  14-68. 

Von  einer  sicheren  Krystallwasserbestimmung  konnte  wohl 
kaum  die  Rede  sein,  da  die  Säure  ihrer  hygroskopischen  Eigen- 
schaft wegen  bei  längerem  Stehen  an  der  Luft  zerfliesst.  Die  er- 
haltenen Zahlen  deuten  darauf  hin,  dass  sie  mit  einem  MolecUl 
Kiystallwasser  krystallisirt. 

Zur  Controle  wurde  von  den  Salzen  das  Kali-,  Baryt-,  Silber-, 
Kupfer-  und  Cadmiumsalz  näher  untersucht  und  besthnmt. 

8itxb.  d.  mathem.-naturw.  Ol.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  ^ 
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Das  Kalisali  wurde,  wie  schon  erwähnt,  durch  Wechsel- 
zersetzung des  Kalksalzes  mit  kohlensaurem  Kali  erhalten.  Nach 
Entfernung  des  ausgeschiedenen  kohlensauren  Kalkes  wurde  die 
Flüssigkeit  eingedampft.  Man  erhält  nach  einigem  Stehen  kry- 
stallinische  Krusten  aus  deutlich  ausgeprägten  quadratischen 
Tafeln  bestehend.  Später  beobachtet  man  noch  andere  nadei- 
förmige Krystalle.  Es  schien  nun  möglich,  dass  man  es  hier  mit 
den  Salzen  von  zwei  isomeren  Säuren  zu  thun  habe,  von  denen 
die  eine  beim  Behandeln  mit  schmelzendem  Kalihydrat  Proto- 
catechusäure,  die  andere  eine  Isomere  liefern  wUrde.  Doch  diese 
Ansicht  erwies  sich  nicht  als  stichhältig.  Beide  gaben  dasselbe 
Product,  nämlich  Protocatechusäure.  Der  Unterschied  besteht 
einzig  nur  darin,  dass  sich  zuerst,  wie  die  Analyse  zeigte,  ein 
basisches  Kalisalz,  in  dem  auch  noch  der  Hydroxyl  WasserstoflF 
der  Säure  durch  Kalium  ersetzt  ist,  ausscheidet. 

Dies  ist  das  in  Tafeln  krystallisirte  Salz,  während  das  neu- 
trale erst  später  anschiesst.  Aus  den  Mutterlaugen  des  ersteren 
Salzes  scheidet  sich  zunächst  eine  gemischte  Krystallisation  aus : 
Tafeln  und  Nadeln,  endlich  folgen  nur  mehr  die  letzteren.  Beide 
Arten  von  Krystallen  sind  von  strohgelber  Farbe,  ziehen  an  der 
Luft  Wasser  an,  welche  Eigenschaft  die  Tafeln  in  einem  gerin- 
geren Grade  besitzen.  Ihre  Lösungen  reagieren  alkalisch  und 
geben,  wie  überhaupt  alle  Salze  der  Sulfoparaoxybeuzo^säure 
mit  Eisenchlorid  eine  blutrothe  Farbenreaction. 

Das  in  Tafehi  krystallisirte  Salz  ist  nach  der  Formel 
C7H3K^Og-+-2HjjO  zusammengesetzt. 

Das  Salz  verliert  sein  Krystallwasser  erst  bei  160**. 
Gefunden  Berechnet 

Eine  Kalibestimmung  des  getrockneten  Salzes  ergab : 
Gefunden  CyHjKjSO« 

K  —  35-60  35-24. 

Die  Analyse  des  zuletzt  ausgeschiedenen  in  Nadeln  kry- 
stallisirten  Salzes  ergab  für  dasselbe  im  lufttrockenen  Zustande 
die  Formel : 

(aH,K,SOe-+-H,0). 
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Es  ist  also  das  eigentliche  neutrale  Salz.  Sein  Krystall- 
wasser  verliert  es  bei  150*. 

Gefunden 

H^O  —  6-20 

Die  vollständige  Analyse  der  getrockneten  Verbindung  lie- 
ferte folgende  Zahlen : 

Gefunden  C^H^KaSO« 

C  —  28-35  28-57 

H  —     1-44  1-36 

K  —  26-33  26-53 

S  —  11-07  10-88. 

Versetzt  mau  das  neutrale  Salz  mit  etwas  Kali  und  lässt 
einige  Zeit  stehen,  so  erhält  man  wiederum  die  erst  beschriebe- 
nen Tafeln  des  basischen  Salzes.  Eine  isomere  Sulfosäure  konnte 
weder  in  den  Kalisalzen  noch  in  den  später  zu  beschreibenden 
Salzen  aufgefunden  werden.  Es  bildet  sich  somit  bei  der  Ein- 
wirkung von  Schwefelsäure  auf  ParaoxybenzoSsäure  nur  eine 
einzige  Sulfosäure. 

Neiftrales  Barytsali.  Neutralisirt  man  das  breiige  Gemisch 
von  Schwefelsäure  und  Sulfoparaoxybenzoesäure  anstatt  mit 
Ätzkalk  mit  kohlensaurem  Baryt  und  dampft  nach  dem  Entfernen 
des  schwefelsauren  Baryts  das  Filtrat  ein,  so  erhält  man  das 
genannte  Salz.  Es  wird  nochmals  in  Wasser  gelöst,  zur  Vorsicht 
mit  Ätzbaryt  gekocht,  vom  Überschuss  des  letzteren  durch  Koh- 
lensäure befreit  und  im  Wasserbade  eingeengt.  Es  krystallisirt 
in  weissen  Blättchen,  die  sich  in  Wasser  leicht  lösen  und  SVjjMol. 
Krystallwasser  enthalten,  das  bei  150**  entweicht. 

Es  entspricht  demnach  lufttrocken  der  Formel : 

2(C,H^BaSOg)-H7H,0. 

Eine  Krystallwasserbestimmung  gab : 
Grefunden 
H^O  —  15-15 
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Das  getrocknete  Salz  gab  analysirt  folgende  Zahlen : 
Gefunden  C7H4BaS0« 

C  —  24-21  23-80 

H  —     1-41  M3 

Ba  —  39-02  38-81 

S  —     9-50  9-07. 

Ein  basisehes  BarTtsali  scheidet  sich  als  weisses  amorphes 
Pulver  bei  der  Wechselzersetzung  des  basischen  Kalisalzes  mit 
Chlorbarium  aus. 

Es  entspricht  getrocknet  der  Formel : 

2(C,H3SO„)Ba3 
Gefunden  Berechnet 

Ba  —  49- 10  48-87. 

Silbersall.  Löst  man  in  kochender  freier  Säure  Silberoxyd 
bis  zur  Sättigung  auf  und  filtrirt  die  noch  heisse  Flüssigkeit  vom 
ttberschttssigen  Silber ,  so  scheiden  sich  nach  dem  Erkalten 
weisse  Floöken  aus,  die  unter  dem  Mikroskop  deutliche  Kry- 
stallisation  zeigen.  Das  Salz  besitzt  kein  Krystallwasser  und  ist 
sehr  beständig.  Nach  der  Analyse  kommt  ihm  die  Formel  zu : 

C,H,Ag,SO,. 
Gefunden  C7H4Ag8S0^ 

Ag  —  50-24  Ag  —  50-00. 

Das  iipfersali  erhielt  ich  durch  Kochen  der  treien  Säure 
mit  kohlensaurem  Kupfer.  Nach  dem  Verdunsten  des  Lösungs- 
mittels hinterblieb  ein  dunkelgrünes  amorphes  Pulver,  dessen 
Analyse  nach  dem  Trocknen  bei  lOO"*  folgenden  Kupfergehalt 

ergab : 

Gefunden  C7H4CUSO« 

Cu  —  22-83  22-69. 

Das  Cadmimaali,  erhalten  durch  Lösen  von  kohlensaurem 
Cadmium  in  der  freien  Säure,  bildet  mikroskopische  KrystaUe, 
die  sich  im  Wasser  sehr  leicht  lösen.  Bei  130*"  getrocknet  ver- 
liert es  sein  Krystallwasser. 
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Lufttrocken  hat  es  die  Formel 

C,H^CdS0e-+-3H,0. 

Eine  Cadmiombestimmung  des  trockenen  Salzes  ergab : 
Gefunden  C7H4CdS0« 

Cd  —  33-93  34-15. 

Das  wasserhaltige  Salz  verlor  beim  Trocknen : 
Gefunden  Berechnet 

H,0  —  13-80  14-14. 
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XIX.  SITZUNG  VOM  11.  JULI  1872. 


Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

„Note  ttber  die  Zugeordneten  der  Functionen  X^"  und 
„Einige  neue  Eigenschaften  der  Functionen  JT]*^,  vom  Herrn 
Prof.  L.  Gegenbauer  in  Krems. 

„Über  den  Zustand  gesättigter  und  übersättigter  Lösungen", 
vom  Herrn  Prof.  Dr.  AI.  Handl  in  Lemberg. 

Herr  Director  Dr.  J.  Stefan  tiberreicht  eine  Abhandlung : 
„Über  die  Eigenschaften  der  Schwingungen  eines  Systems  von 
Punkten". 

Herr  Dr.  Jos.  Nowak  legt  eine  Abhandlung:  „Über  den 
Nachweis  giftiger  Pflanzenstoffe  bei  forensischen  Untersuchun- 
gen" vor. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 

Accademia  Olimpica  di  Vicenza:  Atti.  V  e  2'*  Semestre  1871 ; 

Atti  del  Consiglio  Academico  5  Marzo  1872.  8**. 
—  Gioenia  di   scienze  naturali   di  Catania:   Atti.  Serie  III'. 

Tome  V.  Catania,  1871 ;  4». 
Akademie  der  Wissenschaften,   Königl.  Preuss.,  zu  Berlin. 

Monatsbericht.  März  1872.  Berlin;  8«. 
Königl.  Bayer.,  zu  Mtlnchen :  Sitzungsberichte  der  philos.- 

philolog.-histor.  Classe.   1871,  Heft  V&  VI;   1872,  Heft  L 

München,  8^ 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1895— 1896.(Bd.  79,23-24.) 

Altena,  1872;  4». 
Comptes  rendus  des  söances  de  TAcadömie  des  Sciences.  Tome 

LXXIV,  Nr.  26.  Paris,  1872;  4». 
Gesellschaft,  österr.,  fllr  Meteorologie:  Zeitschrift.  Vn.  Band^ 

Nr.  13.  Wien,  1872;  4o. 
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Gewerbe -Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang, 

Nr.  27— 28.  Wien,  187i>;  4«. 
Istituto,  R.,  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti:  Atti.  Tomo  P. 

Serie  rv%  Djsp.  6\  Venezia,  1871—72;  8». 
Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  14.  Graz,  1872;  4®. 
Lanzillo,  Vincenzo,  Navigazione  atmosferica  con  un  aerostato- 

battello-vapore.  Torino,  1872;  kl.  4^ 
Lot 08.  XXIL  Jahrgang,  Mai  1872.  Prag;  8". 
Natnre.  Nr.  140,  Vol.  VL  London,  1872;  4». 
Osservatorio  del  R.  CoUegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri: 

Bnllettino  meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  6.  Torino,  1872;  4». 
Respighi,  Lorenzo,  Osservazione  dell'  eclisse  totale  del   12 

Decembre  1871  a  Poodoocottah  nelP  Indostan.  Roma,  1872; 

4«.  —  Sulla  Nota  del  prof.  P.  Secchi  intitolata:  SulF 

ultima  eclisse  del  12  Dicembre  1871.  4*^. 
,,Revue  politique  et  litt^raire'*  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger".  2"""  Annee,  (2*  S6rie)  Nr.  1.  Paris 

&Bruxelles,  1872;  4<>. 
Scarenzio,  Pietro,  Giuseppe  Belli.  Commemorazione.  Pavia, 

1872;  80. 
Societe  Entomologique  Beige:  Annales.  Tomes  I — XIV.  Bru- 

xelles,  1857—1871;  8«. 
—  Malacologique  de  Belgique :  Annales.  Tomes  I — V,  Ann^es 

1863—1870.  Bruxelles;  8«. 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXIL  Jahrgang,  Nr.  27.  Wien, 

1872;  4». 
Zeitschrift   des    Osten*.   Ingenieur-   &  Architekten  -  Vereins. 

XXIV.  Jahrgang,  9.  Heft.  Wien,  1872;  4». 
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Ober  den  Zustand  gesättigter  und  übersättigter  Lösungen. 

Von  Dr.  AI.  Uandl, 

it.  k.  Professor  in  Letnherg. 

(Beiträge  zur  Moleculartheorie.  III.) 

Ein  Versuch,  die  früher  von  mir  ausgesprochene,  der  kais. 
Akademie  in  der  Sitzung  am  10.  Mai  d.  J.  vorgelegte  Ansicht 
über  die  Molecular-Constitution  der  Flüssigkeiten  auch  zu  einer 
Erklärung  der  Vorgjinge  bei  der  Auflösung  *  eines  festen  Körpers 
in  einer  Flüssigkeit  zu  verwenden,  zeigte  bald,  dass  dies  noch 
nicht  möglich  ist,  ehe  man  anderweitig  zu  genaueren  Kenntnissen 
ttber  die  Eigenschaften  der  Molectlle  gelangt  ist;  denn  es  lassen 
sich  a  priori  so  viele  Verhältnisse  und  darauf  begründete  Vor- 
gänge angeben,  welche  alle  ein  Losreissen  der  Theilchen  eines 
festen  Körpers  und  deren  flüssige  Ausbreitung  zwischen  den 
Flüssigkeitstheilchen  zur  Folge  haben  müssten,  dass  man  vor- 
läufig gar  keinen  von  ihnen  als  den  wahrscheinlicheren  zu  er- 
kennen im  Stande  ist.  Um  zu  erfahren,  welche  Vorgänge  eigent- 
lich die  Auflösung  bedingen,  mUsste  man  erst  im  einzelnen  wis- 
sen, welches  die  Massen,  Geschwindigkeiten,  Distanzen  und 
allenfalls  auch  die  Wirkungssphären  der  MolecUle  in  den  bei  der 
Auflösung  betheiligten  Körpern  sind ;  man  müsste  die  Verhält- 
nisse dieser  einzelnen  Daten  bei  löslichen  und  nicht  löslichen 


1  £s  sei  hier  gestattet,  nebenbei  zu  bemerken,  dass  icli  die  öfters 
vorkommende  Anwendung  eines  und  desselben  Wortes  fUr  verschiedene 
Begriffe  unter  allen  Umstünden  für  verwirrend  und  schädlich  halte,  und 
dass  ich  daher  speciell  hier  unter  „Auflösung"  den  Vorgang  des  Zerfallens 
der  Molecüle  eines  festen  Körpers  und  ihrer  Ausbreitung  zwischen  den 
Flüssigkeitstheilchen  verstehe,  während  ich  die  daraus  entstehende,  die 
beiden  Substanzen  enthaltende  Flüssigkeit  als  „Lösung"  bezeichne.  Eine 
„Lösung"  entsteht  also  durch  „Auflösung**  eines  festen  Körpers  in  einer 
Flüssigkeit. 
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festen  Substanzen  und  den  betreffenden  Flttssigkeiten  nach  einer 
allgemein  giltigen  Regel  verschieden  finden,  um  dann  aus  allen 
überhaupt  denkbaren  Vorgängen  diejenigen  heraussuchen  zu 
können,  welche  wirklich  statthaben  und  die  beobachteten 
Thatsachen  bedingen»  Die  nächste  Vorarbeit,  zu  diesem 
Ziele  zu  gelangen,  wäre  eine  nach  den  Methoden  der  Natur- 
geschichte entworfene  Characteristik  der  einzehien  Flüssig- 
keiten und  der  in  jeder  von-  ihnen  löslichen  und  unlöslichen 
Substanzen. 

Es  ist  klar,  dass  eine  solche  Erklärung  gleichzeitig  auch 
über  verwandte  Thatsachen,  über  die  Umstände  z.  B.  von  denen 
das  Benetzen  oder  nicht  Benetzen  eines  festen  Körpers  durch 
eine  Flüssigkeit  abhängig  ist,  Auskunft  geben  müsste;  denn  mit 
der  blossen  Stärke  der  Anziehungskräfte  (Cohäsion  und  Adhä- 
sion) reichen  wir  nicht  mehr  aus,  sobald  wir  die  Molecüle  nicht 
mehr  als  ruhend  ansehen  dürfen,  sondern  ihre  Bewegungs- 
zustände  mit  in  Betracht  ziehen  müssen. 

Obwohl  demnach  die  Bewältigung  dieser  Aufgabe  vorläufig 
noch  dahingestellt  bleiben  muss,  ergab  sich  während  der  vorhin 
erwähnten  Überlegungen  eine  sehr  einfache  Erklärung  des  Zu- 
standes  gesättigter  Lösungen  und  der  eben  so  häufig  eintreten- 
den Übersättigung.  Meines  Wissens  hat  man  bisher  weder  für 
das  Gesetz,  dass  eine  Flüssigkeit  in  Berührung  mit  einem  frem- 
den Körper  nicht  mehr  als  eine  bestimmte  Menge  desselben  in 
den  flüssigen  Zustand  überzuführen  und  sich  mit  demselben  zu 
mischen  vermag,  noch  für  die  schon  zur  zweiten  Kegel  gewor- 
dene Ausnahme,  dass  die  Flüssigkeit  doch  eine  grössere  als  jene 
angebliche  Maximalmenge  des  fremden  Körpers  in  flüssiger 
Form  in  sich  enthält,  eine  Erklärung  aufgestellt;  man  musste  sich 
damit  begnügen,  die  quantitativen  Verhältnisse  in  dieser  Bezie- 
hung so  gut  als  möglich  festzustellen,  und  konnte  nur  constatiren, 
dass  keine  einfachen  oder  allgemeinen  Beziehungen  zwischen  der 
Löslichkeit  und  anderen  Eigenschaften  der  Körper,  z.  B.  Äqui- 
valentgewicht, Dichtigkeit  u.  s.  w.  zu  bestehen  scheinen.  Solclie 
Beziehungen  und  überhaupt  ein  begründender  Aufschluss  über 
die  quantitativen  Verhältnisse  der  Löslichkeit  werden  sich  wohl 
nar  im  Zusammenhange  mit  einer  näheren  Einsicht  in  die  mecha- 
nischen Vorgänge  bei  der  Auflösung  ergeben ;  aber  auch  ohne 
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bestimmte  Voraussetzungen  oder  Kenntnisse  über  jene  Vorgänge 
kann  man  folgende  Betrachtungen  anstellen : 

Bringt  man  eine  lösliche  feste  Substanz  m  Gestalt  eines 
Pulvers  oder  grösserer  unregelmässig  geformter  Stücke  in  ein 
Lösungsmittel,  aber  in  einer  grösseren  als  der  zur  vollständigen 
Sättigung  nothwendigen  und  hinreichenden  Menge,  so  bleibt  ein 
Theil  derselben  zwar  ungelöst,  aber  nicht  auch  unverändert. 
Man  beobachtet  vielmehr,  wenn  die  Lösung  in  einem  vollkommen 
verschlossenen  Gefässe,  bei  möglichst  constanter  Temperatur 
und  geschützt  gegen  Erschütterungen  von  aussen  gehalten  wird, 
nach  längerer  Zeit  eine  vollständige  Umwandlung  des  ungelösten 
Überschusses.  Die  einzelnen,  früher  getrennten  Kömer  wachsen 
zusammen,  nehmen  eine  vollständig  krystallinische  Structur  in 
der  ganzen  vereinigten  Masse  und  nicht  selten  auch  eine  gut  ent- 
wickelte äussere  Kry stallform  an.  Daraus  folgt,  dass  ein  fester 
Körper  auch  in  einer  gesättigten  Mutterlauge  durchaus  nicht 
gegen  die  Angriffe  der  Flüssigkeit  geschützt  ist,  und  dass  sich 
die  Gesammtheit  der  daselbst  in  fester  und  flüssiger  Form  be- 
findlichen Theile  des  gelösten  Köi-pers  in  einem  Zustande  des 
beweglichen  Gleichgewichtes  befindet.  Der  Vorgang,  durch  wel- 
chen ein  Molecül  eines  festen  Körpers  gezwungen  wird,  sich  der 
dasselbe  bis  dahin  beheiTschenden  Cohäsion  zu  entziehen  und 
selbst  flüssig  in  das  L(')sung6mittel  hinaus  zu  treten ,  mag  was 
immer  fUr  einer  sein,  er  wiederholt  sich  fortwährend  an  der 
Grenze  der  beiden  KiJrper;  es  steht  ihm  aber  auch  ein  anderer, 
gewissermassen  umgekehrter  Vorgang  zur  Seite,  durch  welchen 
ein  bisher  gelöstes  Molecül,  an  der  Grenze  zwischen  der  Flüssig- 
keit und  dem  festen  Körper  angelangt,  wieder  von  dem  letzteren 
erfasst  und  festgehalten  wird.  Dieser  zweite  Vorgang  findet  unter 
mmt  i^l eichen  Umständen  oflenbar  desto  häufiger  statt,  je  mehr 
von  der  festen  Substanz  in  der  Lösung  enthalten  ist.  In  einer 
Lfjsiing,  welche  noch  mit  fester  Substanz  in  Berührung  steht, 
fiinlet  ein  fortwährendes  Auflösen  einerseits,  und  Auskrystalli- 
jiireii  andererseits  statt,  und  sie  heisst  gesättigt,  wenn  die  beiden 
Vorgänge  in  gleichem  Masse  statthaben,  d.  h.  wenn  die  in  jeder 
Zeiteinheit  neu  in  die  Lösung  tretende  Menge  des  festen  Körpers 
el>enHo  gross  ist  als  die  gleichzeitig  auskrystallisirende.  Unter 
dieser  Bedingung  allein  ist  auch  der  Salzgehalt  der  Lösung  ein 
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constanter;  man  hätte  aber  Unrecht,  wenn  man  aus  der  Unver- 
änderlichkeit  der  in  die  Lösung  eintretenden  Salzmenge  den 
Schluss  ziehen  wollte,  dass  sie  zur  weiteren  Auflösung  fester 
Substanz  oder  zur  erhöhten  Aufnahme  derselben  unfähig  sei, 
dass  der  Flüssigkeit  gewissermassen  eine  bestimmte  Capacität 
för  diesen  oder  jenen  Stoflf  zugesehrieben  und  dass  diese  nicht 
überschritten  werden  könne. 

Dass  der  Sättigungszustand  einer  Lösung  nicht  auf  einer 
specifischen  Capacität  der  Flüssigkeiten  beruht,  scheint  auch  aus 
dem  Verhalten  der  CoUoidsubstanzen  (wie  Leim,  Gummi,  Harze 
u.  s.  w.)  hervorzugehen ;  sie  haben  keine  Sättigungsgrenze,  sie 
lösen  sich  in  den  überhaupt  zu  ihrer  Auflösung  geeigneten  Flüs- 
sigkeitem  in  unbegrenzten  Mengen  auf,  so  dass  die  Lösungen  als 
dickflüssige  und  weiche  Körper  in  allen  Abstufungen  bis  zum 
allmäligen  Übergang  in  den  Zustand  vollkommener  „Festigkeit'*, 
sogar  verbunden  mit  bedeutender  Sprödigkeit,   auftreten.    Die 
gegenseitige  Anziehung  ihrer  Molecüle  wird  also  nie  mehr  grösser 
als  die  von  den  Flüssigkeitstheilchen  auf  sie  ausgeübte,  sie  An- 
den in  ihren  gegenseitigen  Einwirkungen  auf  einander  keine  Ver- 
anlassung sich  aus  der  Flüssigkeit  in  festem  Zustande  auszu- 
scheiden. Diese  Auffassung  stimmt  auch  mit  der  Thatsache  über- 
ein, dass  sie  sämmtlich  amorph  sind,  also  kein  Bestreben  zu  regel- 
mässiger Aneinanderlagerung  ihrer  Theilchen  erkennen  lassen. 
Der  Zustand  einer  gesättigten  Lösung  eines  krystallinischen 
Körpers  ist  also  sehr  ähnlich  dem  Zustande  eines  mit  Dampf  von 
irg^end  einer  Flüssigkeit  gesättigten  Raumes,  welcher  ja  eben- 
falls auf  der  Gleichheit  der  in  jeder  Zeiteinheit  ausgesendeten 
und  wieder  condensirten  Dampfmengen  beruht ;  der  Unterschied 
zwischen  beiden  besteht  eigentlich,  ausser  der  Verschiedenheit 
der  Aggregatzustände  nur  noch  darin,  dass  bei  der  Aussendung 
nnd  Coudensation  der  Dämpfe  die  Beschaffenheit  des  etwa  noch 
vorhandenen  Mittels  (Luft  z.  B.)  gleichgültig  und  nicht  von  we- 
sentlichem Einflüsse  ist,  während  bei  der  Auflösung  die  Molecüle 
der  Flüssigkeit  wesentlich  mitwirken,  und  durch  ihre  Beschaffen- 
heit die  stattfindenden  Vorgänge  bedingen.  Diese  Vergleichung 
wird  noch  deutlicher  und  die  Übereinstimmung  noch  vollkomme- 
ner, wenn  wir  den  Begi-iff  der  Lösung  etwas  erweitern  und  nieht 
hios  ftlr  feste,  sondern  auch  fllr  gasförmige  Körper  gelt43n  lassen ; 
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in  der  That  hindert  uns  gar  nichts,  die  sogenannte  Absorption 
eines  Gases  durch  eine  Flüssigkeit,  wie  es  ohnehin  öfters  ge- 
schieht, eine  Auflösung  desselben  zu  nennen,  und  ich  habe  diese 
Begriflfserweiterung  früher  schon  stillschweigend  vorausgesetzt, 
indem  ich  das  Sättigungsgesetz  in  der  für  Auflösung  und  Ab- 
sorption gleich  anwendbaren  Form  aussprach,  dass  eine  Flüssig- 
keit in  Berührung  mit  einem  fremden  Körper  (sei  er  also  fest 
oder  gasförmig)  nur  eine  bestimmte  Menge  desselben  und  nicht 
mehr  in  den  flüssigen  Zustand  überführen  und  sich  damit  ver- 
mischen kann.  Bei  der  Aufnahme  eines  Gases  durch  eine  Flüssig- 
keit lassen  sich  offenbar  alle  von  Hm.  Clausius  für  das  Ver- 
halten der  Dämpfe  zu  einer  Flüssigkeit,  aus  der  sie  aufgestiegen 
sind,  ausgesprochenen  Anschauungen  wieder  anwenden,  mit  dem 
einzigen  Unterschiede,  dass  man  es  hier  mit  den  gegenseitigen 
Einwirkungen  verschiedenartiger,  statt  gleichartiger  Molecüle 
zu  thun  hat.  Damit  wird  auch  das  Gesetz,  dass  die  Menge  des  von 
einer  Flüssigkeit  absorbirten  Gases  nicht  von  dem  ganzen  auf 
der  Flüssigkeit  lastenden  Drucke  aller  umgebenden  Gase,  son- 
dern nur  von  dem  Partialdrucke  des  zu  absorbirenden  Gases  ab- 
hängig und  zwar  demselben  proportional  ist,  unmittelbar  klar ; 
denn  mit  der  eigenen  Spannkraft  eines  über  der  Flüssigkeit  be- 
findlichen Gases  wächst  die  Zahl  der  in  der  Raumeinheit  vorhan- 
denen Molecüle  desselben,  und  im  gleichen  Verhältnisse  steigert 
sich  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintreffens  solcher  Vorgänge, 
durch  welche  ein  Gasmolecül  in  der  Flüssigkeit  festgehalten 
(absorbirt)  wird. 

Es  ist  klar,  dass  auch  die  Mischungen  zweier  Flüssigkeiten 
sich  unter  demselben  Gesichtspunkte  betrachten  lassen,  welcher 
für  die  Lösungen  massgebend  ist ;  weichen  die  Beschaffenheiten 
ihrer  Molecüle  in  gewissen,  vorläufig  noch  nicht  näher  bekannten 
Beziehungen  nur  wenig  von  einander  ab,  so  verhält  sich  jede  von 
ihnen  zur  anderen  wie  ein  CoUoid  zu  seinem  Lösungsmittel,  und 
sie  mischen  sich  in  jedem  beliebigen  Verhältnisse  mit  einander; 
im  entgegengesetzten  Falle,  wenn  die  massgebenden  Eigen- 
schaften ihrer  Molecüle  sehr  verschieden  sind,  verhält  sich  jede 
Flüssigkeit  zur  andern  wie  ein  löslicher,  krystallisirbarer,  fester 
Körper,  bei  welchem  das  Gleichgewicht  zwischen  dem  Auflösen 
und  Niederschlagen  der  Theilchcn  den  Sättigungszustand  her- 
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beiftlhrt.  Zwei  solche  Flüssigkeiten,  in  einem  Gefässe  nach  Mass- 
gabe ihrer  specifischen  Gewichte  übereinander  gelagert,  verhalten 
sich  so,  dass  jede  von  ihnen  eine  gewisse  kleine  Quantität  der 
anderen  in  Lösnng  aufnimmt.  Nimmt  bei  einem  solchen  Versuche 
die  Gewichtseinheit  einer  Flüssigkeit  F^  ein  Maximalgewicht  j», 
von  einer  zweiten  Flüssigkeit  F.,y  diese  hingegen  das  Maximal- 
gewicht p^  von  der  ersteren  auf,  so  müsste  man  sagen,  wenn 
man  eine  specifische  Capacität  der  einen  Flüssigkeit  für  die  an- 
dere annehmen  wollte:  die  Gewichtseinheit  der  Flüssigkeit  F^ 
kann  von  der  anderen  (F^)  jede  beliebige  Menge  (in)  aufnehmen, 

welche  eutwender:  m^p.  oder  m^ — ist;  solche  Gewichts- 

'  p, 

mengen  aber,  welche  zwischen  p^  und  —  liegen,  können  nicht 

aufgenommen  werden.  Wenn  man  auch  bei  sonstigen  Lösungen 
eine  begrenzte  Capacität  einer  Flüssigkeit  für  fremde  Molecüle 
annehmen  wollte,  so  würde  doch  eine  solche,  mit  einer  Unter- 
brechung von  bedeutender  Ausdehnung  behaftete,  sonst  aber  un- 
begrenzte Capacität  zu  viel  des  Unwahrscheinlichen  an  sich 
haben. 

Dass  die  ihrer  Art  nach  bisher  noch  ganz  unbestimmt  ge- 
lassenen molecularen  Vorgänge,  welche  die  Auflösung  bedingen, 
jedenfalls  wesentlich  von  den  Geschwindigkeiten  der  Molecüle, 
also  von  der  Temperatur  abhängen,  ist  offenbar;  der  Einfluss  der 
Temperatur  auf  die  Löslichkeits-Verhältnisse  im  Einzelnen  aber 
kann  erst  mit  der  genaueren  Kenntniss  jener  molecularen  Vor- 
gänge selbst  aufgeklärt  werden. 

Die  Entstehung  und  das  Verhalten  der  übersättigten  Lösun- 
gen lassen  sich  nach  den  für  die  gesättigten  angenommenen 
Grundsätzen  leicht  erklären  und  stehen  mit  denselben  in  Ein- 
klang. Übersättigung  einer  Lösung  tritt  niemals  während  der 
directen  Auflösung  ein,  weder  bei  festen  Körpern  noch  bei  Gasen ; 
d.  h.  wenn  eine  noch  so  grosse  Menge  des  löslichen  Körpers  mit 
einer  bestimmten  Menge  des  Lösungsmittels  zusammen  gebracht 
wird,  so  nimmt  letzteres  niemals  mehr  als  die  „normale"  Menge 
des  ersteren  auf,  und  zwar  die  letzten  Antheile  derselben  auch 
schon  schwer,  nämlich  sehr  langsam.  Die  Übersättigung  tritt 
immer  nur,  dann  aber  oft  sehr  reichlich,  bei  solchen  Veränderun  - 
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gen  der  bestehenden  Verhältnisse,  zu  denen  in  erster  Linie  die 
Temperatur  gehört,  auf,  welche  das  Verhältniss  zwischen  den  in 
gleichen  Zeiten  in  die  Flüssigkeit  eintretenden  und  von  ihr  aus- 
scheidenden Mengen  des  fremden  Körpers  zu  Ungunsten  der 
ersteren  abändern ;  diese  Veränderungen  haben  zur  Folge,  dass 
die  Flüssigkeit  unter  den  neuen  Umständen  nicht  mehr  ebenso- 
viele  Theilchen  des  fremden  Körpers  aufnehmen  könnte,  wie  sie 
unter  den  früheren  Umständen  aufgenommen  hat ;  aber  es  ist  ihr 
auch  nicht  unmöglich  geworden,  den  Überschuss  in  sich  zu  be- 
halten. Die  Ursache,  warum  die  Flüssigkeit  unter  den  neuen  Ver- 
hältnissen nicht  mehr  die  ganze  früher  aufgenommene  Menge  des 
fremden  Körpers  behalten  soll,  liegt  nicht  im  Innern  der  Flüssig- 
keit selbst,  sondern  an  den  Begrenzungsfläcben,  wo  sich  die  Lö- 
sung und  der  unveränderte  Antheil  des  in  die  Lösung  eingegan- 
genen Körpers  berühren. 

Das  Ausscheiden  der  im  Überschuss  aufgelösten  Theile  findet 
demgemäss  auch  nicht  im  Innern  der  Flüssigkeit  selbst,  sondern 
an  den  Berührungsstellen  eingetauchter  Körper  statt ;  die  ausge- 
schiedenen Theile  verbreiten  sich  nicht  gleichmässi^  durch  die 
ganze  Flüssigkeit,  sondern  gruppiren  sich  um  einzelne  Mittel- 
punkte, seien  esKrystalle,  Staubtheilclien,  Gasbläschen,  o.  dgl.  und 
selbst  dabei  hat  die  Ausscheidung  an  einer  Stelle  nicht  auch  den 
gleichen  Vorgang  an  allen  übrigen  Orten  zur  Folge,  wie  es  z.  B.  beim 
Erstarren  einer  überkälteten  Flüssigkeit  der  Fall  ist ;  es  bedarf  viel- 
mehr einer  längeren  Zeit  oder  einer  durch  bewegen,  schütteln, 
u.  s.  w.  vermittelten  innigen  Berührung  aller  Theile  der  Lösung 
mit  dem  „Fällungsmittel",  um  wirklich  die  Übersättigung  aufzu- 
heben. Es  ist  wohl  einzusehen,  dass  dieses  Fällungsmittel,  der 
das  Ausscheiden  der  überschüssig  gelösten  Theilchen  bewirkende 
Körper,  nicht  gerade  die  gelöste  Substanz  selbst  zu  sein  braucht, 
dass  er  aber  ähnliche  Wirkungen  ausüben,  also  in  gewissen  Be- 
ziehungen ähnliche  oder  übereinstimmende  Molecülar- Eigen- 
schaften haben  muss.  Es  ist  also  nicht  zu  verwundern,  wenn  in 
manchen  Fällen  die  Eeduction  einer  übersättigten  Lösung  durch 
«inen  dritten  Körper  von  dem  Material  und  der  sonstigen  Be- 
schaflfenheit  desselben  abhängig  und  mit  demselben  veränder- 
lich ist. 
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Über  den  Nachweis  giftiger  Pflanzenstoffe  bei  forensischen 
Untersuchungen. 

Von  Dr.  Josef  Nowak. 

I. 

Wie  vielfachen  Schwierigkeiten  man  bei  der  Aufsuchung 
organischer  Gifte  in  Gemengen  mit  anderen  Substanzen  begeg- 
net ,  zeigt  der  Reichthum  an  verschiedenartigen  Vorsciilägen, 
welche  auf  die  Ermittlung  organischer  Gifte  Bezug  nehmen, 
zeigt  das  stetig  wiederkehrende  Streben  der  Forscher  auf  dem 
Gebiete  der  gerichtlichen  Chemie  durch  zweckentsprechende 
Modificationen  der  bereits  bekannten  Verfahren,  durch  Auffin- 
dung neuer  Reactionen  auf  giftige  Pflanzenstoffe  und  durch  das 
Studium  der  Löslichkeitsverhältnisse  derselben,  die  Mängel  der 
gewöhnlich  benutzten  Methoden  zu  beseitigen ,  die  Lücken  der- 
selben auszufallen. 

Die  gtlnstigen  Resultate,  welche  ich  durch  die  Art  und 
Weise  erzielte ,  die  ich  bei  Aufsuchung  organischer  Gifte  in  Ge- 
mischen ,  wie  sie  bei  forensischen  Untersuchungen  vorliegen, 
einsehlug,  bestimmten  mich  zur  Veröffentlichung  der  in  dieser 
Beziehung  von  mir  gemachten  Erfahrungen.  Alle  jene  Vor- 
schläge, nach  Vielehen  die  giftigen  organischen  Verbindungen 
durch  Fällungsmittel  von  den  sie  begleitenden  Stoffen  gesondert 
werden  sollten ,  haben  keinen  Anklang  gefunden.  Man  übeft- 
zeügte  sich  bald ,  dass  auf  diese  Weise  nur  eine  beschränkte 
Zahl  organischer  Gifte  nachweisbar  sei ,  und  dass  durch  die  hie- 
bei  ausznftthrenden  Manipulationen  sehr  leicht  weitgehende  Zer- 
setzungen der  aufzusuchenden  Substanz  eintreten  können.  Da- 
gegen erkannte  man  immer  mehr  die  Zweckmässigkeit  und  das 
Erfolgreiche  des  Strebens,  durch  Aufsuchung  geeigneter  Lö- 
snngsmittel  Behelfe  zu  finden,   durch  welche   die  organischen 
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Gifte  von  den  in  gerichtlichen  Untersuchungsobjecten  vorkom- 
menden Beimengungen  isolirt  werden  könnten.  Als  derartige 
Lösungsmittel  sind  Äther,  Amylalkohol,  Essigäther, 
Chloroform,  Benzol,  Petroleumäther,  Carbolsäure(!) 
u.  s.  w.  anempfohlen  worden. 

Die  Anforderungen ,  welche  man  an  diese  Lösungs-  und 
Trennungsmittel  und  an  einen  mit  Hilfe  derselben  aufzustellen- 
den systematischen  Gang  zur  Auffindung  giftiger  organischer  Ver- 
bindungen in  gerichtlichen  Untersuchungsobjecten  stellen  muss, 
sind  mannigfach. 

Das  einzuschlagende  Verfahren  soll  vorerst  eine  allge- 
meine Brauchbarkeit  haben,  d.  h.  alle  hieher  gehörigen 
Gifte  nachweisen  lassen.  Weiter  muss  das  Gift  dort,  wo  es  vor- 
kommt, zuverlässlich  und  möglichst  vollständig  ab- 
geschieden werden ,  da ,  wie  bekannt ,  oft  sehr  geringe  Mengen 
dieser  Substanzen  hinreichen ,  den  Tod  herbeizuführen ,  und 
manche  derselben  sehr  rasch  im  Körper  sich  verbreiten ;  endlich 
muss  das  Gift  rein  und  unzersetzt  erhalten  werden,  damit 
man  mit  dem  gewonnenen  Untersuchungsmateriale  die  nöthigen 
Identitätsreactionen  anstellen  könne. 

Diesen  Anforderungen  zu  entsprechen,  sind  die  chemischen 
und  physikalischen  Eigenschaften  der  verschiedenen   in  Vor- 
schlag gebrachten  Mittel  nicht  in  gleichem  Masse  gün- 
stig.   Der  Äther  und  Essigäther  vermag  nur  eine  kleine 
Zahl  organischer  Gifte  aufzunehmen;  auch  ist  die  Löslichkeit 
in  Wasser  dem  Gebrauche  dieser  Flüssigkeiten  als  Ausschtttt- 
lungsmittel  für  Pflanzengifte  hinderlich.  Für  die  Anwendung  des 
Amylalkohols  spricht  der  Vortheil,  dass  sämmtliche  hieher  ge- 
hörigen Gifte  von  demselben  leicht  und  sicher  aufgenommen 
werden  können.  Dagegen  ist  die  Leichtigkeit,  mit  welcher  der 
Amylalkohol  auch  die  fremdartigen  Beimengungen  aufzuneh- 
men und  hiedurch  die  unumgänglich  nothwendige  Eeinigung  der 
aufzusuchenden  Sujbstanzen  zu  erschweren  vermag;  weiter  der 
höhere  Temperatursgrad,  der  zum  Verdampfen  desselben 
nothwendig  ist ,  sowie  der  Umstand ,  dass  erst  nach  längerer 
Zeit   ein  Abheben   desselben  von  der  wässerigen  Flüssigkeit 
möglich  wird,  von  grossem  Nachtheil.  Unter  dem  Namen  Ben- 
zin kommen  Producte  im  Handel  vor,  welche  bei  der  Destillation 
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de»  Öteinöls  gewonnen ,  oft  nur  sehr  geringe  Mengen  jener 
Körper  enthalten,  welche  der  Chemiker  als  Benzol  nnd 
dessen  Homologe  bezeichnet.  Polymere  Kohlenwasserstoffe 
anderer  Reihen  sind  die  vorwiegenden ,  der  Menge  nach  wech- 
selnden Bestandtheile  der  diesen  Namen  führenden  Handels- 
ware. Fttr  forensische  Arbeiten  ist  es  aber  unbedingt  noth- 
wen^ig,  das  anzuwendende  Lösungsmittel  von  stets  glei- 
cher Zusammensetzung  zu  haben,  denn  nur  so  lange  weiss 
man,  welche  Leistungsfähigkeit  das  gewählte  Mittel  be- 
sitzt, nur  so  lange  kann  man  zu  der  mit  Hilfe  desselben  aus- 
zufahrenden Arbeit  volles  Vertrauen  haben.  Auch  gönnen 
beim  Verdunsten  eines  solchen  käuflichen  Benzols  sehr  leicht 
Oxydationen  auftreten  und  zur  Bildung  von  nicht  oder  schwer 
flttchtigen  Substanzen  Anlass  geben,  welche  die  später  vorzu- 
nehmenden Reactionen  auf  die  Alkaloide  in  störender  Weise  be- 
einflussen können.  Die  Darstellung  des  reinen  krystallisirbaren 
Benzols  aus  der  Handelsware  unterliegt  aber  schon  deshalb 
Schwierigkeiten,  weil,  so  weit  meine  mehrfachen  Erfahrungen 
mich  lehrten,  das  reine  Benzol  nur  einen  ulitergeordneteu  Be- 
standtheil  in  dem  wenigstens  am  hiesigen  Platze  käuflichen  Ben- 
zin bildet,  ja  darin  oft  gänzlich  fehlt. 

Dagegen  sind  die  Eigenschaften  des  Chloroforms  der 
Verwendung  dieser  Flüssigkeit  als  Lösungs-  und  Trennungsmit- 
tel für  Pflanzengifte  sehr  günstig.  Das  hohe  specifische 
Gewicht  und  die  höchst  minimale  Löslichkeit  des  Chloroforms  in 
Wasser  ermöglicht  eine  leichte  mechanische  Trennung 
desselben  von  der  wässerigen  Flüssigkeit.  Der  niedere  Siede- 
punkt gestattet  das  Lösungsmittel  von  dem  gelösten  Körper  bei 
Temperaturen  zu  trennen,  bei  welchen  weder  eine  Verflüch- 
tigung noch  eine  Zersetzung  der  gelösten  Substanz  zu 
besorgen  ist.  Auch  der  Umstand,  dass  das  Chloroform  rein  und 
leicht  überall  verschaff^bar  ist,  und  dass  es  durch  die  vorzu- 
nehmenden Operationen  keine  Veränderung  erleidet,  die  eine 
störende  Wirkung  auf  die  nachfolgenden  Reactionen  hervorbrin- 
gen könnte,  fällt  hier  ins  Gewicht. 

Das  Chloroform  wurde  zuerst  von  Rodgers  und  Gird- 
wood  einzig  und  allein  zur  Ermittlung  von  Strychniu  an- 
gewendet. Später  wurde  es  mehrfach  zum  Nachweise  einzelner 
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anderer  Alkaloide  empfohlen ;  dagegen  ist  die  Frage ,  in  wie 
weit  das  für  die  Zwecke  der  Isolirung  der  organischen  Gifte  mit 
80  vorzüglichen  Eigenschaften  begabte  Chloroform  eine  allge- 
meine Verwendbarkeit  bei  der  Aufsuchung  der  hieher  gehörigen 
Körper  finden  könne,  bisher  nur  von  Prof.  Schneider  ventilirt 
worden. 

Ich  habe  deshalb  vielfache  Ausschttttlungsversuche  mit 
Chloroform  ausgeführt  und  dieselben  auf  alle  jene  chemisch 
näher  studierten  Pflanzenstoffe  ausgedehnt ,  welche  entweder 
wegen  ihrer  toxischen  Eigenschaften  oder  wegen  ihrer  medicini- 
schen  Anwendung  hier  in  Betracht  kommen  müssen,  ohne  Rück- 
sicht darauf  zu  nehmen ,  ob  dieselben  vom  chemischen  Stand- 
punkte zu  den  Alkaloiden  oder  zu  anderen  Gruppen  organischer 
Verbindungen  gerechnet  werden. 

Diese  Versuche  lehrten : 

Aus  der  schwefelsauren  Lösung  wandern  beim  wie- 
derholten Schütteln  mit  Chloroform  in  dasselbe  allmälig  nach- 
folgende Substanzen  ttber:  CaffeYn,  Theobromin,  Colchicin,  Thc- 
baYn,  Papaverin,  Narkotin  und  Pikrotoxin. 

Der  alkalisch  gemachten  Lösung  entzieht  Chloro- 
form rasch  und  vollständig  schon  in  der  Kälte:  Strychnin,  Chi- 
nin, Chinidin,  Cinchonin,  CaffeYn,  Theobromin,  Emetin,  Atro- 
pin,  Hyoscyamin,  Aconitin,  Veratrin,  Physostygmin,  Narkotin, 
KodeYn,  Thebain,  Nicotin  und  Coniin.  Etwas  langsamer  wird 
Brucin,  Colchicin  und  Papaverin,  erst  in  der  Wärme  Sabadilliu, 
und  in  geringer  Menge  NarceYn  aus  alkalischer  Lösung  aufge- 
nommen. 

Morphin  und  Solanin  gehen  weder  aus  saurer  noch 
aus  alkalischer  Lösung  ins  Chloroform  über. 

Um  nun  diese  Ergebnisse  für  die  Aufstellung  eines  mit 
Hilfe  des  Chloroforms  auszuführenden  methodischen  Verfahrens, 
durch  welches  nebst  der  Abscheidung  der  Gifte  auch  die  gleich- 
zeitige Reindarstellung  derselben,  welche  zur  Vornahme 
der  Identitätsreactionen  unumgänglich  nothwendig  ist,  in 
expediter  Weise  erzielt  werden  soll ,  praktisch  zu  verwerthen, 
wollte  ich  mir  auch  darüber  Aufschluss  verschaffen,  ob  das  die 
Gifte  gelöst  enthaltende  Chloroform  beim  Schütteln  mit  (schwe- 
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fel-)8aurem  Wasser  sich  analog  verhalte,   wie  der  Äther  beim 
Stass'schen  Verfahren. 

In  dieser  Richtung  angestellte  Versuche  zeigten,  dass  durch 
mehrmaliges  Schütteln  mit  saurem  Wasser  dem  Chloroform  alle 
jene  Substanzen ,  welche  aus  der  wässerig  alkalischen  Flüssig- 
keit ins  Chloroform  wandern,  entweder  vollständig  oder 
nahezu  vollständig  (beim  Caflfeln,  Theobromin,  Narkotin 
und  Papaverin  blieben  etwa  2  Proc,  beim  Colchicin  5  Proc.  im 
Chloroform  zurück)  entzogen,  während  die  fremdartigen  fettigen 
und  sonstigen  Beimengungen  vom  Chloroform  zurückgehalten 
werden. 

Bezüglich  des  Digitalin   muss  ich  noch  erwähnen,    dass 
das   zu  den  Ausschüttlungsversuchen   benützte  Präparat  (von 
E.  Merck  in  Darmstadt  bezogen)  ein  Gemenge  verschiedener 
Substanzen  zu  sein  schien.  Selbst  nach  wiederholten  Ausschütt- 
lungen wanderte  nur  ein  Theil  desselben  (etwa  die  Hälfte)  aus 
alkalisch  gemachter  Lösung  ins  Chloroform,  der  Rest  wurde 
vom  Amylalkohol   leicht   aufgenommen.    Durch   Schütteln  mit 
schwefelsaurem  Wasser  konnte  ich  der  Chloroformlösung  keine 
wägbare  Menge  des  gelösten  Körpers  entziehen.  Dagegen  ver- 
mochte ich  durch  Vermengen  des  Chloroforms  mit  Eisessig  und 
uachherigem  Zusatz  von  so  viel  Wasser,  als  zur  vollständigen 
Wiederabscbeiduug  des  Chloroforms  nothwendig  war,    in  die 
wässerige   essigsaure  Lösung   einen   deutlich   krystallisirbarcn 
Körper  überzuführen ,  welcher  sehr  elegante ,  reine  Reactioneu 
mit  Schwefelsäure  und  Bromwasser  lieferte ,  die  sich  durch  die 
Farbe  und  die  ganze  Art  ihres  Auftretens  wesentlich  von 
jenen  unterschieden,   welche  das  zum  Versuch  benützte 
Präparat  an  und  für  sich ,  sowie  der  in  Chloroform  zurückblei- 
bende, in  die  essigsaure  Lösung  nicht  überführbare,  als  auch 
der  in  den  Amylalkohol  übergegangene  Rest  mit  diesen  Reagen- 
tien  gab.  Diese  Substanz,  in  mit  freiem  Auge  sichtbaren  Nadeln 
krystaüisirend ,   wurde  durch  Schwefelsäure  sogleich  hellroth 
gefärbt  und  dann  mit  gleicher  Farbe  gelöst.  Bromdampf  rief  in 
dieser  Lösung  sofort  eine  schön  rein  violette  Färbung  hervor. 
Der  nachherige  Zusatz  von  Wasser  bewirkte,  dass  die  Flüssig- 
keit sich  mattgrün  förbte ,  ohne  dass  ein  grünflockiger  Körper 
zur  Ausscheidung  kam.  Der  in  Chloroform  verbliebene,    nicht 

10* 
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krystallisationsfähige,  und  der  vom  Amylalkohol  aufgenommene 
Theil  des  zum  Versuche  genommenen  Digitalinpräparates  färbte 
sieh  hingegen  beim  Zusatz  von  concentrirter  Schwefelsäure  zu- 
erst dunkelbraun  (umbraförbig)  und  später  röthlichbraun.  Die 
schwefelsaure  Lösung  wurde  durch  Bromdampf  rothbraun.  Ein 
Zusatz  von  Wasser  schied  grttne  Flocken  ab. 

IL 

Auf  Grundlage  dieser  Erfahrungen  wurde  nun  der  nachfol- 
gende systematische  Gang  zur  Aufsuchung  giftiger  Pflanzenstoffe 
eingeschlagen. 

Die  zu  untersuchenden  Objecte  werden  zerschnitten ,  mit 
schwefelsäurehaltigem  Wasser  versetzt,  bis  auf  75®  C.  erwärmt; 
die  Lösung  wird  warm  colirt ,  der  ungelöste  Rückstand  abge- 
presst  und  wiederholt  mit  warmem  Wasser  ausgezogen.  Die  so 
erhaltenen  sauren  Colaturen  werden  mit  doppelt  kohlensaurem 
Natron  bis  zur  schwach  sauren  Reaction  abgestumpft  und  dann 
am  Wasserbade  in  flachen  Schalen  bis  zum  dünnen  Syrup  ver- 
dunstet. Dieser  wird  mit  seinem  vierfachen  Volum  90percentigen 
Alkohols  vermengt,  nach  24  Stunden  auf  40 — 50**  erwärmt,  ab- 
filtrirt  und  der  Filterrückstand  mit  Alkohol  ausgezogen.  Von 
den  gesammelten  alkoholischen  Auszügen  wird  der  Weingeist 
vollständig  abdestillirt.  Der  Destillationsrückstand  wird  filtrirt 
und  das  Filtrat  in  einen  Scheidetrichter  gebracht.  Hiezu  eignen 
sich  am  zweckmässigsten  solche,  welche  ballonförmig  aufgebla- 
sen sind ,  deren  Eingussöffnung  mit  einem  Glasstöpsel  luftdicht 
verschlossen  werden  kann,  und  die  am  Ablaufrohr  mit  einem 
vollkommen  gut  schliessenden  Glashahn  versehen  sind.  Alle 
auszuführenden  Operationen  des  Ausziehens,  Fälleus,  Waschens 
u.  s.  w.  lassen  sich  in  diesen  Ballons  vornehmen.  Zu  dem  im 
Scheidetrichter  befindlichen  Inhalt  wird  zuerst  Chloroform  und 
dann  Ammoniak  bis  zur  deutlich  alkalischen  Reaction  gebracht. 
Es  wird  sofort  wiederholt  geschüttelt.  Die  Chloroformlösung^ 
wird  getrennt  und  die  alkalische  Flüssigkeit  mit  neuen  Portio- 
nen von  Chloroform  so  lange  ausgezogen,  bis  eine  abgehobene 
Portion,  ohne  Rückstand  zu  lassen,  verdampft.  Die  alkalische 
Flüssigkeit  wird  indessen  zur  Seite  gestellt    und  die  sämmt- 
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liehen  Chloroformlösungen  werden  mehreremal  mit  neuen  Por- 
tionen schwefelsäurehältigen  Wassers  geschüttelt.  Das  Chloro- 
form wird  von  dem  schwefelsauren  Wasser  getrennt ,  letzteres 
mit  Ammoniak  übersättigt  und  sodann  einigemal  mit  Chloroform 
geschüttelt.  Die  nun  erhaltene  Chloroformlösung  wird  durch  ein 
mit  Chloroform  angenetztes  Filter  filtrirt,  mit  Chloroform  nach- 
gewaschen und  verdunstet.  Ein  hiebei  verbleibender  Rückstand 
wird  auf  alle  jene  Alkaloide  geprüft,  welche,  wie  oben  erwähnt, 
aus  alkalischer  Lösung  durch  Chloroform  ausgezogen  werden. 
Die  zur  Seite  gestellte  alkalisch  wässerige  Flüssigkeit  wird  mit 
neuem  Chloroform  und  mit  verdünnter  Schwefelsäure  bis  zur^ 
sauren  Reaction  versetzt  und  geschüttelt.  Das  Chloroform  wird 
getrennt  und  verdunstet.  Etwa  vorhandenes  Pikrotoxin  und 
Reste  des  Colchicins  werden  im  Rückstand  bleiben. 

Wird  die  jetzt  sauer  reagirende  wässerige  Flüssigkeit  mit 
Amylalkohol  überschichtet,  mit  Ammoniak  alkalisch  gemacht 
und  geschüttelt,  der  Amylalkohol  abgehoben,  filtrirt  und  ver- 
dampft, so  wird  man  nach  dem  Verdunsten  allfällig  vorhandenes 
Morphin,  Digitalin  und  Solanin  und  den  grösseren  Theil  der 
Reste  des  Sabadillins,  Narceins  und  Pikrotoxins  auffinden. 

Im  Falle ,  als  in  den  Verdunstungsrückständen  Narkotin, 
Papaverin,  Theobromin,  CaffeYn,  Colchicin  oder  Digitalin  gefun- 
den wurde,  lassen  sich  noch  die  geringen  fehlenden  Mengen  des 
Papaverin,  Narkotin,  CaflfeYn,  Theobromin  und  Colchicin,  sowie 
ein  nicht  unbeträchtlicher  Theil  des  Digitalin  im  ersten  Chloro- 
formauszuge aufsuchen.  Derselbe  wird  verdunstet,  der  Rück- 
stand wiederholt  mit  warmem  schwefelsäurehältigem  Wasser  aus- 
gezogen, die  saure  Flüssigkeit  mit  Ammoniak  übersättigt  und 
mit  Chloroform  ausgeschüttelt.  Die  Reste  der  genannten  Sub- 
stanzen bleiben  beim  Verdampfen  des  Chloroforms  zurück. 

Um  die  Brauchbarkeit  dieser  Methode  durch  praktische 
Versuche  zu  erproben,  habe  ich  in  Gemeinschaft  mit  den 
Herren  Gruber,  Genser,  v.  Reuss  und  Heinrich  gewogene 
Mengen  verschiedener  Gifte  in  zweckmässig  gewählte  Leichen- 
theile  (Magen-  und  Darminhalt,  Leber,  Blut  u.  s.  w.)  vermengt 
und  in  der  angegebenen  Weise  aufgesucht.  Die  hiebei  erhalte- 
nen Resultate  sind  aus  nachfolgender  Tabelle  ersichtlich.  Die  zu 
diesen  Versuchen   benützten  Substanzen  waren  sämmtlich  von 
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der  Firma  E.  Merck  bezogene  Präparate.  Das  den  letzten  Ver- 
dunstungsrttckgtänden  mehr  weniger  hartnäckig  anhaftende 
Chloroform  wurde  mittelst  der  Luftpumpe  weggebracht. 


ichen- 
lengte 
•m. 

Die  gefun- 

Name 

^i^ 

dene  Menge 

i 

der  giftigeu 

Anmerkung 

Verbindung 

S  fi  o 

Di. 
theil 
Men, 

in 

in 

, 

Grm. 

Proc. 

i 

Chinin 

0-050 

0  049 

98 

( 

;  Chinidin 

0-050 

0048 

96 

Cinchonin . .  . 

0050 

0-048 

96 

i 

Strychnin  . . . 

0050 

0047 

94 

Blieb  durch  8  Tage  mit  den  Lei- 
chentheilen  in  Berührung  und  wurde 
erst  dann  in  Arbeit  genommen.          , 

Brucin 

0-022 

0-022 

100 

Caffeln 

0-026 

0-025 

97 

1 

Theobromin . 

0  020 

00195 

98 

Emetin 

0-035 

0-035 

100 

Blieb  durch  6  Tage  mit  den  Lei- 
chentheilen  in  Bertthrung  und  wurde 
erst  dann  in  Arbeit  genommen.          ' 

Atropin 

0-031 

0-030 

97 

* 

Hyoscyamin . 

0-025 

0  020 

80 

Das  zum  Versueh  verwendete  Prä- 
parat war  nicht  krystallisirt. 

j  Aconitin  .... 

0-028 

0-025 

89 

1  Veratrin  .... 

i 

0-051 

0-049 

96 

Blieb  durch  6  Tage  mit  den  Lei- 
chentheilen  in  Berührung  und  wurde 
erat  dann  in  Arbeit  genommen.          j 

{ Sabadillin  . . . 

0-046 

0  038 

82 

Morphin  .... 

0-060 

0-057 

95 

i 

Narkotin 

0-050 

0  045 

90 

jPapaverin... 

! 

0-033 

0-026 

78 

Blieb  durch  13  Tage  mit  Leichen- 
theilen  in  Berührung  und  wurde  erst 
dann  in  Arbeit  genommen. 

ThebaYn 

0-016 

0  015 

93 

KodeYn 

0-025 

0-023 

92 

NarceYn 

0-035 

0-021 

60 

Der  grösste  Theil  wurde  im  Amyl- 
alkohol gefunden. 

Delphinin  . . . 

0017 

0-017 

100 

Colobicin  . . . 

0  050 

0-085 

70 

Digitalin .... 

0-035 

0-029 

80 

Der  grösste  Theil  wurde  im  Amyl- 
alkohol gefunden. 

Pikrotoxin  . . 

0-096 

0-083 

80 

Ausserdem  war  noch»  eine  Spur 
im  Amylalkohol  nachweisbar. 

Solanin 

0-040 

0-049 

— 

( 
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Die  aus  dieser  Tabelle  ersichtlichen  Ergebnisse  unserer 
Versuche  zeigen,  dass  in  vielen  Fällen  die  ganze  Menge 
des  den  Leichentheilen  zugesetzten  Körpers,  in  den  meisten 
der  grössteTheil  desselben,  und  nur  einmal  (NarceYn)  etwa 
die  Hälfte  der  aufzusuchenden  Substanz  wieder  gefunden 
wurde. 

Die  erhaltenen  Resultate  befriedigten  aber  insbesondere 
des  hohen  Grades  von  Reinheit  wegen,  welchen  die  aus 
Chloroform  wiedergewonnenen  Substanzen  zeigten.  Jene  Kör- 
per, zu  deren  Aufnahme  der  Amylalkohol  bestimmt  ist,  waren 
in  Folge  der  vorhergegangenen  mehrmaligen  Ausschtlttlungen 
der  alkalischen  und  sauren  wässerigen  Flüssigkeit  mit  Chloro- 
form so  weit  von  den  fremdartigen  Beimengungen  befreit  wor- 
den ,  dass  an  denselben  meistens  sofort  die  Identitätsreactionen 
vorgenommen  werden  konnten.  Kleine  Mengen  fettiger  und  fllr- 
bender  Verunreinigungen  hafteten  denselben  aber  immer  an  und 
konnten  nur  durch  wiederholtes  Überführen  in  wässerige 
Lösung  und  aus  dieser  in  den  Amylalkohol  allmälig  entfernt 
werden.  Durch  das  Vorgehen  nach  der  oben  beschriebenen 
Weise  ist  aber  der  Gebrauch  des  Amylalkohols  nur  auf  eine 
sehr  kleine  Zahl  organischer  Gifte  beschränkt,  für  welche  bis 
jetzt  kein  passenderes  Lösungsmittel  gefunden  wurde. 

IIL 

Bei  der  Wahl  von  Reagentien ,  dm-ch  welche  die  isolirte 
Substanz  ihrer  Natur  nach  unzweideutig  erkannt  werden  soll, 
handelt  es  sich  zumeist  darum,  mit  den  kleinsten  Mengen 
des  vorliegenden  Untersuchungsmaterials  dieses  Ziel  zu  errei- 
chen. Ein  Jeder,  der  Gelegenheit  hatte,  bei  gerichtlichen  Unter- 
suchungen auf  Alkaloide  zu  prUfen,  wird  erfahren  haben,  dass 
man  wirklich  nur  minimale  Mengen  zu  den  verschiedenen  Reac- 
tionsproben  zur  Verfügung  hat,  und  wie  sehr  man  mit  dem 
gewonnenen  Untersuchungsmateriale  sparen  müsse.  Die  anzu- 
wendenden Reagenzmittel  müssen  demnach  einerseits  sehr  em- 
pfindliche und  andererseits  für  die  einzelnen  hier  in  Betracht 
kommenden  Substanzen  charakteristische  Erscheinungen 
hervorrufen.  Diesen  Anforderungen  kann  man  durch  Anwendung 
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von    coiicentrirter    Schwefelsäure    unter  Zuhilfenahme 
einiger  weniger  anderen  Reagentien  leicht  entsprechen. 

Von  der  gewonnenen  giftigen  Substanz  wird  eine  kleine 
Menge  auf  ein  Uhrglas  gebracht ,  dieses  auf  eine  rein  weisse 
Unterlage  gestellt  und  ein  bis  zwei  Tropfen  chemisch  reiner 
Schwefelsäure  zugefügt.  Man  beobachtet  die  hiebei  sogleich 
auftretenden  Veränderungen,  wobei  nachfolgende  Fälle  möglich 
sind ,  durch  welche  die  hier  in  Betracht  kommenden  Körper  in 
sechs  Gruppen  zerfallen. 

1.  Die  Substanz  bleibt  farblos :  Chinin,  Cinchonin,  Mor- 
phin, Strychnin,  CafFeYn,  Theobromin,  CodeYn  (Coniin  und  Nico- 
tin), Atropin. 

2.  Es  tritt  eine  gelbe,  verschieden  nüancirte  Färbung  ein: 
Chinidin,  Colchicin,  Emetin,  Narcotin,  Aconitin,  Pikrotoxin,  So- 
lanin, Veratrin  und  Sabadillin. 

3.  Die  Substanz  wird  rosaroth:  Brucin. 

4.  Die  Substanz  ßlrbt  sich  anfangs  roth,  wird  alsbald 
mit  gelber  Farbe  gelöst:  ThebaYn. 

5.  Es  tritt  eine  violette  Färbung  auf:  Papaverin  *. 

6.  Braune  Färbungen  geben:  Delphinin,  NarceYn  und 
Digitalin. 

Ad  1.  Man  gibt  einen  Krystall  von  Chromsäure  zur  schwe- 
felsauren Lösung.  Ist  Strychnin  vorhanden ,  so  entwickelt  sieh 
von  der  Peripherie  dieses  KrystäUchens  die  bekannte  blaue,  all- 
mälig  purpurroth  werdende  Färbung.  Beim  Neigen  des  Uhr- 
glases werden  eben  so  gefilrbte  Streifen  sichtbar.  In  allen  übri- 
gen Fällen  tritt  eine  in  verschiedenartigen  Farbenabstufungen 
sich  entwickelnde,  nicht  charakteristische  grüne  Färbung  auf. 

Eine  neue  Probe  der  zu  prüfenden  Substanz  wird  nach  Zu- 
satz von  Chlorwasser  zur  Trockene  am  Wasserbade  einge- 
dampft. Der  Eindampfrückstand  bietet  bei  Morphin,  Cinchoniu 
und  Atropin  nichts  charakteristisches ,  ist  hingegen  bei  Chinin 
grünlich,  bei  CaflfeYn  und  Theobromin  roth  und  bei  CodeYn  gelb. 
Wird  dieser  Trockenrückstand  etwas  befeuchtet  und  eine  Spur 
Ammon  zugefügt,  so  entsteht  bei  Morphin  eine  hellbraune ,  bei 


1  Ich  habe  keine  Erfahrungen   über  jene  Sorte   von  Papaverin, 
welche,  wie  Hesse  sagt,  mit  Schwefelsäure  farblos  bleibt. 
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CaflfeYn  und  Theobromiu  eine  purpurviolette ,  bei  CodeYn  eine 
schön  rothbraune  und  bei  Chinin  eine  stark  grüne  Färbung.  Bei 
Cinchonin  beobachtet  man  die  Ausscheidung  eines  weissen  Kör- 
pers ,  bei  Atropin  tritt  keine  auffällige  Veränderung  auf.  Durch 
diese  Reactionen  wird  man  bereits  in  der  Lage  sein,  mit  grosser 
Wahrscheinlichkeit  das  zur  Untersuchung  vorliegende  Glied  der 
Gruppe  zu  erkennen.  Man  wird  deshalb  mit  dem  noch  übrigen 
Untersuchungsmaterial  zunächst  jene  Reactionen  vornehmen, 
welche  für  die  vermuthete  Substanz  charakteristisch  sind.  Von 
den  in  dieser  Beziehung  bekannten  Reactionen  eignet  sich  auf 
Morphin  die  mit  Eisenchlorid ,  welches  in  neutralen  Salzlösun- 
gen dieser  Base  die  bekannte  blaue  Färbung  hervorruft.  CodeYn 
mit  Schwefelsäure  zusammengebracht ,  welche  eine  kleine 
Menge  von  Salpetersäure  enthält ,  gibt  eine  anfangs  kirschrothe, 
allmälig  blutroth  und  schliesslich  orange  gefärbte  Lösung.  Caf- 
feYn  und  Theobromin ,  welche  gegen  Chlorwasserammoniak  sich 
ganz  gleich  verlialten ,  aber  dadurch  als  solche  hinlänglich  cha- 
rakterisirt  werden ,  unterscheiden  sich  von  einander  schon  da- 
durch ,  dass  CaffeYn  beim  Verdunsten  des  Chloroforms  stets  in 
langen  nadelförmigen  Krystallen,  das  Theobromin  in  pulveriger 
Form  erhalten  wird.  Für  Atropin,  das  bei  95°  C.  schmilzt,  em- 
pfiehlt sich  als  bestätigende  Reaction  am  besten  das  physiolo- 
^sche  Experiment.  Lösungen  des  Chinins  in  verdünnter  Schwe- 
felsäure fluoresciren  Ciuchoninlösungen  nicht*. 

Ad  2.  Die  Körper  dieser  Gruppe  lassen  sich  in  zwei  Uuter- 
abtheilungen  scheiden :  in  solche,  bei  welchen  die  gelbe  Färbung 
eine  andauernde  oder  wenigstens  durch  längere  Zeit  anhaltende 
ist  (Chinidin,  Narkotiu,  Colchicin,  Emetin,  Aconitin,  Solanin 
und  Pikrotoxin)  ,  und  in  solche ,  bei  welchen  sie  nur  im  Anfang 
auftretend,  sich  schon  nach  wenigen  Minuten  in  ein  deutliches 
Violettroth  umwandelt. 

Bei  den  Substanzen  der  ersten  Untergruppe  sind  folgende 
Kille  möglich.  Die  Färbung  ist  schwach  strohgelb  —  Chinidin, 
hellgelb  —  Narkotin,  grüngelb —  Colchicin,  schmutzig  bräun- 


'  Coniin  und  Nicotin  sind  durch  ihre  ölige  Beschaffenheit,  durch 
ihre  Flüchtigkeit  in  höheren  Temperaturen  und  durch  ihren  charaktensti- 
scben  Geruch  erkennbar. 
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lieh  gelb  —  Emetin,  gelbbraun  —  Aconitin,  orange  —  Solanin 
und  Pikrotoxin.  Werden  diese  Substanzen  mit  der  Schwefelsäure 
fUnf  Minuten  lang  am  Wasserbade  erhitzt,  so  tritt  keine  wesent- 
liche Veränderung  beim  Chinidin  und  Emetin  (dieses  wird  höch- 
stens ganz  wenig  dunkler)  ein,  dagegen  wird  die  Lösung  bei 
Narkotin  anfangs  röthlich,  später  violett,  beim  Colchicin  braun, 
beim  Aconitin  und  Pikrotoxin  rothbraun  und  bei  Solanin  him- 
beerroth. 

Schon  durch  dieses  Verhalten  wird  man  leicht  im  Stande 
sein ,  die  in  diese  Gruppe  gehörenden  Körper  ihrer  Natur  nach 
zu  erkennen.  Als  bestätigende  und  charakteristische  Reactionen 
empfehlen  sich  für  diese  Substanzen  nachfolgende :  Chinidin- 
lösungen  mit  Chlorwasser  versetzt  scheiden  nach  Zusatz  von 
Ammoniak  grtlne  Flocken  ab ,  die  sich  im  Überschuss  von  Am- 
moniak mit  smaragdgrüner  Farbe  lösen.  Narkotin  gibt  mit  sal- 
petersäurehaltiger Schwefelsäure  eine  tiefrothe ,  Colchicin  eine 
schön  violette  Färbung.  Für  Emetin  fehlt  ein  gutes  Specialrea- 
gens. Noch  am  dienlichsten  ist  heisse  Salzsäure ,  die  nebst 
einem  Tropfen  Bleichkalklösung  zu  Emetin  gefügt  einen  orange- 
gelben Niederschlag  gibt ,  der  durch  mehr  Bleichkalklösung  zu 
einer  intensiv  zwiebelrothen  Flüssigkeit  gelöst  wird.  Das  phy- 
siologische Experiment  ist  bei  dieser  Substanz  nicht  zu  unter- 
lassen. Aconitin  wird  beim  vorsichtigen  Erwärmen  mit  Phos- 
phorsäure allmälig  röthlich,  und  dann,  unter  sorgfältigem 
Umrühren  behutsam  weiter  erhitzt^  violett.  Pikrotoxin  reducirt 
eine  alkalische  Kupferlösung  schon  in  der  Kälte ,  rascher  beim 
Erwärmen.  Beim  Solanin  ist  es  höchst  charakteristisch,  dass, 
wenn  es  in  wenig  warmem  Weingeist  oder  Amylalkohol  gelöst 
wird,  diese  Lösung  beim  Erkalten  zu  einer  dicken  Gallerte  er- 
starrt. 

Hat  sich  die  anfangs  gelbe  Lösung  allmälig  ins  Purpur- 
rothe  umgewandelt,  so  deutet  das  auf  die  Anwesenheit  von 
Veratrin  oder  Sabadillin.  Bei  dem  letzteren  Körper  entwickelt 
sich  die  bläulichrothe  Färbung  rasch ,  bei  Veratrin  findet  ein 
langsamer  Farbenwechsel  aus  gelb  in  roth  und  schliesslich  violett 
statt.  Auch  wird  Sabadillin  von  Chloroform  schwierig  und  erst 
in  der  Wärme  vollständig ,  Veratrin  schon  in  der  Kälte  leicht 
gelöst.   Beide  Substanzen  mit  concentrirter  Salzsäure  erwärmt. 
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geben  eine  blaurothe  Lösung;  in  der  Zinnchlorttr  einen  veilchen- 
blauen Niederschlag  bewirkt. 

Ad  3.  Eine  rosenrothe  Färbung  weist  auf  ßrucin.  Setzt  man 
der  schwefelsauren  Lösung  einen  Tropfen  Salpetersäure  zu,  so 
tritt  eine  intensiv  zwiebelrothe  Färbung  auf,  die  nach  Zusatz  von 
Zinnchlorttr  ins  violette  ttbergeht. 

Ad  4.  Das  ThebaYn  ist  schon  durch  seine  Schwefelsäure- 
reaction  hinlänglich  charakterisirt ;  andere  unterscheidende  und 
charakteristische  Reactionen  fehlen. 

Ad  5.  Auch  das  Papaverin  ist  schon  durch  die  Schwefel- 
säurereaction  leicht  erkennbar.  Sie  besteht  in  einer  tief  violett- 
blauen Färbung,  welche  langsam  verblasst.  Eine  Spur  Salpeter- 
säure ist  darauf  ohne  Einfluss ,  mehr  Salpetersäure  erhöht 
anfänglich  den  Farbenton,  der  dann  bald  in  orange  und  schmutzig- 
gelb umschlägt. 

Ad  6.  Die  braunen  Färbungen,  welche  Digitalin,  Delphinin 
und  NarceYn  mit  Schwefelsäure  geben,  unterscheiden  sich  schon 
durch  die  Nuancirung.  In  welcher  Weise  die  Reaction  bei  Digi- 
talin auftritt,  ist  bereits  oben  besprochen  worden ;  Delphinin 
wird  durch  Schwefelsäure  bleibend  hellbraun.  NarceYn,  anfangs 
braun ,  löst  sich  allmählig  mit  gelber  Farbe-  auf.  Kommt  die 
schwefelsaure  Lösung  dieser  drei  Körper  mit  Bromdampf  zusam- 
men, so  gibt  Digitalin  die  oben  erwähnten  Reactionen,  Delphi- 
nin wird  hiebei  anfangs  hellblutroth,  später  braun,  NarceYn  ent- 
färbt sich  ganz. 

In  nachfolgender  Tabelle  sind  die  eben  besprochenen  Iden- 
titätsreactionen  der  besseren  Übersicht  wegen  schematisch 
zusammengestellt ' . 


>  Da  ich  mir  bis  jetzt  kein  reines  (krystallisirbares)  Hyoscyanin 
and  Porphyroxin  und  keine  ansreichenden  Mengen  von  Physostigmin  ver- 
schaffen konnte,  habe  ich  die  Heactionsverhältnisse  dieser  drei  Köiper  in 
diese  Versuchsreihe  nicht  aufgenommen. 
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Über  die  Eigenschaften  der  Schwingungen  eines  Systems  von 

Punkten. 

Von  dem  w.  M.  J.  Slefan. 

Die  schwingende  Bewegung  einer  gespannten  Saite  oder 
eines  elastischen  Stabes  lässt  sich,  insofern  ihre  Gesetze  durch 
lineare  Differentialgleichungen  bestimmt  sind,  bekanntlich  dar- 
stellen als  eine  Summe  von  unendlich  vielen  einfachen  Schwin- 
gungen. Für  die  transversale  oder  longitudinale  Verschiebung  i 
eines  Punktes  erhält  man  Formeln  von  der  Oestalt 

<j  =  X{a  cos  ixt-^h  sin  ixt)  -+- J '  (a'  cos  /Ji7-i-  A'sin  ix't)  -4- . . .      (a) 

[ly  |ül',  fx", ...  bedeuten  die  mit  2;:  multiplicirten  Schwin- 
^ngszahlen  der  einfachen  Schwingungen  und  sind  die  Wurzeln 
einer  transcendenten  aus  den  Grenzbedingungen  sich  ergebenden 
Gleichung. 

Der  Co€flficient  X  ist  eine  durch  die  Differentialgleichung 
der  Bewegung  und  durch  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  voll- 
stlindig  bestimmte  Function  der  Abscisse  x  des  Punktes,  dessen 
Verschiet)ung  durch  <t  ausgedrückt  ist.  X  ist  auch  abhängig  von 
p.  und  gehen  X',  X",. . .  aus  X  hervor,  wenn  in  dieses  statt 
pL   die  anderen  Wurzelwerthe  jui',  /ji", . , .   eingeführt  werden. 

Die  Constanten  a,  *,  /i',  6',. . .  können  aus  den  für  ^^O 
g-egpebenen  Verschiebungen  und  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Punkte  des  schwingenden  Körpers  bestimmt  werden,  und  zwar 
in  allen  Fällen  nach  ein  und  derselben  Methode. 

Die  Functionen  X,  X',...  haben  nämlich  die  Eigenschaft, 
dass  das  Product  aus  je  zwei  verschiedenen  von  ihnen  über  alle 
Punkte  der  Saite  oder  des  Stabes  summirt  verschwindet,  dass 
also,   unter  /  die  Länge  der  Saite  oder  des  Stabes  verstanden, 
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XX'da,-=.ü  (6) 


f; 


ist,  wodurch  die  Isolirung  und  Bestimmung  jeder  einzelnen  der 
Constanten  möglich  wird. 

In  dem  Falle  der  Schwingungen  von  Saiten  sind  X,  X'y 

X",. .  .  die  Sinus  der  BOgen  —  ,  —^ ,  -r-,.  •  •  «nd  hat  diese 

Eigenschaft  derselben  zuerst  Lagrange  bei  seineu  Unter- 
suchungen Über  die  Schwingungen  einer  linearen  Punktreihe 
nachgewiesen  und  zur  Bestimmung  der  Constanten  benützt,  spä- 
ter Fourier  zur  Ent^vicklung  der  Functionen  in  periodische  Rei- 
hen in  Anwendung  gebracht. 

In  dem  Falle  der  longitudinalen  Schwingungen  eines  elasti- 
schen Stabes  ist  X  ein  Sinus  oder  Cosinus  je  nach  den  für  die 
Enden  des  Stabes  gegebenen  Bedingungen. 

Hingegen  ist  für  den  Fall  der  transversalen  Schwingungen 
eines  elastischen  Stabes  X  ein  viergliedriger,  aus  periodischen 
und  exponentiellen  Functionen  zusammengesetzter  Ausdruck, 
und  derselben  Art  auch  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  /x,  |ui', .  •  • 
sind.  Auch  diese  Functionen  X,  X\. . .  besitzen  die  durch  die 
Gleichung  (A)  ausgedrückte  Eigenschaft,  wie  von  Poisson  be- 
wiesen worden. 

Fllr  die  transversalen  Schwingungen  einer  gespannten 
kreisförmigen  Membran  findet  man  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Verschiebung  a  jedes  Punktes  nur  von  seiner  Entfer- 
nung X  vom  Mittelpunkte  abhängig  ist ,  ebenfalls  eine  Formel 
von  der  Gestalt  der  («).  Es  ist  jedoch  X  keine  elementare 
Transcendente  mehr,  sondern  von  der  Art  der  Bessel'scheu 
Functionen.  Auch  in  diesem  Falle  ist  die  Bestimmung  der  Con- 
stanten nach  derselben  Methode ,  wie  in  den  früheren  Fällen, 
möglich,  nur  mit  der  Abänderung,  dass  fllr  diese  Functionen 
statt  der  Gleichung  (A)  die  Gleichung 

r' 
XX\vd.v  =  0  i^o) 

0 

gilt,  worin  /  nunmehr  den  Badius  der  Membran  bedeutet.  Es  ist 
durch  diese  Gleichung  daher  auch  die  Möglichkeit  der  Entwiek- 
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Inng  einer  Function  in  eine  nach  solchen  Transcendenten  fort- 
schreitende Reihe  gegeben. 

Die  durch  die  Gleichung  (c)  ausgedrückte  Eigenschaft 
haben,  wie  Kirc h hoff  ^  gezeigt  hat,  auch  die  Functionen,  zu 
denen  die  Untersuchung  der  Transversalschwingungen  einer 
kreisförmigen  elastischen  Platte  ftlhrt. 

In  analoger  Weiße  genügen  die  Functionen,  durch  welche 
das  Problem  der  radialen  Schwingungen  einer  Kugel  gelöst  wird, 
der  Gleichung 

r' 
XX'a^da:  =  0  (rf) 

worin  /  den  Radius  der  Kugel  bedeutet. 

An  diese  speciellen  Resultate  knüpft  sich  ein  sehr  allgemei- 
ner Satz  an,  welchen  Clebsch  «  aus  den  für  die  unendlich 
kleinen  Bewegungen  fester  elastischer  Körper  geltenden  Differen- 
tialgleichungen abgeleitet  hat. 

Die  nach  den  drei  Axen  eines  orthogonalen  Coordinaten- 
systems  geschätzten  Componenten  f,  >?,  ^  der  Verschiebung  eines 
Punktes  in  einem  elastischen  Körper  lassen  sich  darstellen  durch 

£  =  X(/i  cos  fx^  -t-  6  sin  pjf)  -f-  X'(fi'  cos  ix't  -h  ft'.sin  ix't)  -♦-... 

r,  =  Y{a  cos  juif  -H  6  sin  ijj)  -f-  T(a'  cos  fx'i  -f-  6'  sin  ix'i)  -h  . . .    (e) 

^  =  Z(«co8|uif-Hftsin|UL^)-4-Z'(a'eoS|üi7-Hft'8infjL7)-t-. . . 

Darin  sind  jx,  jui',  fx",. ..  wieder  die  Wurzeln  einer  trans- 
cendenten Gleichung,  welche  aus  den  für  die  Oberfläche  des 
sch\%ingenden  Körpers  gegebenen  ■  Bedingungen  folgt.  X,  F, 
Z  sind  durch  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  und 
dnrch  die  Grenzbedingungen  bestimmte  Functionen  der  Coordi- 
naten  und  zugleich  abhängig  von  jui,  so  dass  wieder  die  CoSffi- 
denten  X,  F,  Z',  J",  F',  Z",. . .  aus  J,  F,  Z  entstehen,  wenn 
in  diesen  jui  durch  jx',  jui", . . .  ersetzt  wird. 

HHese  Functionen  haben  nun  die  Eigenschaft,  dass 

Jj;(XrH-FF-+-ZZO/terfy  rf«  =  0  (/) 


1   Crelle*8  Journal,  XL. 

«  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper,  p.  62. 

Sltsl».  d.  xnathero.-natarw.  CI.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  1 1 
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ist,  wenn  X,  F,  Z  und  X',  F,  Z'  irgend  zwei  verschiedenen  Wur- 
zeln jUL  und  ix'  zugehOren,  und  die  Integration  über  den  ganzen 
vom  schwingenden  EOrper  erfüllten  Baum  ausgedehnt  wird. 

Diesen  Satz  hat  C  leb  seh  abgeleitet  unter  der  Voraus- 
setzung,  dass  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  einzelnen  Massen- 
theilchen  des  schwingenden  Körpers  wirken,  und  dass  auch  die 
Drücke  auf  der  Oberfläche  Null  sind.  Let^eres  ist  nun,  wenn 
einzelne  Stellen  der  Oberfläche  fest  gemacht  sind,  wie  die  En- 
den der  schwingenden  Saiten  oder  Stäbe,  nicht  der  Fall,  es 
bleibt  jedoch  der  ausgesprochene  Satz  auch  in  diesem  Falle  noch 
richtig ,  da  die  Oberflächenintegrale ,  auf  deren  Werth  es  an- 
kommt, verschwinden,  nicht  nur,  wenn  die  Spannungen,  son- 
dern auch  wenn  die  Verschiebungen  der  Punkte  in  der  Ober- 
fläche Null  sind. 

In  anderer  Weise  hat  Petz vaP  die  durch  die  Gleichungen 
(hy  Cj  d)  ausgedrückten  Sätze  verallgemeinert,  indem  er  nach- 
wies, dass  jeder  Differentialgleichung  von  der  Form 


•  -+-V  iß) 


mit  für  a?=0  und  a?  =  /  gegebenen  linearen  Grenzbedingungen, 
welcher  die  Auflösung 

ti=i7(acoSfjL^-H6sinfx^)-Hr'(a'co8fjL'^-Hft'sin|üiY)-h-. . . 

genügt,  eine  andere  Differentialgleichung  mit  analogen  Grenz- 
bedingungen entspricht,  nämlich 

deren  Integral  dargestellt  werden  kann  durch 

V  =  V(h  cos  pjt-^k  sin  fx^)  -h  P(A'  cos  fx't-^k'  sin  fx'O"^*  •  •  • 

derart,  dass  die  Werthe  jui,  /x',  jx", ...  in  r  die  Wurzeln  derselben 
transcendenten  Gleichung  sind,  wie  die  jx,  ii\  jx'', ...  in  u. 


1  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen,  U,  p.  650. 
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Die  Functionen  17,  U,. , .  und  V,  F',. . .  haben  dann  die 
Eigenschaft,  dass,  wenn  ü  irgend  eine  derselben  aus  der  ersten 
Reibe  und  F'  irgend  eine,  aber  zu  einer  anderen  Wurzel  gehörige 
aus  der  zweiten  Reihe  bedeutet, 


UV'da^  =  0 


ist.  Dieser  Satz  liefert  das  Mittel  zur  Bestimmung  der  Constan- 
ten in  dem  allgemeinen  Integrale  u,  verlangt  aber  zu  diesem 
Bebufe  die  Integration  einer  zweiten  Gleichung.  Während 
jedoch  die  Fälle,  fUr  welche  die  Gleichungen  (ft),  (c),  (rf),  (f) 
gelten,  sich  nur  auf  homogene  Körper  von  gleichförmiger  Dichte 
beziehen,  ist  der  Petzvarsche  Satz  dieser  Beschränkung  nicht 
unterworfen,  da  die  Coöfficienten  Xiny  Xsn-i,.-  welche  die 
durch  die  Dichte  dividirten  Spannungen,  Elasticitätscoöfficienten 
oder  ähnliche  Grössen  bedeuten,  beliebige  Functionen  von  a?  sein 
können. 

Man  gelangt  jedoch  auf  eine  andere  Form  der  Verallgemei- 
nerung der  durch  die  Formeln  (ft),  (c),  (df)  ausgedrückten  Sätze, 
wenn  man  jiinen  einfachen  Fall  der  Schwingungen  eines  in  ver- 
schiedenen Theilen  verschieden  dichten  Körpers  behandelt,  wie 
z-  B.  die  longitudinalen  Schwingungen  eines  Stabes,  welcher  aus 
mehreren  verschiedenartigen  Stücken  zusanmiengesetzt  ist.  Sind 
der  Stücke  zwei ,  so  erhält  man  ^  für  die  Verschiebung  eines 
Punktes  im  ersten  Stücke  den  Ausdruck 

^^=X^(a  cos  fxt-hh  sin  fä)  -+-  J, '(«'  cos  fx'^-t-ft' sin  jui'^)  -h  . .. . 

and  für  die  Verschiebung  eines  Punktes  im  zweiten  Stücke 

4^=X,(a  cos  iä-+-b  sin  jui^)  -♦-  X^^a'  cos  ixt-^b'  sin  ix'f)  -h  . . . 

X^  nnd  X^  sind  aus  trigonometrischen  zusammengesetzte  Functio- 
nen^  solcher  Art  ist  auch  die  Bestimmungsgleichung  für  fx. 

Bezeichnet  man  mit  l^  die  Länge  des  ersten  Stückes ,  mit 
/ — /j  die  Länge  des  zweiten  Stückes,  bedeuten  femer  p^  und  q^ 
Dichte  und  Querschnitt  für  das  erste,  p,  nnd  q^  dieselben  Gros- 


J  Sitzungsberichte,  LV. 

11* 
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gen  fttr  das  zweite  Stück ,  so  lässt  sich  die  zur  Bestimmung  der 
Constanten  //,  6, . . .  dienende  Eigenschaft  der  Functionen  JT,  und 
JTg  ausdrücken  durch  die  Gleichung 


da:-hp.,g^ 


X^X^(lv  =  0  (A) 


2 


Besteht  der  schwingende  Stab  aus  zwei  Stücken  und  ist 
ausserdem  an  der  Stelle,  an  welcher  diese  zwei  Stücke  zosam- 
menstossen ,  mit  einer  schweren  Masse  m  belastet ,  so  erhält 
man  für  die  Verschiebungen  in  den  zwei  Stücken  ähnliche  For- 
meln, wie  die  vorhergehenden,  nur  sind  die  Functionen  X^  und 
JITj,  und  ebenso  die  Bestimmungsgleichung  für  jx  anders  zusam- 
mengesetzt. Man  erhält  aber  weiter  noch  für  die  Bewegung  der 
Masse  m  einen  Ausdruck  von  der  Form 

^=J!f(rtC08fAf-+-ftsinjüi/)-+-ilf' (a'co8fjL7-+-ft'sinfA7)-4-  .  .  . 

worin  if,  ü/',.-«  constante,  durch  ^ie  Bedingungsgleichungen, 
denen  das  schwingende  System  unterworfen  ist,  vollständig  be- 
stimmte Grössen  darstellen. 

Fttr  diesen  Fall  ist  die  zur  Bestimmung  der  Constanten  die- 
nende Relation  folgende 

rix  ri 

Pi9t\  ^i^t^'^p292  X^X^dw-+-mMM'  =  0  (*) 

Die  beiden  Gleichungen  (A)  und  (*)  weisen  darauf  hin, 
dass  in  dem  Falle  eines  linearen  Systems  von  veränderlicher 
Dichte  p  die  Division  der  Bewegungsgleichung  durch  dieses  p, 
nach  welcher  Division  die  Gleichung  die  Form  (^)  annimmt,  das 
Problem  nicht  vereinfachen,  sondern  nur  compliciren  kann.  In 
der  That  lässt  sich  leicht  beweisen ,  dass  bei  entsprechenden 
Grenzbedingungen  die  parficulären  Integrale  der  Gleichung 

^  dfi  ~  d^r"  d^)  "^  d^^'  l^"'  /te^-^  J  ■*■  • '  •      ^^^ 

welche  in  dem  allgemeinen  Integrale 

u=  ü{a cos fx^-4-6 sin  vf)  -hC  («' cosjülYh-*' sin ix't)-^ . . .     (m) 
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vereinigt  sind,  die  durch  die  Formel 

pVUdx  =  0  {n) 

0 

ausgedrückte  Eigenschaft  besitzen,  mag  /:>  constant  oder  irgend- 
wie von  X  abhängig  sein.  Da  die  Gleichungen  für  die  schwin- 
gende Bewegung  eines  Körpers,  sobald  diese  durch  eine  einzige 
Grösse  u  als  Function  von  t  und  einer  anderen  Variabelen  x 
bestimmt  ist,  immer  die  Form  der  Gleichung  Q)  annehmen,  so 
ist  durch  die  Formel  («)  fllr  die  Constantenbestimmung  die  all- 
gemeine Grundlage  gegeben. 

Es  ist  demnach  auch  für  die  Gleichung  (/)  die  naturgemässe 
Form  die  folgende 

^llp{XX''^YY''^ZZ')dxdydz  =  0  (o) 

aber  nicht  nur,  wenn  f  constant  ist,  kann  diese  Formel  (o)  für 
(/)  geschrieben  werden,  sondern,  wenn  die  Dichte  p  als  verän- 
derlich betrachtet  wird ,  so  führen  die  Gleichungen  der  Elastici- 
tätstheorie  zu  dieser  Formel  (o)  und  nicht  zur  Formel  (/). 

Die  Gleichungen  (n)  und  (o)  liefern  aber  das  folgende  wich- 
tige Theorem: 

Die  lebendige  Kraft  eines  schwingenden  elasti- 
schen Körpers  ist  für  jeden  Augenblick  gleich  der 
Summe  der  lebendigen  Kräfte,  die  den  einzelnen  ein- 
fachen Schwingungen  entsprechen. 

Differenziii;  man  nämlich  z.  B.  die  Gleichungen  {e)  nach  t, 
und  bildet  das  über  den  ganzen  Bauminhalt  des  Körpers  ausge- 
dehnte Integral 


.Hir*e)-(§Ji 


dxdydz 


so  stellt  dieses  die  gesammte  lebendige  Kraft  des  schwingenden 
Körpers  dar.  In  dem  Werthe  dieses  Integrals  fallen  nun  in 
Folge  der  Gleichung  (o)  alle  doppelten  Producte  jener  Glieder, 
welche  verschiedenen  von  den  Wurzeln  /jl,  /jl',...  entsprechen, 
weg,  nur  die  Quadrate  aller  dieser  Glieder  bleiben  übrig,  und 
diese  stellen  die  lebendigen  Kräfte  der  Einzelschwingungen  dar. 
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Diesen  Satz  hat  zuerst  deSaint-Venant^  ausgesprochen 
als  einen,  der  sich  in  allen  speciellen  Fällen,  auf  die  er  ihn  an- 
zuwenden vermochte,  bewahrheitet  hat. 

Lippich  *  lieferte  einen  Beweis  dieses  Satzes  und  ge- 
langte zu  dem  Resultate,  dass  die  Giltigkeit  desselben  gleich- 
giltig,  ob  man  es  mit  einem  homogenen  elastischen  Körper  oder 
mit  einer  Vereinigung  beliebig  vieler  von  verschiedener  Natur  zu 
thun  hat,  nur  von  den  Bedingungen  an  den  Grenzen  des  Systems 
abhängt  und  dann  statt  hat,  wenn  die  auf  die  Oberfläche  etwa 
wirkenden  Kräfte  gewisse  lineare  Functionen  der  Verschiebungen 
ihrer  Angriffspunkte  sind ,  bei  beliebigen  anderen  Grenzbedin- 
gungen. 

Auch  Lippieh  geht  von  den  Gleichungen  der  Elasticitäts- 
theorie  aus  und  kommt  zu  diesem  Resultate  auf  demselben  Wege, 
auf  welchem  Clebsch  zu  dem  durch  die  Formel  (f)  gegebenen 
Satze  gelangt  ist. 

Damit  ist  aber  dieser  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  der 
schwingenden  Bewegungen  und  die  Anwendbarkeit  der  mit  ihm 
in  Zusammenhang  stehenden  Methode  der  Constantenbestim- 
mung  noch  nicht  in  der  ihnen  zukommenden  Allgemeinheit  be- 
wiesen. So  sind  die  beiden  oben  angeführten  speciellen  Fälle 
der  transversalen  Schwingungen  elastischer  Stäbe  und  Platten 
in  dem  Beweise  nicht  mit  inbegriffen,  sie  sind  es  jedoch  in  dem 
Beweise  der  Gleichung  (n).  Denn  die  Gleichungen  fSr  diese 
Schwingungen  sind  von  der  vierten  Ordnung ,  jene  der  Elastici- 
tätstheorie  sir  d  ci  nur  von  der  zweiten ,  und  die  von  Clebsch 
und  Lippich  gefllhrten  Beweise  stützen  sich  auf  diese  specielle 
Form  dieser  Gleichungen.  Es  hat  zwar  aus  diesen  Clebsch 
auch  Gleichungen  für  die  Transversalschwingungen  der  elasti- 
schen Stäbe  abgeleitet,  doch  sind  gerade  die  von  ihm  aufgestell- 
ten Gleichungen  so  beschaffen,  dass  ihre  particulären  Integrale 
dem  von  Clebsch  bewiesenen  Satze  (f)  nicht  genügen. 

Femer  gilt  das  erwähnte  Theorem  nicht  blos  für  die 
Schwingungen  fester  elastischer  Körper,  sondern  auch  noch  für 
andere  Schwingungsprobleme,  bei  denen  es  sich  um  die  Integra- 


1  Comptes-rendus.  LX. 

2  Sitzungsberichte.  LIV,  63. 
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tiou  von  linearen  Differentialgleichungen  handelt,  and  hat  die 
Anwendbarkeit  der  damit  zusammenhängenden  Methode  der  Con- 
stantenbestimmung  eine  noch  viel  weitere  Ausdehnung. 

Es  lässt  sieh  aber  dieser  Satz  von  den  lebendigen  Kräften 
allgemein  und  in  sehr  einfacher  Art  beweisen  ^  wenn  man  von 
den  Gleichungen  für  die  unendlich  kleinen  Schwingungen  eines 
Systems  von  beliebig  vielen  Punkten  ausgeht,  welche  nicht  nur 
ftlr  den  Fall  der  Schwingungen  der  einzelnen  Theilchen  fester 
elastischer  Körper,  sondern  auch  noch  ftlr  alle  anderen  Fälle  von 
unendlich  kleinen  Schwingungen  gelten. 

Was  die  Bedingungen  anbelangt,  unter  welchen  dieser  Satz 
besteht ,  so  ergibt  sich ,  dass  er  immer  Giltigkeit  hat,  sobald  die 
die  Schwingungen  unterhaltenden  Kräfte  als  lineare  Functionen 
der  in  dem  System  eingeleiteten  Verschiebungen  dargestellt  wer- 
den können  und  so  beschaffen  sind ,  dass  sie  und  die  von  ihnen 
unterhaltenen  Bewegungen  dem  allgemeinen  Principe  der  leben- 
digen Kräfte  genügen. 

Es  existirt  dann  für  alle  in  dem  System  bei  Unterhaltung 
der  Schwingungen  thätigen  Kräfte  eine  Kraftfunction,  und  diese 
ist  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  den  nach  drei 
auf  einander  senkrechten  Richtungen  geschätzten  Componenten 
aller  in  dem  System  eingeleiteten  Verschiebungen. 

Die  Quelle  des  Satzes  bildet  eine  Eigenschaft  der  homo- 
genen Functions  a  zweiten  Grades ,  welche  sich  in  folgender 
Weise  ausdrücken  lässt.  Ist  ü  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  von  den  Variablen  o?,,  a?^,  ^3,  • .  •  tmd  geht  diese  Func- 
tion über  in  ü' ,  wenn  diese  Variablen  ersetzt  werden  durch  an- 
dere x[^  x^y  ^3>  •  •  •  so  ist 

dU    .       dV    ,  du'  du'  '  ,  . 

wenn  auf  jeder  Seite  der  Gleichung  alle  Differentialquotienten 
von  ü  oder  U*  nach  allen  darin  enthaltenen  Variablen  gesetzt 
werden. 

Der  Satz  gilt  nun  zunächst ,  wenn  die  auf  die  einzelnen 
Punkte  des  Systems  wirkenden  Kräfte  in  der  Wechselwirkung 
zwischen  diesen  Punkten  allein  ihren  Ursprung  haben,  wie  im 
Falle  der  Schwingungen  eiues  freien  elastischen  Körpers.  Die 
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Kraftfunctioii  enthält  dann  nur  Differenzen  der  Verschiebungs- 
componenten.  Es  bleibt  jedoch  der  Satz  auch  dann  giltig,  wenn 
auf  jeden  oder  einzelne  der  Punkte  noch  andere  Kräfte  wirken, 
welche  lineare  Functionen  seiner  oder  ihrer  Verschiebungscom- 
pouenten  und  durch  eine  von  diesen  allein  abhängige  Eraft- 
function  bestimmt  sind.  Darin  ist  auch  der  Fall  mit  enthalten, 
dass  unter  den  im  System  der  bewegten  Punkte  thätigen  Kräften 
solche  vorhanden  sind ,  welche  aus  Wechselwirkungen  zvdschen 
diesen  Punkten  und  anderen  unbeweglichen  entspringen,  und 
brauchen  diese  fixen  Punkte  nicht  an  der  Oberfläche  des  Systems 
sich  zu  befinden,  sie  können  durch  das  ganze  System  beliebig 
zerstreut  sein. 

Lässt  sich  die  Kraftfunction  in  Tbeile  zerlegen  derart, 
dass  in  jedem  der  Theile  keine  jener  Variablen  enthalten  ist, 
welche  in  den  anderen  Theilen  vorkommen,  so  besitzt  jeder  solche 
Theil  fUr  sich  die  durch  die  Gleichung  (p)  ausgedrückte  Eigen- 
schaft, und  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  der  Schwingungen 
gilt  dann  fttr  jene  Schwingungen,  welche  von  den  einem  solchen 
Theile  entsprechenden  Kräften  unterhalten  werden,  für  sich. 

Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  den  Schwingungen  gespannter 
Saitea ;  die  longitudinalen  und  die  transversalen ,  letztere  in 
zwei  auf  einander  senkrechte  Richtungen  zerlegt,  bilden  drei 
von  einander  unabhängige  Schwingungssysteme  und  der  in  Be- 
tracht stehende  Satz  gilt  für  jedes  für  sich. 

Dieser  Fall  tritt  z.  B.  auch  ein,  wenn  ein  System  von  Punk- 
ten durch  fixe  Punkte  in  einander  nicht  beeinflussende  Theile 
getheilt  ist,  der  Satz  gilt  dann  für  jede  zwischen  solchen  Knoten 
liegende  Abtheilung  für  sich. 

Die  Giltigkeit  dieses  Satzes  ist  nur  durch  eine  bestimmte 
Form  der  Bewegungsgleichungen  bedingt,  und  er  besteht  z.  B. 
auch  fttr  den  Fall,  dass  die  einzelnen  Punkte  des  Systems  in 
einem  widerstehenden  Mittel  schwingen ,  sobald  der  Widerstand 
mit  der  Geschwindigkeit  und  der  Masse  jedes  Punktes  in 
directem  für  alle  Punkte  gleichem  Verhältnisse  steht.  Dieser 
formelle  Ursprung  des  Satzes  hat  auch  zur  Folge,  dass  die  mit 
ihm  in  Verbindung  stehende  Methode  der  Constantenbestimmung 
nicht  nur  bei  Schwingungsproblemen,  sondern  auch  bei  anderen, 
wie  z.  B.  denen  der  Theorie  der  Wärmeleitung,  ihre  Anwendung 
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findet.  Sie  ftthrt  immer  zmu  Ziele^  sobald  es  sich  um  ein  System 
von  linearen  Differentialgleichungen  handelt,  von  der  Gestalt, 
dass  die  Variablen  Wj,  m„  «I3, . . .  ausgedrückt  sind  durch 

f  du.      .  d'hi.  \      du 

(?) 

r  du.     ,rf»K,  1      du 


m, 


iWa 


Darin  bedeutet  U  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
der  Variablen  Mj  ,  w^ ,...;«,  A  ..  .  bedeuten  constante  Cofe'f- 
ficienten,  die  Factoren  wi,,  w^,. .  .können  gleich  oder  von  Glei- 
chung   zu    Gleichung    verschieden    sein.    Die    Giltigkeit    der 
Methode  ist  von  der  Anzahl  der  Gleichungen  nicht  abhängig,  sie 
trifft  auch  dann  noch  zu*  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  un- 
endlich gross  wird,  die  Variablen  w,,  m,  .  .  .  eine  Reihe  mit  un- 
endlich kleinen  Differenzen  bilden,  in  welchem  Falle  das  System 
der  obigen  Gleichungen  sich  durch  partielle  Differentialgleichun- 
gen   und  gewöhnliche  Differentialgleichungen   fttr  die   Grenz- 
werthe    der  Variablen    ersetzen    lässt.    Umgekehrt    ist   diese 
Methode  der  Constantenbestimmung  anwendbar  bei  solchen  par- 
tiellen Differentialgleichungen,  welche  sammt  den  Grenzbedin- 
gnngen  als  Repräsentanten   eines  Gleichungssystems  von  der 
Form  (y)  betrachtet  werden  können,  und  ist  durch  sie  zugleich 
die  Entwicklung  von  Functionen  in  Reihen,  welche  nach  parti- 
calären  Integralen  dieser  Differentialgleichungen  fortschreiten, 
ermöglicht. 

Obwohl  alle  diese  Folgerungen  aus  den  Gleichungen  für 
die  unendlich  kleinen  Schwingungen  eines  Systems  von  Punkten 
in  höchst  einfacher  Weise  sich  ergeben,  und  diese  Gleichungen 
schon  oft  discutirt  worden  sind,  vielleicht  auch  schon  in  der 
hier  angedeuteten  Richtung,  was  mir  nicht  bekannt  ist,  so  will 
ich  doch  die  zu  den  auseinandergesetzten  Resultaten  führenden 
einfachen  Entwicklungen  im  Folgenden  zusammenstellen. 


Ein  System  von  n  Punkten  sei  im  stabilen  Gleichgewichte, 
also  die  Resultante  aller  auf  jeden  einzelnen  Punkt  wirkenden 
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Kräfte  Null.  Werden  den  einzelnen  Punkten  unendlich  kleine^ 
im  übrigen  aber  beliebige  Verschiebungen  ertheilt,  so  ist  die 
Resultante  der  auf  irgend  einen  der  Punkte  wirkenden  Kräfte 
bestimmt  durch  eine  lineare  Function  der  nach  drei  rechtwink- 
ligen Axen  geschätzten  Componenten  der  Verschiebungen  dieses 
Punktes  und  auch  der  Verschiebungen  der  anderen  Punkte,  ent- 
weder aller  oder  nur  einiger  derselben. 

Gilt  ftlr  diese  Kräfte  und  die  von  ihnen  erzeugte  Bewegung 
das  Princip  der  lebendigen  Kraft ,  so  gibt  es  eine  Kraftfnnc  don, 
welche  nach  den  Componenten  der  Verschiebung  eines  beliebi- 
gen Punktes  differenzirt ,  die  Componenten  der  Kesultirenden 
aller  auf  diesen  Punkt  wirkenden  Kräfte  liefert.  Diese  Kraft- 
function  ist  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  Compo- 
nenten aller  in  dem  System  von  n  Punkten  eingeleiteten  Ver- 
schiebungen. 

Werden  diese  Verschiebungscomponenten  mit  Cj ,  ^j^ ,  Ci  ftlr 
den  ersten  Punkt,  mit  ^,  >?„  C»  l'ttr  den  zweiten  u.  s.  w.  bezeich- 
net, so  kann  die  Kraftfunction  P  dargestellt  werden  durch 

-l-5„»J*-l-5„r,»-+-  .  .  .  -l-25„>3,>J,-t-25,3i5,r,,-H  .  .  .       (1) 

-^Vi-^C„l;l-^  .  .  .  -+-2C„C,?,-t-2C,3?,?3-H  .  .  . 

worin  die  Co6f&cienten  A,  B,  C  von  den  Verscbiebtingen  anab- 
hängige GröBt  ?n  bezeichnen. 

Sind  m^,  m^,  m^,  .  .  d'e  Massen  der  einzelnen  Punkte,  so 
sind 

f§^_dP         tPit_  dP 

*"»  dt'  ~ d?^ '  '"^~r~ d>:, ' •  •■ 

a^o^       dP         <«  j,       dP  ._. 


«*?,       dP  d*!:,       dP 

die  Bewegungsgleichungen  des  Systems. 
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Diesen  Gleicbnngen  genügen  die  speciellen  Auflösungen 

^j  =  «jCOS|mi,     fj=.«jCOS|üLf ,  .  .  . 

»3|  =  4,  COSfJl^,      >3|j  =  6jC08ji;^,  ...  (3) 

Ci  =  ^lC08|jL^,       ^2  —  ^«COSjül/ ,   .  .   . 

unter  der  BediDguo?,  dass  durch  die  Coöfficienten  a,  ft,  c  und 
die  Grösse  ix  die  Gleichungen 

,  ,  rfPo  t^    IL  dP^ 

zu  identischen  werden.  In  diesen  Gleichungen  stellt  P^  den 
Ausdruck  dar,  in  welchen  P  sich  verwandelt,  wenn  darin  die 
Variablen  f, ^. .  .>3, »j,.  . . Ci  C«-  •  •  ersetzt  werden  durch  die  CoSf- 
ficienten  a^a^. .  .b^b^. .  .c^c^. . . 

Aus  den  Gleichungen  (4)  können  die  Verhältnisse  von 
3it — 1  der  CoSfficienten  a^  by  c  zudem  übrigbleibenden  etwa 
a,  bestimmt  werden.  Damit  die  Sn  Gleichungen  unter  einander 
verträglich  sind,  muss  die  Gleichung,  welche  nach  Elimination 
dieser  3» — 1  Verhältnisse  übrig  bleibt,  eine  identische,  d  i  die 
Determinante  der  3it  linearen  Gleichungen  muss  Null  sein. 

Diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  von  [>?  und  sie  lie- 
fert flir  dieses  3«  Werthe,  welchen  dann  ebenso  viele  Systeme 
von  particulären  Auflösungen  entsprechen.  Das  System  (3)  ist 
ein  solches,  wenn  fx*  eine  Wurzel  dieser  Gleirhung  bezeichnet. 
Ist  /ul'*  eine  andere  Wurzel,  so  sei  das  dieser  Wurzel  entspre- 
chende Auflösungssystem 

?,  =a,'cosjüL'^ ,     ?,:=«,  cos  fiY,  .  .  . 

>3,  =  *iC08jül7,      >?,  =  ijCOS|Ul'^,  ...  (5) 

Ci  =  Cj'C0SfJL'^,      C2  =  ^tC0SfA'^,  .  .   . 
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und  die  Coöfficieiiten  a',  b',  c'  genügen  den  Gleichungen 

.     äP'  ,,       ,     dP' 

worin  P^  den  Ausdruck  darstellt,  in  den  sich  P  verwandelt,  wenn 
darin  die  Variablen  Cf?»-  •  ^Ji^J«.  •  •<^t^2'  •  •  ^rs^^zt  werden  durch 
die  Coßfficienten  a[a^. .  .b[b'^. .  .cjc,. . . 

Zwischen  den  CoSfficienten  der  beiden  Auflösungssysteme 
(3)  und  (5)  besteht  eine  Beziehung,  welche  man  findet,  wenn 
man  die  Gleichungen  (4)  der  Reibe  nach  mit  a[a^ . . . b[b^ , . . c[c^. . . 
multiplicirt  und  addirt,  ebenso  die  Gleichungen  (6)  der  Reihe 
nach  mit  a^a.^, .  .b^b^. .  .c^c^. . .  multiplicirt  und  addirt  und 
dann  die  beiden  Summen  von  einander  subtrahirt.  Das  Resul- 
tat ist 


da[ ""'     db;  ^'     de; ""'     da; «»     •    • 

Nach  der  durch  die  Formel  (ni)  ausgedrückten  Eigenschaft 
der  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  ist  die  zweite  Seite 
dieser  Gleichung  Null,  und  da  der  Voraussetzung  gemäss  .a* 
und  /jl'*  von  einander  verschieden  sind ,  so  muss 

WI,(«^r/j'-+-ft,A,'-+-C,C,')-+-»#j(a,Wj-f-6jftg-H-r2rg)-H-   ...   =0      (7) 

sein,  und  diese  Relation  gilt  für  je  zwei  beliebige  Systeme  der 
Coöfficienten  a,  6,  c,  welche  zwei  beliebigen  Wurzeln  der  Glei- 
chung für  fjL*  entsprechen. 

Aus  dieser  Gleichung  (7)  folgt  bekanntlich  ,  dass  unter  den 
Wurzeln  jul*,  /x'*,  .  .      keine  complexen   sich  befinden.   Wären 
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solche  vorhanden,  so  müsste  die  Gleichung  (7)  auch  für  je  zwei 
solcher,  also  auch  für  die  coi\jugirten  Paare  bestehen.  Die  den 
coi\jugirten  Wurzeln  entsprechenden  Co6fficienten  a ,  6 ,  e  sind 
aber  dann  ebenfalls  zu  einander  conjugirt ,  und  da  das  Product 
zweier  solcher  eine  Summe  von  zwei  Quadraten  bildet ,  so  ver- 
langt dann  die  Gleichung  (7)  das  Verschwinde»  einer  Summe  von 
Quadraten,  welches  Verlangen  nur  durch  das  Verschwinden 
jedes  Gliedes  befriedigt  werden  kann. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  lässt  sich  femer  auch  beweisen, 
dass  fftr  den  Fall  der  unendlich  kleinen  Schwingungen,  welche 
die  Punkte  eines  Systems  um  ihre  Gleichgewichtslagen  machen, 
die  Wurzeln  der  Gleichung  für  fx^  nur  positiv,  also  alle  Werthe 
von  IX  nur  reell  sein  können. 

Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichungen  (4)  der  Reihe 
nach  mit  a^y  (i^y  -  -  f^v  ^v  -  -c^,  c^  .  .  .  und  addirt  sie  sodann, 
so  folgt 

— |jL=^[iw,(«j-+-6j-HcJ)H-»i,(aJ-f-6*-+-cJ)-f-  •  .  .  ] 
rfPo  dPo  dP^  A 

Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  homogenen  Functio- 
nen zweiten  Grades  ist  aber  die  zweite  Seite  dieser  Gleichung 
=  2P^,  also  folgt 

-,x«[m,(fl«^6j-Hof)H-^(«J-H6j-+-c;).^  .  .  .  ]  =  2Po        (») 

Die  Function  P  bedeutet  die  Arbeit,  welche  die  auf  die  ein- 
zelnen Punkte  des  Systems  wirkenden  Kräfte  leisten ,  wenn  die 
Punkte  aus  ihren  Gleichgewichtslagen  um  ^t^jC,,  ^>?2^«'  •  •  ^^^' 
schoben  werden.  Diese  Arbeit  ist  wesentlich  negativ,  es  ist  also 
auch  in  der  Gleichung  (8)  Pq  eine  negative  Grösse,  woraus  wei- 
ter sich  ergibt,  dass  jui^  nur  positiv  sein  kann. 

An  Stelle  der  Auflösungen  (3)  kann  man  auch  das  folgende 
System  setzen : 

S,  =  ^,sinfx^,     ^  =  A^Qmiäy  .  .  . 

>9i==Ä,sinjüi^,     >3j  =  Ä,8in|uif ,  .  .  . 

{j  =  CjSinjtjif ,     C8=Ci8infjL^,  .  .  . 
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und  gilt  ftlr  die  Co^fficienten  Ay  By  C  alles  in  gleicher  Weise 
wie  für  die  Coöfficienten  «,  6,  c,  da  sich  erstere  von  diesen  nur 
durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden  können.  Denn  das 
für  diese  CoSfficienten  bestehende,  den  Gleichungen  (4)  analoge 
System  ftthrt  zur  selben  Gleichung  für  jx^,  uud  liefert  nach  Ein- 
setzung derselben  Wurzel  für  die  Verhältnisse  der  Coöfficienten 
A,  Bj  C  dieselben  Werthe,  wie  fttr  die  Verhältnisse  der  «,  ft,  c. 
Die  beiden  Gleichungen 

sind  also  nur  Wiederholungen  der  Gleichung  (7). 

Die  allgemeinen  Auflösungen  der  Gleichungen  (2)  sind  die 
Summen  aller  particulären,  können  also  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden : 

^^=a^  cos  lä-^A^  sin  |xf-Ha^  cos  iJL't-^A[  sin  jx't-^ . . . 

>3 j=ftj  cos  [kt-^B^  sin  jüi/H-ft '  cos  /x'^h-ä'  sin  [k't^ , . . 

(10) 
^j={?j  cos lä-^C^  sin  iit-hc^  cos ii't-hC^ sin  jül7-h  . . . 

^=a^  cos  fx^H--^,  sin  iit-ho^  cos  ix't-^A^  sin  jx'^-t- . . . 


Differenzirt  man  diese  Gleichungen  nach  t,  quadrirt  dann 
jede  derselben,  multiplicirt  dann  die  drei  Gleichungen  für  den 
ersten  Punkt  mit  m^  die  drei  ftir  den  zweiten  mit  m^  u.  s.  w.  und 
summirt,  so  hat  man  auf  der  ersten  Seite 


m, 


m-m'-m'M'^hm'-m 


k 


und  auf  der  zweiten  Seite  bleiben  nur  die  Quadrate  der  den  ein- 
zelnen Wurzelwerthen  von  jui  entsprechenden  Glieder ,  welche 
die  den  elementaren  Schwingungen  entsprechenden  G^chwin- 
digkeiten  darstellen;  alle  doppelten  Producte  der  verschiedenen 
Wurzelwerthen  jul,  jul'  .  .  .  entsprechenden  Glieder  fallen  in  Folge 
der  Gleichungen  (7)  und  (9)  hinweg. 
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Damit  ist  der  Satz  bewiesen,  dass  die  gesammte  leben- 
dige Kraft  des  Systems  für  jeden  Augenblick  gleich 
i6t  der  Summe  der  lebendigen. Kräfte,  welche  den 
einzelnen  einfachen  Schwingungen  entsprechen. 

Was  die  Anwendung  der  Gleichung  (7)  zur  Bestimmung  der 
CoSfficienten  a,  by  c,  A,  By  C  anbelangt,  so  ist  schon  bemerkt 
worden,  dass  durch  die  Gleichungen  (4)  die  Verhältnisse  zwi- 
schen diesen  bestimmt  sind.  Man  kann  also 

b,=^,p,     b,  =  ß,p,...  (11) 

setzen,  worin  p  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  die 
Grössen  «,  ß,  7  aber  alle  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  man 
einer  von  ihnen  einen  bestimmten  übrigens  beliebigen  Werth 
gibt 

Denkt  man  sich  statt  der  Wurzel  jui*  eine  andere  jul*  in  die 
Oleichungen  (4)  gesetzt,  so  können  die  zugehörigen  CoßfiB- 
<^ienten 


^ß\P'^     K  =  ßtP'^-'  (12) 

=  y'xP'>   ^i=7ips  •  •  • 


gesetzt  werden,  worin  p'  wieder  eine  willkürliche  Constante  be- 
zeichnet. 

Führt  man  die  Werthe  (11)  und  (12)  in  die  Gleichung  (7) 
ein,  so  folgt 

tn,  (a,a\-hß,ß\-^y,y[)  ^m,  (a^a'^-^ß,ß',^y,y';)-^ . . . = 0    (13) 

Analog  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  hat  man  auch,  wenn 
^  nnd  q*  wieder  arbiträre  Constante  bedeuten 

^  =  a,y,     A^  =  (^qy  .  .  .  A;  =  a[q'j  .  .  . 

B,=ß,q,     B,  =  ß,q,...B[  =  ß[q',... 
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Es  können  daher  die  allgemeinen  Auflösungen  (10)  in  fol- 
gende Form  gebracht  werden 


^^  =  a^{p  cos  lä-^q  sin  jui^)  -+-a^(p'cos  |ix'^-+-y'sin  ix't)  - 
r,,  =  ß,  (p  cos  ixt-^q  sin  jui^)  -Hj3',(p'cos  /ixVH-y'sin  ix't)  - 
^j  =  7j(pcosjUL/H-ysin|UL^)  -+-7j(p'co8fx'^-+-y'8in^'^)- 
^j  =  «^(p  cos  ixt-hq  sin  jui/)  -+-aJj(p'cos  /ix'^-Ky'sin  /ül7)  - 


(14) 


in  welchen  nur  die  Constanten />,  p',. .  .y,  y',. .  .unbestimmt  sind 
und  aus  den  ani^nglichen  Verschiebungen  und  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  gefunden  werden  können. 

Sind  z.  B.  für  ^=0  die  Verschiebungen  jr„  ^,,  s,,  Xf,  t)^9  §„.-• 
gegeben,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (14) 

x^  =  cc^p^a[p'-^  .  .  . 

t)i  =  ßiP-hß[p'-h  .  .  . 

äi  =  7iP-^7lP'-^-  •  •  • 


Um  die  Constante  p  zu  finden,  multiplicire  man  diese  Glei- 
chungen der  Reihe  nach  mit  «,,  /3j,  7, ,  a^,  p,,  7,, ausser- 
dem die  Gleichungen  für  den  ersten  Punkt  noch  mit  m^ ,  die  ftir 
den  zweiten  mit  m^  u.  s.  w.,  und  addire  nunmehr  alle  Gleichun- 
gen. Mit  Rücksicht  auf  (13)  erhält  man 

^i(«iJ^i-+-ßi9i-H7,ä,)-H»i,(v2-^P»9»-H7»ä»)-^-  •  • 

=p[wi,(afH-p*-H7j)-+-m,(aJ-HPJ-+-7i)-+--  •  •] 

wodurch  2?  bestimmt  ist.  In  derselben  Weise  findet  ms,np'y  p'\. . 
und  aus  den  anfänglichen  Geschwindigkeiten  folgen  in  derselben 
Art  die  Constanten  y,  y',  y" . . . 

Die  Giltigkeit  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft  und  der 
Methode  der  Constantenbestimmung  ist  bedingt  durch  die  Glei- 
chung (7)  und  diese  durch  die  Form  der  Gleichungen  (4).  Es 
werden  daher  der  Satz   von  der  lebendigen  Kraft    und  die 
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Methode  der  Constantenbestimmuiig  auch  dann  noch  gelten, 
wenn  statt  der  Gleichungen  (2)  andere  gegeben  sind,  wenn  nur 
das  Gleichungssystem,  welches  nach  Substitution  einer  particu- 
lären  Lösung  aus  den  DiflFerentialgleichungen  sich  ergibt,  die 
Form  der  Gleichungen  (4)  besitzt. 

Dies  ist  z.  B.  der  Fall ,  wenn  das  System  von  Punkten  in 
einem  widerstehenden  Mittel  schwingt,  sobald  da  der  Widerstand, 
den  jeder  Punkt  bei  seiner  Bewegung  erfährt,  mit  der  Geschwin- 
digkeit und  der  Masse  des  Punktes  in  directem  Verhältnisse 
steht  und  der  Werth  dieses  Verhältnisses  för  alle  Punkte  der- 
selbe ist.  Bezeichnet  man  diesen  Werth  mit  2v,  so  treten  an 
Stelle  der  Gleichungen  (2)  die  folgenden 


'  \.  dt*  dt )       dr,i 


(15) 


Eine   particuläre   Lösung   dieser   Gleichungen    bilden   die 
Werthe 

^^=a^e''''*C0Hixij     ^  =  «^e-^' cos  jtx^ ,  .  .  . 

r^^  =  b^e'"'*GO^lxt ,    vj^  =  A^^-^' cos  ]ul^  »     .  . 

t^  =  e,^""^'  cos  ixt ,    ?j  =  c^e-**  cos  fxt  y  ,  .  . 

und  die  Gleichungen,  welche  man  zur  Bestimmung  der  Co^ffi- 
cienten  Uy  b,  c  erhält,  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen 
(4)  nnr  dadurch,  dass  sie  /i^-hv*  an  Stelle  von  |ix*  enthalten.  Die 
Gleichung  (7)  lässt  sich  also  fttr  diesen  Fall  in  derselben  Art 
beweisen,  wie  für  den  früheren^  und  gelten  also  auch  fttr  diesen 
Fall  alle  aus  dieser  Gleichung  gezogenen  Consequenzen. 

Die  Gleichung  (7)  wird  aber  auch  noch  bestehen ,  wenn 
man  statt  der  Gleichungen  (15)  solche  statuirte,  in  denen  keine 
zweiten  DiflFerentialquotienten  der  Verschiebungen  nach  t,  son- 

SiUb.  a.  mÄthem.-natunr.  Cl.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  12 
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dem  nur  die  ersten  auftreten.  Der  Art  sind  die  Gleichungen ,  zu 
denen  die  Theorie  der  Wärmeleitung  führt ;  es  ist  also  auch  bei 
diesen  dieselbe  Methode  der  Constantenbestimmung  anwendbar, 
und  sie  ist  es  auch  noch  fttr  andere  Gleichungen,  welche  andere 
Diflferentialquotienten  nach  t  enthalten,  aber  denen  unter  (15) 
analog  gebaut  sind. 

Bei  den  bisherigen  Entwicklungen  ist  vorausgesetzt  wor- 
den ,  dass  die  Gleichungen  (4)  ein  derart  zusammenhängendes 
System  bilden,  dass  keine  derselben  oder  keine  Gruppe  dersel- 
ben nur  solche  Variable  enthält,  die  in  keiner  anderen  vorkom- 
men. Tritt  dieser  Fall  ein,  so  muss  das  Gleichungssystem  (4)  in 
die  von  einander  unabhängigen  Gruppen  zertheilt  werden.   Es 
existirt  dann  für  jede  Gruppe   eine  gesonderte  Bestimmungs- 
gleichung  für  jtx*,  aber  es  besteht  dann  auch  für  die  Cofe'fficien- 
ten  in  jeder  einzelnen  dieser  Gruppen  die  Gleichung  (7),  somit 
gilt  auch  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  für  jede  Gruppe  für 
sich  und  ebenso  findet  die  Methode  der  Constantenbestimmung 
für  jede  einzelne  Gruppe  ihre  separate  Anwendung. 

Dass  dem  so  ist,  folgt  daraus,  dass  in  einem  solchen  Falle 
auch  die  Kraftfunction  P  in  Theile  zerftlllt,  welche  von  einander 
unabhängig  sind.  Jeder  Theil  bildet  wieder  eine  homogene 
Function  zweiten  Grades,  welcher  die  durch  die  Gleichung  (p) 
ausgedrückte  Eigenschaft  zukommt,  so  dass  die  Gleichung  (7) 
für  jede  Gruppe  von  Coöfficienten  einzeln  gefolgert  werden 
kann. 

Am  häufigsten  tritt  dieser  Fall  in  der  Weise  ein,  dass  die 
Schwingungen  in  den  drei  auf  einander  senkrechten  Richtungen 
von  einander  unabhängig  vor  sich  gehen,  die  Kraftfunction  also 
in  drei  Theile  zerfällt,  von  denen  einer  nur  von  den  VerscYüe- 
bungen  ?,  der  andere  von  ^en  Verschiebungen  >?,  der  dritte  von 
den  Verschiebungen  C  abhängig  ist.  Es  zerfallen  dann  aucli  die 
Gleichungen  (4)  in  drei  solche  Systeme,  und  an  die  Stelle  der 
Gleichung  (7)  treten  die  drei  folgenden 

m^a^a\-\-'mjfl^a^-^  ...  =0 

m,6,6j -HJWjÄgfei"*"  ...  =0 
.  .  =0 
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nnd  gilt  dies  z.  B«  für  die  gleichzeitig  stattfindenden  longitudi- 
nalen  und  transversalen  Schwingungen  von  Saiten  und  Stäben. 


Zum  Schlüsse  will  ich  noch  das  im  Eingange  von  der  Glei- 
chung (/)  behauptete  nachweisen.  Es  genügt,  einen  speciellen 
Fall  zu  betrachten,  da  sich  die  Betrachtung  des  allgemeinen  von 
der  des  speciellen  nur  durch  die  grössere  Weitläufigkeit  unter- 
scheidet. 

Es  sei  die  Gleichung 

gegeben,  worin  p,  L^  M,  N  Constante  oder  Functionen  von  .r 
sein  können.  Sind 

Tcos  [kt    und     U  cos  ik't 

zwei  particuläre  Integrale  dieser  Gleichung,  so  genügen  ü  und 
V  den  beiden  folgenden 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  zwei  Gleichungen  mit  ü'dxy 
die  zweite  mit  üdxy  bildet  von  diesen  Producten  die  Differenz 
nnd  integrirt  diese  von  0  bis  /,  so  folgt 


Ox'*-pL*)       pUÜ'd.V= 


[     dxy     dx]         dxK     dx  )\ 


Die  beiden  Integrale  rechts  vom  Gleichheitszeichen  lassen 
sich  i'idrklich  auswerthen.  Nach  zweimaliger  partieller  Integra- 

12* 
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tion  des  ersten  und  einmaliger  des  zweiten  erhält  man  för  diesel- 
ben den  Ausdruck 

dx  l    dx^  J       dx      da^  dx 

dx\    dx^J       dx      dx-  dx 


(1^) 


in  welchem  zuerst  x  =  l,  dann  .r=0  zu  setzen  und  das  zweite 
Substitutionsresultat  von  dem  ersten  zu  subtrahiren  ist.  Sind 
die  Bedingungen  fWr  die  Grenzen  x=0  und  x=l  so  beschaffen, 
dass  der  Ausdruck  (18)  =  0  wird,  so  wird  auch  der  erste  Theil 
der  Gleichung  (17)  =  0  und  somit 

pUÜ'dx  =  0  (19) 

wenn  ]ul  und  fx'  von  einander  verschieden  sind. 

Es  gibt  nun  drei  Paare  von  Grenzbedingungen ,  von  wel- 
chen jedes  die  Eigenschaft  hat,  sowohl  die  erste  wie  die  zweite 
Reihe  des  Ausdruckes  für  sich  verschwinden  zu  machen.  Sie 
sind 

w  =  0,     ~=0  (20) 

dx  ^ 

-  =  0,     ^^  =  0  (21) 

Diese  Grenzbedingungen  stehen  zugleich  in  einem  organi- 
schen Zusammenhange  mit  der  Differentialgleichung  (16).  Die- 
ser Zusammenhang  wird  am  einfachsten  klar,  wenn  man  von 
der  Gleichung  (16)  auf  das  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen, welches  sie  repräsentirt,  oder  auf  die  homogene 
Function  zweiten  Grades,  aus  welcher  dieses  System  abgeleitet 
werden  kann,  zurückgeht. 
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Theilt  man  die  Variable  x  in  eine  sehr  grosse  Anzahl  n 
unendlich  kleiner  Theile  a^  so  dass  x=^naj  bezeichnet  mit  Un 
den  Werth  von  u  für  dieses  bestimmte  a?=»a,  mit  m«_i,  Un^u 
iin-'iy  Unr^2y  •  •  •  die  Werthe  von  u  für  a;  =  («— 1)«,  (/«-i-l)«, 
(w — 2)a,  (»-+-2)a,...  führt  ferner  die  Bezeichnungen  Ln,  Ln^u 
Ln^u  '  '  '  Mny  3f^i,  Mn^u  •  •  •  ^»,  ^^«-l,  ^n-hl,  ...  mit  dcu 
analogen  Bedeutungen  ein ,  so  kann  man  diese  homogene  Func- 
tion darstellen  durch 


2a3 


(tt«     — 2ttn«i-HMn-2)* 


Aus  dieser  folgt  z.  B.  die  Gleichung  fllr  das  «te  Element, 
wenn  m«  die  Masse  dieses  Elementes  ist, 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  «,  so  ist  die  Grenze, 
welcher  diese  Gleichung  bei  unendlich  abnehmendem  cc  sich 

nähert,  die  Gleichung  (16),  da  —  die  in  (16)  mit  p  bezeichnete 

Masse  eines  Elementes,  reducirt  auf  die  Emheit  der  Länge,  be- 
deutet. 

Aus  dem  Baue  der  Function  P  geht  hervor,  dass  in  die 
Gleichung  (24)  für  m„  die  Werthe  von  u  für  die  zwei  vorher- 
gehenden und  aueh  für  die  zwei  nachfolgenden  Elemente  ein- 
gehen. Bildet  nun  das  nie  die  Grenze  der  Elementenreihe ,  so 
kann  P  die  mit  L^^i,  Ln,  ilf«+i  multiplicirten  Glieder  nicht  ent- 
halten, das  durch  die  Gleichung  (24)  charakterisui;e  Gleichungs- 
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System  lässt  sich  also  nur  bis  zum  (n — 2)ten  Elemente  in  der 
Gleichung  (16)  entsprechenden  Form  aufstellen.  Diese  Glei- 
chung (16)  ist  dann  nur  bis  zum  {n — 2)ten  Elemente  giltig ,  und 
genügt  diese  Ausdehnung  der  Giltigkeit  zur  Bestimmung  der 
verschiedenen  w,  wenn  dieWerthe  u^  und  w„_j  unmittelbar  gege- 
ben sind. 

Sind  aber  tin  und  Un-\  nicht  gegeben ,  so  kann  die  Glei- 
chung (16)  auch  iHr  die  beiden  letzten  Elemente  giltig  gemacht 
werden,  wenn  man  die  aus  der  Function  P  sich  ergebenden  un- 
vollständigen Gleichungen  fttr  «„  und  m„_,  in  der  Art  ergänzt, 
dass  diese  Gleichungen  die  der  Gleichung  (16)  entsprechende 
Form  annehmen,  und  diese  Ergänzung  ist  immer  gesta.ttet,  so- 
bald die  ergänzenden  Glieder  fUr  sich  =0  sind. 

Es  gibt  nun  drei  Fälle.  Der  erste  Fall  ist  jener,  dass  «„  und 
Un^i  unmittelbar  gegeben  sind,  z.  B.  durch 

welche  zwei  Annahmen  gleichbedeutend  sind  mit  den  Grenz- 
bedingungen (20).  E^  können  natürlich  ti»  und  Un.i  auch  durch 
andere  Werthe,  z.  B.  als  Functionen  von  t  gegeben  sein,  hi  wel- 
chem Falle  aber  der  Ausdruck  (18)  für  diese  Grenze  des  Systems 
nicht  mehr  verschwindet. 

Der  zweite  Fall  ist  der,  dass 

hingegen  tin-i  nicht  gegeben  ist.  Der  aus  P  abgeleiteten  Glei- 
chung für  t£„.i  mangelt  zur  Vollständigkeit  das  mit  L^  multipli- 
cirte  Glied 

^  (tt„+l— 2Mn-Httn-i) 

und  kann  dieses  zu  den  anderen  hinzugefügt  werden,  sobald  es 
==0  ist.  Es  kommt  also  zu  tfM==0  noch  die  Bedingung,  dass 

hinzu  und  diese  zwei  sind  gleichbedeutend  mit  den  Grenzbedin> 
gungen  (21). 
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Sind  endlich  u^  und  Un^i  zugleich  nicht  gegeben ,  so  mus» 
die  aus  P  folgende  Gleichung  für  Un  ergänzt  werden  durch 

und  die  Gleichung  für  ti„»i  wie  vorhin  durch 

und  die  Forderung,  dass  diese  zwei  Ergänzungen  verschwinden, 
ist  gleichbedeutend  mit  den  Grenzbedingungen  (22). 

Die  betrachteten  drei  Paare  von  Grenzbedingungen  kann 
man  auch  in  eines  zusanunenfassen.  Bezeichnet  man  mit  Q  das 
Aggregat  der  Glieder,  welche  in  P  fehlen,  sobald  das  nte  Ele- 
ment das  letzte  ist,  setzt  also 

(25) 

80  folgen  die  Gleichungen  (20),  (21),  (22)  aus  den  zwei  folgenden 
'^    =0,   ^  =  0  (26) 


dUn^l  '     dUn 

Diese  zwei  Gleichungen  drtlcken  zunächst  die  Grenzbedin- 
gnngen  (22)  aus.  Sie  sind  aber  auch  noch  erftillt,  wenn  in  Q  so- 
wohl tf»=0  als  auch  tin.i=0  gesetzt  wird,  es  sind  dies  die 
Grenzbedingungen  (20).  Endlich  sind  sie  auch  erfüllt,  wenn  in 

Q  nur  Un=0  gesetzt  und  dann  noch =0  angenommen 

wird ,  dies  ist  der  Fall  der  Grenzbedingungen  (21). 

Ausser  den  Bedingungen  (20),  (21),  (22)  gibt  es  noch  an- 
dere, für  welche  der  Ausdruck  (18)  verschwindet.  Statt  der  Glei- 
cbmigen  (21),  (22)  kann  man  auch  die  allgemeineren 
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u  =  0     L  —  =K— 

(27) 
j-fPu  _jrdu        d  (fd^^]      M——H 
dx^         rfo?  '    dxV   da^j  dcc 

schreiben,  worin  H  und  K  beliebige  Werthe  haben  können,  und 
gehen  diese  Gleichungen  in  die  früheren  über,  wenn  H=^K=0 
gesetzt  wird. 

Diese  neuen  allgemeineren  Bedingungen  folgen  in  derselben 
Weise  wie  die  früheren  aus  der  Function  P,  wenn  diese  ausser 
den  in  (23)  enthaltenen  für  alle  Elemente  durch  dasselbe  Gesetz 
gegebenen  Gliedern  noch  specielle  nur  für  das  nie  und  (w — l)te 
giltige  und  zwar  die  beiden 

~  "2  ""  "^  2^  (tin— Mn-l)*  =  Ä 

enthält. 

Die  daraus  resultirenden  Bedingungen  lassen  sieh  wieder 
wie  die  früheren  durch  zwei  Gleichungen  darstellen,  nämlich 
durch 

rfWn-i  '  dUn 

welche  zunächst  das  zweite  Paar  der  Gleichungen  (27)  darstel- 
len, sie  geben  das  erste  Paar,  wenn  in  Q-^R  Un=0  gesetzt 
wird. 
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XX.  SITZUNG  VOM  18.  JULI  1872.- 


Der  Secretär  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

„Über  Kieselsäurehydrate",  vom  Herrn  Prof.  Dr.  J.  Gott- 
lieb in  Graz. 

„Untersuchungen  aus  Prof.,Lieben'8  Laboratorium  au  der 
k.  k.  Universität  zu  Prag,  und  zwar: 

1.  „Berichtigung  einiger  falscher  Angaben  über  Entstehung 
von  Chloroform",  vom  Herrn  Ag.  Belohoubek; 

2.  „Analyse  eines  als  Httttenproduct  erhaltenen  Magneteisen- 
steins", vom  Herrn  Ottomar  Völker; 

3.  „Analyse  eines  neuen  Minerals,  des  Syngenits  aus  Kalusz", 
von  demselben; 

4.  „Analyse  des  Epidots  aus  dem  Untersulzbachthale  in  Salz- 
burg", vom  Herrn  Franz  Kottal. 

Herr  Hauptmann  J.  Gleissnerzu  M. -Weisskirchen  berich- 
tet mit  Schreiben  vom  21.  Juni  über  einen  an  einem  gemeinen 
Hasen  (Lepus  timidus)  beobachteten  Defect  des  Gehörorgans. 

Herr  Director  Dr.  J.  Stefan  legt  eine  Abhandlung  des 
Herrn  Dr.  L.  Boltzmann  in  Graz:  „Über  das  Wirkungsgesetz 
der  Molecularkräfte"  vor. 

Der  klinische  Vorstand,  Herr  Dr.  L.  v.  Sehr  Otter  über- 
reicht eine  Abhandlung,  betitelt:  „Beobachtungen  über  Bewe- 
gung der  Trachea  und  der  grossen  Bronchien  mittelst  des  Kehl- 
kopfspiegels". 

Der  Generalsecretär  A.v.  Schrötter  legt  einen  Nachtrag 
zu  der  in  der  Sitzung  vom  16.  Mai  gemachten  Mittheilung  über 
ein  zweckmässiges  Verfahren  zur  Gewinnung  des  Tellurs  aus  der 
TellurschHche  von  Nagyäg  vor. 

In  der  Gesammtsitzung  am  20.  Juli  wurden  folgende  ein- 
gesendete Abhandlungen  vorgelegt: 
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„Studien  zur  Physiologie  des  Herzens  und  der  Blutgefässe. 
II.  Abhandlung:  „Über  refiectorische  Beziehungen  des  Magens 
zu  den  Innervationscentren  für  die  Kreislauforgane",  von  den 
Herren  Dr.  Sigm.  Mayer  und  Dr.  Alfr.  Pf  ibram,  Privatdocen- 
ten  in  Prag. 

„Beobachtungen  und  Reflexionen  über  den  Bau  und  die  Ver- 
richtungen des  sympathischen  Nervensystems",  vom  Herrn  Dr. 
Sigm.  Mayer. 

„Über  den  Einfluss  des  Halsmarkes  auf  die  Schlagzahl  des 
Herzens",  vom  Herrn  Dr.  Philipp  Knoll,  Privatdocenten  in 
Prag. 

„Über  die  Veränderungen  des  Herzschlages  bei  reflectori- 
scher  Erregung  des  vasomotorischen  Nervensystems,  sowie  bei 
Steigerung  des  intracardialen  Druckes  überhaupt",  von  dem- 
selben. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Akademie,  Südslavische,  der  Künste  und  Wissenschaften: 
Rad.  Knjiga  XX.  U  Zagrebu,  1872;  8^  —  Monumenta  spec- 
tantia  historiam  Slavorum  meridionalium.  VoL  IlL  U  Za- 
grebu, 1872;  8<>. 

Apotheker-Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 
Nr.  20.  Wien,  1872;  8o. 

Bibliothöque  Universelle  et  Revue  Suisse :  Archives  des  Scien- 
ces physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLTV',  Nr.  174. 
Genfeve,  Lausanne  &  Paris,  1872;  8^ 

Comptes  rendus  des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 
LXXV,  Nr.  1.  Paris,  1872;  4». 

Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland.  Neuere  Zeit. 
XI.  Bd.  Geschichte  der  Technologie  von  Karl  Karmarscb. 
München,  1872;  8«. 

Gesellschaft,  geographische,  in  Wien:  Mittheiluqgen.  Bd.  XV 
(neuer  Folge  V).  Nr.  6.  Wien,  1872;  8«. 

Journal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  V, 
10.  Heft.  Leipzig,  1872;  8«. 

Loisel,  Achille,  Procäd^  appliquä  pour  rem^dier  au  b^gaiement 
et  k  tous  vices  de  prononciation.  Ronen,  1872;  8^ 

Lotos.  XXn.  Jahrgang.  Juni  1872.  Prag;  8«. 
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Natur e.  Nr.  141,  Vol.  VI.  London,  1872;  4«. 

Peabody  Institute:  Fifth  Annual  Report.  Juni  6.  1872.  Balti- 
more; 8^. 

„Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 
JVance  et  de  l'ötranger«.  IP  Ann6e  (2*  S6rie),  Nr.  2.  Paris 
ÄBraxelles  1872;  4<>. 

Soci^ti  Imperiale  des  Naturalistes  de  Moscou:  Bulletin.  Ann6e 

1872.  Tome  XLV,  Nr.  1.  Moscou;  8«. 
—  Botanique  de  France :  Bulletin.  Tome  XVIII'  (1871).  Comptes 
rendus  3 ;  Revue  bibliographique.  D.  Paris ;  8*^. 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  28.  Wien, 
1872;  4o. 
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Untersuchungen  aus  Prof.  Lieben 's  Laboratorium  an  der 
k.  k.  Universität  zu  Prag. 


1.  Berichtigung  einiger  falscher  Angaben  über  Entstehung 
von  Chloroform. 

Von  Agr.  Belohoubek» 

Bekanntlich  hat  Prof.  Lieben  vor  einiger  Zeit  nachge- 
wiesen 1,  dass  reiner  Methylalkohol,  reine  Essigsäure  etc.  mit 
Jod  und  Kali  behandelt  kein  Jodoform  liefern,  während  Äthyl- 
alkohol, Aldehyd,  Aceton  etc.  unter  solchen  Umständen  Jodoform 
geben.  Es  lag  nun  der  Gedanke  nahe,  dass  dieselben  Körper, 
welche  die  Jodoformreaction  zeigen,  bei  Behandlung  mit  Chlor- 
kalk Chloroform  liefern  würden,  dagegen  jene,  welche  sie  nicht 
zeigen,  auch  zur  parallelen  Reaction  nicht  geeignet  seien^  dass 
man  sich  also  der  Jodoformreaction  bedienen  könne,  um  zu  be- 
urtheilen,  ob  irgend  eine  Substanz  zur  Bereitung  von  Chloroform 
verwendbar  sei  oder  nicht. 

Mit  diesen  Voraussetzungen  im  directen  Widerspruch  stand 
jedoch  die  in  allen  Handbüchern  verbreitete  und  vielfach  durch 
die  Praxis  bestätigte  Angabe,  dass  Methylalkohol  mit  Chlorkalk 
behandelt  Chloroform  liefert,  ja  sogar  als  wohlfeiles  Material  zur 
Darstellung  von  Chloroform  in  grossem  Massstabe  gelegentlich 
angewandt  worden  ist.  Prof.  Lieben  forderte  mich  daher  auf 
zu  untersuchen,  ob  die  Substanzen,  welche  nicht  die  Jodoform- 
reaction zeigen,  trotzdem  bei  Behandlung  mit  Chlorkalk  Chloro- 
form geben  können,  und  speciell,  ob  dies  auch  bei  reinem,  aus 
Methyloxalat  bereitetem  Methylalkohol  der  Fall  sei. 


t  Aunalen  der  Chemie  und  Pharmacie,  7.  öuppl.  S.  218  und  377. 
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Die  Angabe,  dass  Chloroform  durch  Behandlung  mit  Chlor- 
kalk aus  Methylalkohol  erhalten  wird,  rührt  ursprünglich  von 
Dumas  und  Peligot  *  her;  allein  in  diesem  Falle  war  trotz  der 
Verlässlichkeit  dieser  ausgezeichneten  Chemiker  insofern  ein 
Zweifel  möglich,  als  man  in  jener  Zeit  noch  gar  nicht  mit  der 
Schwierigkeit  bekannt  war,  sich  reinen  Methylalkohol  zu  ver- 
schaffen, noch  mit  den  Methoden,  dies  zu  erreichen  oder  die  Rein- 
heit des  Productes  zu  prüfen.  Ich  fing  also  damit  an,  reinen  Me- 
thylalkohol aus  Methyloxalat  darzustellen,  und,  nachdem  ich  mich 
überzeugt  hatte,  dass  derselbe  nur  eine  äusserst  schwache 
Jodoformreaction  (die  einer  Spur  noch  immer  anhängender  Ver- 
unreinigung zuzuschreiben  ist)  gab,  die  Einwirkung  von  Chlor- 
kalk darauf  zu  untersuchen.  Für  diesen  Zweck  hatte  ich  und  auch 
mein  College  Nevole  im  hiesigen  Laboratorium  schon  vorher 
eine  Anzahl  Versuche  über  die  Einwirkung  von  Chlorkalk  auf 
Äthylalkohol  angestellt,  um  die  zweekmässigste  Art,  Chloroform 
im  kleinen  darzustellen  und  zugleich  die  Ausbeute,  die  sich  da- 
bei erzielen  lässt,  kennen  zu  lernen.  Bei  Anwendung  von  430  Gr. 
Chlorkalk  (23-4Vo),  Zusatz  von  100  Grm.  Kalk  und  1-5  Liter 
Wasser  wurden  im  Durchschnitt  aus  100  CC.  Äthylalkohol  von 
^^VgVoj  ^^^  flir  jede  einzelne  Operation  verwendet  wurden,  31  Gr. 
Chloroform  erhalten.  Bei  Arbeiten  im  grossen  oder  bei  succes- 
siven  Operationen,  wo  die  noch  Chloroform  und  Alkohol  enthal- 
tenden Destillate,  die  nach  dem  Chloroform  übergehen,  wieder 
neuerdings  verarbeitet  werden,  lassen  sich  noch  günstigere  Re- 
sultate erzielen,  doch  kam  dies  für  den  vorliegenden  Zweck  nicht 
in  Betracht. 

Als  100  CC.  eines  durch  Kochen  mit  Kalilauge,  dann  Behan- 
deln mit  Kalk  gereinigten  Holzgeistes  in  derselben  Weise  wie 
oben  der  Äthylalkohol  mit  Chlorkalk  behandelt  wurden,  erhielt 
man  29  Grm.  Chloroform.  An  der  Thatsache,  dass  auf  gewöhn- 
liehe Weise  gereinigter  Holzgeist  Chloroform  liefert,  und  zwar 
ungefähr  ebenso  wie  Äthylalkohol,  konnte  also  gar  kein  Zwei- 
fel sein. 

Es  wurden  nun  100  CC.  des  reinen,  aus  dem  Oxalat  dar- 
gestellten, nur  etwas  wasserhaltigen  Methylalkohols  mit  430  Gr. 


<  Annalen  der  Pharmacie,  Bd.  15,  S.  9. 
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Chlorkalk,  100  Grm.  Ätzkalk,  1500  CC.  Wasser  —  ein  zweites 
Mal  430  Grm.  Chlorkalk,  215  Gmi.  Ätzkalk,  100  CC.  Methyl- 
alkohol (wie  oben)  und  1500  CC.  Wasser  der  Destillation  unter- 
worfen. 

Das  Product  der  ersten  Destillation  verhielt  sieh  dem  der 
zweiten  bis  auf  den  Geruch  gleich,  der  im  ersten  Falle  eine  gi'ös- 
sere  Menge  Chlor  verrieth.  Diesem  Befunde  conform  verhielt  sich 
auch  der  Destiliationsrtickstand.  Die  Ursache  der  Verschiedenheit 
ist  einzig  und  allein  der  in  der  zweiten  Operation  vermehrten  Kalk- 
menge zuzuschreiben.  Beide  Destillate  wurden  gemischt,  mit  Pott- 
asche versetzt,  und  die  sich  oberhalb  der  Pottaschelösung  abschei- 
dende, specifisch  leichtere  Flüssigkeit  abgehoben  und  destillirt. 

Diese  Flüssigkeit,  wie  auch  das  ursprüngliche  Destillat,  be- 
sass  nicht  im  geringsten  den  Geruch  oder  Geschmack  von  Chloro- 
form. Mit  Kalk  entwässert  kochte  die  Flüssigkeit  bei  65 — 65-5** C, 
schmeckte  alkoholisch  feurig,  mischte  sich  ohne  Trübung  mit 
Wasser  in  jedem  Verhältniss  und  bestand  also  ohne  Zweifel  aus 
unverändertem  Methylalkohol.  Beim  Verbrennen  einiger  Tropfen 
dieser  Flüssigkeit  war  eine  grüne  Randförbung  der  Flamme  nicht 
sichtbar,  die  Flüssigkeit  verbrannte  rasch  und  leicht  ohne  zu 
russen.  Eine  weitere  qualitative  Prüfung  auf  Chlor  blieb  ohne 
Erfglg.  Es  lag  also  kein  Chloroform  vor  und  somit  ist  erwiesen, 
dass  reiner  Methylalkohol,  der  die  Jodoformreaction  nicht  zeigt, 
bei  Behandlung  mit  Chlorkalk  auch  kein  Chloroform  gibt. 
Der  gewöhnliche  Methylalkohol  liefert  Chloroform  nur  in  Folge 
von  Verunreinigungen  (Aceton,  Äthylalkohol,  etc.) 

An  die  vorstehende  Untersuchung  schloss  sich  naturgemäss 
noch  eine  zweite,  nämlich  die  Prüfung  der  Einwirkung  von  Chlor- 
kalk auf  Methyloxalat.  Man  musste  zwar  nach  Vorstehendem 
für  sehr  wahrscheinlich  halten,  dass  auch  in  diesem  Falle  kein 
Chloroform  entstehen  würde,  aber  eine  experimentelle  Prüfung 
erschien  doch  noch  erforderlich,  nachdem  die  bestimmte  Angabe 
von  Schlagdenhauffen*  vorliegt,  dass  eine  Anzahl  von  Me- 
thylätherarten, worunter  auch  Methyloxalat  genannt  ist,  bei  Be- 
handlung mit  Chlorkalk  und  Kalk  in  Gegenwart  von  Wasser 


t  Jahresbericht  der  Chemie  f.  1859,  S.  448. 
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Chloroforai  liefen).  Es  wurden  zwei  Operationen  gemacht,  indem 
einmal  Methyloxalat  45  Grai.,  Chlorkalk  1 10  Gim.,  Wasser  320  CC. 
—  ein  anderes  Mal  Methyloxalat  44  Grm.,  Chlorkalk  110  Grm., 
Ätzkalk  30  Grm.,  Wasser  320  CC,  für  sich  destillirt  wurden. 
Bei  der  ersten  Operation  entwickelte  sich  eine  beträchtliche 
Menge  Chlor.  Die  beiden  Destillate  trlibten  sich  beim  Vermischen 
mit  Wasser  nicht  und  schieden  keine  specifisch  schwerere  Schicht 
ab.  Beide  Flüssigkeiten  wurden  nun  vereinigt  mit  Pottasche  ver- 
setzt, die  alkoholische  Schicht  abgeschieden,  getrocknet  und 
destillirt.  Der  Siedepunkt  der  Flüssigkeit  lag  bei  65**  C. 

Die  Flüssigkeit  mischte  sich  wiederum  mit  Wasser  in  jedem 
Verhältniss,  ein  Chlorgehalt  liess  sich  nicht  nachweisen,  und  folg- 
lich bestand  sie  auch  nicht  aus  Chloroform,  sondern  höchst  wahr- 
scheinlich aus  Methylalkohol.  Die  Rückstände  bei  den  ursprüng- 
lichen Destillationen  enthielten  viel  Oxalsäuren  Kalk. 

Unter  den  Körpern,  welche  mit  Chlorkalk  nach  den  vorhan- 
denen Angaben  Chloroform  liefern,  erschien  noch  besonders  auf-, 
fallend  die  Essigsäure,  deren  Salze  nach  Bonnet  *  bei  solcher 
Behandlung  Chloroform  liefern  sollen. 

Es  ist  klar,  dass  essigsaure  Salze  mit  Chlorkalk  zusammen 
bei  Ausschluss  von  Wasser  der  trockenen  Destillation  unterwor- 
fen, Chloroform  liefern  müssen,  weil  nothwendiger  Weise  dabei 
Aceton  entsteht,  an  dessen  Umsetzung  zu  Chloroform  durch 
Chlorkalk  gar  kein  Zweifel  bestehen  kann.  In  der  That  hat  ja 
Lieben  gefunden,- dass  Aceton  mit  Jod  und  Kali  sehr  reichlich 
Jodoform  gibt.  Es  war  daher  für  den  hier  verfolgten  Zweck  nur 
von  Interesse  zu  erforschen,  ob  essigsaure  Salze  mit  Chlorkalk 
bei  Gegenwart  von  Wasser  der  Destillation  unterworfen, 
Chloroform  geben,  denn  dies  würde  im  Widerspruche  mit  der 
Beobachtung  stehen,  dass  die  Acetate  mit  Jod  und  Kali  kein 
Jodoform  geben.  Ich  stellte  nun  zwei  Versuche  mit  essigsaurem 
Natron  an,  welches  bei  der  Prüfung  die  Jodoformreaction  nicht 
gab.  Beim  ersten  Versuche  mischte  ich  130  Grm.  essigsaures 
Natron,  435  Grm.  Chlorkalk  und  1500  CC.  Wasser,  —  beim 
zweiten  Versuch  65  Grm.  essigsaures  Natron,  220  Grm.  Chlorkalk, 


1  J.  pr.  Cham.  10,  207. 
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50  6nn.  Ätzkalk  und  1200  CC.  Wasser,  und  erhitzte  wie  immer 
anfangs  im  Wasser-  schliesslich  im  Sandbade. 

Die  Destillation  war  wegen  steten  Schäumens  eine  recht  be- 
schwerliche. Immerhin  erhielt  ich  mehrere  Gramme  einer  Flüssig- 
keit, die  sich  mit  Wasser  ohne  Trübung  mischte  und  nicht  brenn- 
bar war,  daher  offenbar  kein  Chloroform  enthielt. 

Nach  diesen  Beobachtungen  ttber  Einwirkung  von  Chlor- 
kalk auf  Methylalkohol,  Methyloxalat  und  Essigsäure  darf  man 
es  als  sehr  wahrscheinlich  betrachten,  dass  diejenigen  Körper, 
welche  die  Jodoformreaction  nicht  geben,  auch  nicht  im  Stande 
sind,  Chloroform  bei  der  Behandlung  mit  Chlorkalk  zu  liefern. 

Ich  schliesse  diese  kleine  Arbeit,  indem  ich  Herrn  Professor 
Lieben  für  seinen  freundlichen  Rath  und  fttr  seine  Untersttitzung 
bei  AusfHhrung  der  vorliegenden  Untersuchungen  meinen  Dank 
ausspreche. 
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2.   Analyse  eines  als  Hüttenproduct  erhaltenen  Magnet- 
eisensteines. 

Von  Ottomar  Ydlker. 

Herr  Professor  Lieben  überliess  mir  ein  aus  der  Hütte  zu 
Prevali  in  Eämthen  stammendcB  Mineral  (dem  Anscheine  nach 
Magneteisenstein)  zur  Untersuchung,  welches  ihm  Herr  Ober- 
bergrath  v.  Zepharovich]  übergeben  hatte.  Dasselbe  war  in 
einer  Kluft  des  aus  Quarz  und  Thon  hergestellten  Bodensteines 
des  Coakhochofens  von  Prevali  gefunden  worden  und  hatte  sich 
ohne  Zweifel  dort  gebildet.  Es  bestand  ans  stahlgrauen,  innig 
mit  einander  verwachsenen  schönen  Krystallen,  welche,  da  stets 
nur  einzelne  Flächen  der  Beobachtung  zugänglich  waren,  einer 
sicheren  krystallographischen  Deutung  grosse  Schwierigkeiten 
boten. 

Es  zeigte  sich  stark  magnetisch.  Hein  spec.  Gewicht  =  5-63. 
Die  qualitative  Untersuchung  des  Minerals,  das  gepulvert  sammt- 
schwarz  erschien,  ergab  neben  Eisenoxydul  und  Eisenoxyd  Spuren 
von  Mangan;  auch  blieben  leichte  grauweisse  Flocken  (wohl 
Kieselsäure  oder  Silicat)  beim  Auflösen  in  Säure  zurück,  doch 
nur  in  so  äusserst  geringer  Menge ,  dass  sie  nicht  näher  unter- 
sucht werden  konnten. 

Quantitativ  bestimmte  man  die  Bestandtheile  folgender- 
massen.  Das  Pulver  wurde  durch  längere  Zeit  behufs  der  Ent- 
fernung* von  hygroskopischem  Wasser  bis  zur  constanten  Wä- 
gung im  Exsiccator  über  Schwefelsäure  aufbewahrt.  Dann  über- 
trug man  0*1166  Gr.  der  Substanz  in  einen  getrockneten  Kolben, 
der  sowohl  vor  als  während  der  Operation  zur  Entfernung  und 
Abhaltung  atmosphärischer  Luft  mit  Kohlendioxyd  gefüllt  er- 
halten wurde. 

HSer  wurde  das  Mineral  unter  gelindem  Erwärmen  in  Chlor- 
wasserstoffsäure gelöst,  die  Lösung  nach  dem  Erkalten  in  ein 

Sittb,  d.  m*them.-ii*tiirw.  Ol.  LXVI»  Bd.  II.  Abth.  13 
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Becherglas  gebracht,  worin  sich  durch  Schwefelsäure  schwach 
angesäuertes  destillirtes  Wasser  befand  und  mittelst  Chamäleon- 
lösung titrirt.  In  den  angewandten  0-1166  Gr.  des  Magneteisen- 
steines wurde  0072398  Fe,  entsprechend  0-093083  FeO  gefun- 
den, woraus  man  62-09  7^,  Eisen  oder  79-83%  Eisenoxydul 
berechnet. 

In  derselben  Flüssigkeit  ermittelte  man  ferner  noch  die  Ge- 
sammtmenge  des  un  Minerale  enthaltenen  Eisens  in  der  Art,  dass 
nach  vollständiger  Entfärbung  derselben  das  Eisen  in  Form 
basisch  essigsauren  Salzes  ausgefällt  wurde.  Man  fand  0-127  Gr. 
Eisenoxyd  entsprechend  0-0889  Fe  oder  76-2437^  Eisen. 

Um  nun  die  Menge  des  in  dem  Magneteisen  enthaltenen 
Eisensesquioxydes  auf  eine  directere  Weise  als  blos  durch  die 
Differenz  der  eben  mitgetheilten  Daten  zu  ermitteln,  und  zugleich 
um  eine  Controlle  zu  erlangen,  wurde  eine  andere  Partie  des 
Minerales  in  einem  verschlossenen  Fläschchen  mit  Chlorwasser- 
stoffsäure und  Jodkalium  im  Wasserbade  erwärmt.  Dabei  erfolgt 
bekanntlich  die  Reaction  nach  folgender  Gleichung: 

Fe,03-^6HC1-^6KJ  =  2FeJ,-4-3H,0-4-6KC1.4-2J, 

während  das  vorhandene  Eisenoxydul  keinen  störenden  Einfluss 
ausübt.  Darnach  entsprechen  je  2J  einem  Fe^Og;  man  braucht 
daher  nur  die  Menge  des  ausgeschiedenen  Jodes  zu  ermitteln, 
um  den  Gehalt  an  Eisensesquioxyd  kennen  zu  lernen.  Es  wurde 
Bunsen's  treffliche  Methode  der  Jodbestimmung  angewendet, 
indem  zu  der  erhaltenen  Lösung  von  ausgeschiedenem  Jod  im 
Jodkalium  so  viele  Flaschen  einer  verdünnten  wässerigen  Lö- 
sung von  Schwefeldioxyd  gefügt  wurden,  bis  vollständige  Ent- 
färbung eintrat.  Die  Beziehung  jedoch  eines  Fläschchens  der 
Schwefeldioxydlösung  zu  einer  Jodlösung  von  bekanntem  Ge- 
halte war  bereits  vor  dem  Versuche  festgestellt  worden. 

Um  den  Überschuss  zugesetzten  Schwefeldioxyds  zu  erfah- 
ren, versetzte  man  obige  entfärbte  Flüssigkeit  mit  verdünntem 
Stärkekleister  und  titrirte  mit  der  Jodlösung  von  bekanntem 
Gehalte  zurück. 

0*3367  Gr.  des  Magneteisensteins  schieden  bei  dem  obigen 
Verfahren  0-1074785  Gr.  Jod  aus,  entsprechend  0-0677029  Eisen- 
sesquioxyd oder  20-107%,  das  gleichkommt  14-074%  Eisen. 
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Zusammengestellte  Resultate : 

Gefundene  Gesammtmenge  des  Eisens 76  •  2437o- 

Berechnete  Menge  des  Eisens : 

aus  Eisenoxydul 62-091%) 

aus  Eisenoxyd 14  074%).  76- 1657,, 

Differenz  .    .  0-078^/^. 
Der  Magneteisenstein  besitzt  daher  die  Zusammensetzung: 

79.8310/^  FeO  76.2o/,Fe 

20-107      Fe^O,  23-87,0 

99-938  lOOO 


Das  Vorkommen  von  krystallisirtem  Magneteisenstein  als  Eisen- 
hüttenproduct  ist  bereits  bekannt  und  mehrfach  erwähnt  worden.  Es 
scheint  jedoch,  dass  seine  Zusammensetzung,  in  den  Fällen,  wo  sie  über- 
haupt ermittelt  wurde,  mit  derjenigen  des  natürlichen  Minerals,  d.  h.  mit 
der  Formel  Fe504  übereinstimmte.  Das  vorliegende,  von  H.  Völker  ana- 
lysirte  künstliche  Mineral  weicht  dagegen  von  den  beiden  als  selbstständig 
existirend  angenommenen  Eisenoxyduloxyden,  nämlich  von  dem  gewöhn- 
lichen Magneteisen  Fe504  =  FeO,  Fe^O,  und  von  dem  Hammerschlag 
FegOf  =  (FeO)e  Fe^O,  (von  einigen  Chemikern  wird  die  Formel  Fee07  = 
=(FeO)4  Fe^O«  angenommen)  in  seiner  Zusammensetzung  beträchtlich  ab. 
Auch  ist  das  spec.  Gewicht  höher,  was  sich  durch  den  grösseren  Eisen- 
gehalt erklärt. 

Der  gefundenen  Zusammensetzung  entspricht  die  Fonnel  Fe||0,2= 
=(FeO)9  FCjO,,  wie  folgende  Zusammenstellung  zeigt: 


Berechnet 

Gefunden 

9FeO  . . . 

...     80-2 

79-83 

Fe,0,  . . 

...     19-8 

20- 11 

100  0  99-94 

Die  Constitution  dieses  Körpers  lässt  sich,  wie  mir  scheint,  durch 
das  folgende  Schema  verdeutlichen 

0-Fe-O-p^ 

/O-Fe-O'^'^^ 

VI    /^O-Fe-O^P^ 

(Fe«)  —O-Fe-O-^*^^ 

\0-Fe-0-.p. 

\0-Fe-0-^*^^- 

Diese  Formel  erscheint  freilich  etwas  complicirt;  aber  man  kann 
anderseits  das  untersuchte  wohlkrystallisirte  Mineral  unmöglich  für  ein 

13* 


Digitized  by  VjOOQIC 


1 96  Völker.  Analyse  eines  Magneteisensteines. 

blosses  Gemenge  halten  und  man  wird  sich  überhaupt  allm&lig  an  den  Ge- 
danken gewöhnen  müssen ,  dass  die  unorganischen  Verbindungen  wie  die 
organischen  gelegentlich  complicirte  Formeln  haben.  Ein  sehr  evidentes 
Beispiel  dafür  liefern  die  Silicate. 

Die  Constitution  des  gewöhnlichen  Magneteisens  und  des  Hammer- 
schlages, wofern  letzterer  überhaupt  eine  bestimmte  Verbindung  und  nicht 
ein  Gemenge  ist,  lässt  sich  ähnlich  wie  oben  in  folgender  Weise  deuten : 


Magneteisen 


Hammerschlag 

©oooo  c 

-Fe--" 

Ad.  Lieben 
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3.  Analyse  eines  neuen  Ninerales  des  Syngenites  aus 

Kalusz. 

Von  Ottomar  Ydlker. 

Auf  Sylvin-Drusen  von  Kalusz  (Galizien)  hat  Herr  Ober- 
bergrath  v.  Zepharovich  schöne  Krystalle  eines  Minerals  ge- 
fanden,  das  man  für  Polyhalit  halten  konnte,  das  aber,  wie  die 
folgende  Analyse  zeigte,  eine  andere  Zusammensetzung  besitzt 
und  daher  als  ein  neues  Mineral  zu  betrachten  ist. 

Zepharovich  hat  ihm  den  Namen  Syngenit  beigelegt 
und  im  Junihefte  der  Zeitschiift  „Lotos"  1872,  pag.  137  eine 
Notiz  darüber  veröflfentlicht,  worin  namentlich  die  physikalischen 
und  krystallographischen  Eigenschaften  des  neuen  Minerales  be- 
schrieben werden. 

Ich  beschränke  mich  daher  hier  nur  auf  Mittheiluug  der 
Analyse,  die  ich  auf  Veranlassung  Prof.  Li  eben 's  in  dessen 
Laboratorium  ausführte.  Die  qualitative  Untersuchung  des  in 
farblosen  Krystallen  vorliegenden  Minerales  Hess  Kalk,  Magnesia, 
Kali,  Schwefelsäure  und  Wasser  als  seine  Bestandtheile  er- 
kennen. 

Bei  der  Durchführung  der  quantitativen  Analyse  des  bei 
100**  bis  zur  constanten  Wägung  getrockneten  weissen  Pulvers 
des  Minerales  verfuhr  man  in  der  Art,  dass  dasselbe  in  verdünn- 
ter Chlorwasserstoffsäure  vollständig  gelöst,  aus  der  Lösung  der 
Kalk  als  oxalsaurer  Kalk  gefällt  und  abiiltrirt  wurde.  Den  Nie- 
derschlag löste  man  abermals  in  Salzsäure  und  fällte  auf  gleiche 
Weise  den  Kalk,  worauf  das  Oxalat  gut  gewaschen,  getrocknet, 
schliesslich  in  Carbonat  tibergeführt  und  gewogen  wurde. 

0*743  Gr.  der  Substanz  gaben  0-2252  CaCOj,  entsprechend 
0-126112  Gr.,  d.  i.  16-97  V^^CaO.  Die  Filtrate  wurden  zur  Be- 
Stimmung  der  Schwefelsäure  nach  dem  Ansäuern  heiss,  mit 
Baryumchlorid  geföUt ;  das  entstandene  Baryümsulfat  abfiltrirt. 
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gewaschen,  geglüht  und  gewogen.   Erhalten  1-0612  Gr.  BaS^O^ 
entsprechend  0-36436  Gr.  SO3  oder  49-04%  SO3. 

Nach  Entfernung  des  ttberschtissigen  Barytsalzes  mittelst 
Schwefelsäure  wurde  das  Filtrat  im  Wasserbade  eingeengt  und 
darin  mittelst  phosphorsauren  Ammons  die  Magnesia  geföUt;  der 
Niederschlag  von  phosphorsaurer  Ammoumagnesia  durch  Filtration 
abgeschieden,  geglüht,  als  pyrophosphorsaure  Magnesia  gewo- 
gen, ergab  0-009Ö  Gr.  Mg^P^O,  entsprechend  0-00342  MgO  oder 
{)'4ß%  MgO. 

Das  letzterhaltene  Filtrat  musste  zur  Vertreibung  der  Am- 
monsalze  eingedjampft,  der  Rückstand  geglüht  werden,  worauf 
letzterer  mit  Wasser  aufgenommen,  mit  Chlorwasserstoffsäure 
und  Platinchlorid  versetzt,  abermals  eingedampft  und  in  Wasser 
gelöst  wurde. 

Man  setzte  alsdann  Platinchlorid  und  Alkohol  zu,  filtrirte 
den  ausgeschiedenen  Niederschlag  von  Kaliumplatinchlorid  ab, 
wusch  aus  und  wog  nach  dem  Trocknen.  Man  fand  1-0716  Gr. 
2KCl-+-PtCl4  entsprechend  0-2066  K^O  oder  27-80%  K^O. 

Da  jedoch  bei  nochmaligem  Eindampfen  der  Waschwässer 
und  des  Filtrates  eine  weitere  Ausscheidung  von  Kaliumplatin- 
chlorid erfolgte,  wnrde  dies  auf  ein  kleines  Filter  gebracht,  im 
Porzellantiegel  geglüht  und  aus  dem  Rückstände  00062  Gr. 
2KClH-Pt  berechnet:  0-23%KjO. 

0-432  Gr.  des  bei  100"  getrockneten  Minerals  verloren  beim 
Glühen  im  Platintiegel  0-0251  Gr.  entsprechend  5-81  %  Wasser. 

Aus  diesen  Daten  ergibt  sich  die  Zusanrnnensetzung  des 
Minerales : 

CaO  =  16-97 
MgO  =  0-46 
KjO  =  2803 
SO3  =  49-04 
H,0  =  5-81 
100-31. 

Die  erhaltenen  Resultate  entsprechen,  wenn  man  von  dem 
kleinen  Magnesiagehalte  absieht,  der  Formel: 

CaSO,-4-K2SO,-+-H,0, 
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welche  verlangt  in  100  Theilen : 


CaO.. 

..   1706 

K,0.. 

.   28-70 

SO,  . . 

,.  48-75 

H,0.. 

.     5-48 

90-99. 

Man  sieht  daraus,  dass  das  neue  Mineral  zwar  vom  Poly- 
halit  verschieden  ist,  aber  doch  demselben  nahesteht.  3Ian 
braucht  sich  blos  in  der  Formel  des  Polyhalit 
2CaS04-HMgSO^-HK,S04-^2H^O  die  MgSO^  durch  K,SO^  er- 
setzt zu  denken  und  dann  durch  2  zu  theilen,  um  zu  der  Formel 
des  Syngenit  zu  gelangen. 

Ein  Doppelsulfat  von  der  gefundenen  Zusammensetzung  ist 
übrigens  bereits  von  Phillips*  beschrieben  und  von  Miller 
sowie  von  Lang  krystallographisch  und  optisch  untersucht  wor- 
den. Dasselbe  war  gelegentlich  der  Fabrikation  von  Weinsäure 
aus  Weinstein  als  Nebenproduct  erhalten  worden.  Als  Mineral 
wurde  es  aber,  so  viel  bekannt,  jetzt  zum  erstenmale  gefunden. 
Ich  beabsichtige  übrigens  die  künstliche  Darstellung  desselben 
zu  versuchen. 


1  Jahresber.  d.  Chemie  f.  1850,  S.  298. 
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4.  Analyse  des  Epidots  aus  dem  Uiitersulzbaehthale  in 

Salzburg« 

Von  Frans  Kottal. 

(Portsetiuog  lu  den  llntereiuchungen  aus  Pr«f.  Lieben 's  Ltbtratvriuni.) 

Die  prachtvoUeu  Epidotcrystalle,  welche  auf  der  Knappen- 
wand im  obersten  Theile  des  Untersulzbachthales  im  Pinzgan 
(Salzburg)  erst  vor  kurzer  Zeit  gefunden  wurden,  haben  die  Auf- 
merksamkeit der  Mineralogen  in  hohem  Grade  auf  sich  gezogen ; 
auch  sind  bereits  zwei  Analysen  derselben  von  Dräsche  und 
von  Rammeisberg  ausgeftthrt  worden. 

Da  indessen  diese  Analysen  nur  wenig  unter  einander  stim- 
men, schien  eine  dritte  Analyse  immer  noch  von  Interesse.  Die 
schönen  durchsichtigen  Crystalle,  welche  das  Material  zur  vor- 
liegenden, in  Professor  Li  eben 's  Laboratorium  ausgeführten 
Untersuchung  abgaben,  verdanke  ich  der  Güte  des  Herrn  Ober- 
bergrathes  v.  Zepharovich. 

Ihr  specifisches  Gewicht  betrug  3-51. 

Die  Analyse  wurde  nach  bekannten  Methoden  ansgefllhrt 
und  die  meisten  Bestimmungen  zwei-  bis  dreimal  wiederholt. 

Hier  sei  nur  erwähnt,  dass  die  übrigens  sehr  geringe  Menge 
von  Eisenoxydul  im  Mineral  in  der  Weise  bestimmt  wurde,  dass 
der  fein  gepulverte  Epidot  in  einer  vorher  mit  Kohlensäure  ge- 
füllten, zugeschmolzenen  Glasröhre  mit  concentrirter  Salzsäure 
durch  mehrere  Stunden  auf  200"*  erhitzt  wurde;  das  gelöste 
Ferrosalz  wurde  dann  mit  den  nöthigen  Vorsichten  mittelst 
titrirter  Chamäleonlösung  bestimmt. 

Die  Wasserbestinunung  wurde  durch  Glühen  der  vorher  bei 
100**  getrockneten  Substanz  im  Kohlensäurestrom  ausgeffthrt. 

Qualitativ  Hessen  sieh  Spuren  von  Mangan  erkennen. 
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Die  folgende  Zasammenstellung  zeigt  die  erhaltenen  Re- 
sultate: 

I.  II.  <  '  m.  I  Im  Mittel 

SiO,   ....  36-96  37-22  36-80  37-00 

AljOg....      —  —  22- 10  22-10 

Fe,Oj   ...   13-80/  14-00  14-33  13-80 

FeO 0-  33r  •  ■  (als  FetO,)    (als  Fe,0,)  0-33 

CaO 25-28  25-38  24-80  25-15 

MgO 0-03  —  —  003 

H,0 0-26  —  —  0-26 

98-67 

Zur  Vergleichung  führe  ich  noch  die  oben  citirtcn  Analysen 
desselben  Minerals  an: 

Drasclie»        Rammeisberg» 

SiO'^ 38-37  39-59         39-64 

AIjO,  ....  22-09  20-77 

Fe.,Ö,  ....  13-77  14-99 

Feb' 0-88  — 

CaO 17-94  24-53 

MgO 4-08  Spur 

H,0   2- 11  0-29 

99-24  ^ÖÖ  iT 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Zusammensetzung  der  Epidot- 
crystalle  von  dem  angegebenen  Fundort  nicht  immer  genau  die- 
selbe ist,  dass  sie  aber  doch  nur  innerhalb  enger  Grenzen 
schwankt. 


i  In  Anal.  II.  ii.  III  wurde  ohne  Rttcksicht  auf  Oxydul  alles  Eisen 
als  Sesquioxyd  bestimmt. 

«  Jahrb.  für  Miner.  u.  s.  w.  1872. 

»  Zeitschr.  d.  deutsch,  geolog.  Ges.  187-2. 
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über  Kieselsäurehydrate. 

Von  dem  w.  M.  Dr.  J.  Oottlleb. 

Als  ich  im  Jahre  1863  die  Klausenquelle  nächst  Gleichen- 
berg analysirte  (diese  Berichte  B.  49)  und  fand,  dass  die  Kiesel- 
säure den  vorwiegenden  Bestandtheil  dieses,  an  fixen  StoflFen  so 
sehr  armen  Mineralwassers  bildet,  wurde  mir  die  Frage  nahege- 
legt, welche  Zusammensetzung  das  Hydrat  der  Kieselsäure  haben 
mag,  welches  beim  Eindampfen  des  Wassers  und  Trocknen 
des  Rückstandes  bei  180~200''  C.  zurückbleibt.  Ich  habe  dies- 
falls Versuche  angestellt,  die  ich  bald  auf  die  Zusammensetzung 
der  Kieselsäurehydrate  überhaupt  auszudehnen  mich  veranlasst 
fand,  umsomehr  als  ich  aus  den,  bis  dahin  vorliegenden  Unter- 
suchungen ersehen  konnte,  dass  die  Frage  geradezu  noch  uner- 
ledigt ist. 

Indem  ich  mir  vorbehalte  auf  die  von  Andern  ausgeführten 
diesfälligen  Untersuchungen  zurückzukommen,  hebe  ich  zunächst 
hervor,  dass  ich  die  grossen  Schwierigkeiten,  welche  die  Bestim- 
mung des  Wassergehaltes  von  Kieselsäurehydrat  begleiten  und 
zum  Theil  schon  von  anderen  hervorgehoben  wurden,  sehr  bald 
zu  würdigen  in  die  Lage  kam  und  mich  vor  Allem  bemühte, 
Mittel  aufzusuchen,  um  selbe  möglichst  zu  beseitigen. 

Dass  die  Art  der  Darstellung  des  Hydrates  auf  seine  Be- 
schaffenheit und  Zusammensetzung  von  wesentlichstem  Einflüsse 
ist,  konnte  mir  bei  meinen  diesßllligen  Versuchen  nicht  entgehen 
und  lag  es  überhaupt  sehr  nahe,  anzunehmen,  es  sei  sehr  schwer, 
vielleicht  selbst  gar  nicht  möglich,  Kieselsäure,  welche  aus  Sili- 
caten mittelst  Säuren  abgeschieden  wurde,  von  den  letzten  Spuren 
der  ursprünglich  damit  verbunden  gewesenen  Basen  zu  befreien. 
Ich  habe  mich  daher  nach  zahlreichen,  vorläufigen  Versuchen 
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darauf  beschränkt,  die  Zusammensetzung  der  aus  Fluorsilicium 
durch  Wasser  abgeschiedenen  Säure  zu  untersuchen,  wie  dies 
fast  alle  Chemiker  gethan,  welche  sich  bis  dahin  mit  diesem  Ge- 
genstände eingehender  beschäftigt  hatten. 

Von  diesen  wird  mit  Recht  als  ein  wesentliches  Hindemiss 
der  Erlangung  von  zuverlässigen  Daten  die  eminent  hygrosko- 
pische und  so  ausserordentlich  lockere  BeschaflFenheit  der  Säure 
bezeichnet.  Ich  fand,  dass  diese  beiden  störenden  Eigenschaften 
in  der  That  fast  unüberwindliche  Schwierigkeiten  bei  den  betref- 
fenden Gewichtsbestimmungen  darbieten.  So  ist  es  geradezu  un- 
möglich, die  pulverförmige  Säure  aus  dem  Gefässe,  in  welchem 
sie  getrocknet  wurde,  ohne  Verlust  durch  Verstäuben  in  den 
Platintiegel  zu  Übertragen,  wo  sie  geglüht  werden  soll.  Das  Vcr- 
schliessen  des  Gefässes,  in  welchem  die  Säure  gewogen  werden 
soll,  muss  femer  mit  der  grössten  Schnelligkeit  stattfinden,  wenn 
man  während  desselben  die  Aufnahme  einer  merklichen  Menge 
Wasser  vermeiden  will.  Die  Neigung  der  Kieselsäure,  Wasser 
anzuziehen,  ist  so  gross,  dass  selbst  nur  lufttrockenes,  fein  ver- 
theiltes  Hydrat  beim  Befeuchten  mit  Wasser  Wärme  entwickelt, 
ohne  dass  hier  wohl  im  Entferntesten  an  die  Bildung  eines  wasser- 
reicheren Hydrates  gedacht  werden  kann. 

Ich  bemühte  mich,  die  erwähnten  Schwierigkeiten  möglichst 
dadurch  zu  beseitigen,  dass  ich  die  mit  der  grössten  Sorgfalt  be- 
reitete und  sehr  vollständig  gewaschene  Säure  in  noch  feuchtem 
Zustande  zu  kleinen,  runden  und  ziemlich  flachen  Kuchen  formte, 
indem  ich  sie  in  den  Cylinder  einer,  den  gewöhnlichen  Stahl- 
mörseru  nachgeahmten,  aus  Buchsholz  gedrehten  Vorrichtung 
füllte  und  dann  mittelst  anfangs  leichten,  später  stärkeren  Ham- 
merschlägen zu  einer  ziemlich  fest  zusammenhängenden  Masse 
presste,  welche  in  massiger  Wärme  etwas  besser  getrocknet, 
durch  Abblasen  von  allen  locker  anhaftenden  Theilchen  befreit, 
sofort  ohne  Verlust  aus  einem  Gefässe  in  das  andere  rasch  tiber- 
leert werden  konnte. 

Da«  Glühen  des  Hydrates  geschah  ohne  vorhergegangenes 
Befeuchten  immer  in  geräumigen  Platintiegeln  und  wurden  diese 
anfangs  sehr  vorsichtig,  später  stärker  und  schliesslich  anhaltend 
über  dem  Gasgebläse  erhitzt. 
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Das  Trocknen  im  Exsiccator  über  Schwefelsäure  fand  auf 
sehr  gut  passenden  ührschälchen  statt  und  wurde  sehr  sorgfältig 
auf  einen  vollen  Verschluss  Bedacht  genommen.  Ich  habe  das 
Verweilen  der  Säure  ili  den  Exsiccatoren  auf  weit  grössere  Zeit- 
räume ausgedehnt  als,  bei  gleichem  Anlasse,  bis  dahin  von  an- 
deren Chemikern  angewendet  wurden  und  inzwischen  keine 
Wägungen  vorgenommen,  so  dass  die  ganze  Zeit  über  der  Exsic- 
cator nicht  geöfl&iet  wurde. 

Bei  diesen  Vei'suchen  gaben,  nach  dem  Trocknen  durch : 
I.  117  Tage  0879  Grm.  Säure  0-0568  Grm.  Wasser  ent- 
sprechend 6'457j, 
II.  118  Tage  0-985  Grm.  Säure  0-0603  Grm.  Wasser  ent- 
sprechend 6-127^ 
m.  120  Tage  0-7606  Grm.  Säure  0-0471  Grm.  Wasser  ent- 
sprechend 6-197o 
IV.  122  Tage  0-988  Grm.  Säure  0-0598  Grm.  Wasser  ent- 
sprechend 606V^ 
V.  140  Tage  0-7858  Gnn.  Säure  00481  Grm.  Wasser  ent- 
sprechend 6-127^, 
VI.  172  Tage  0-805  Grm.  Säure  0-0478  Grm.  Wasser  ent- 
sprechend 5-947o 
Im  Mittel  enthält  also  diese  Säure  6-13  Procentc  Wasser. 
Bei  meinen  diesiälligen  Vorversucheu  erkannte  ich   bald, 
dass  die  gewöhnlichen  Vorrichtungen,  welche  zum  Trocknen  bei 
100**  C.  dienen,  im  vorliegenden  Falle  unzureichend  sind,  um  die 
Säure  vor  Gewichtszunahme  in  Folge  neuerlicher  Aufnahme  von 
Wasser  bei  Veränderungen  des  Feuchtigkeitszustandes  der  Luft 
zu  bewahren.  Ich  habe  desshalb  einen  Apparat  herstellen  lassen, 
welcher  es  gestattet,  die  Substanzen  in  einem  Strome  von  mit- 
telst Schwefelsäure  möglichst  getrockneter  Luft  beliebig  lauge 
und  mit  den  nöthigen  Unterbrechungen  zu  erwärmen,  ohne  dass 
von  Aussen  feuchte  Luft  in  denselben  einzudringen  vermag. 

Dieser  Apparat  besteht  aus  einem  aus  starkem  Kupferblech 
mittelst  Hartloth  hergestelltem  viereckigem  Kasten  von  0.34  Met. 
Länge,  0-20  Met.  Breite  und  0-19  Met.  Höhe.  Dieser  ist  mit  einem 
starken,  ebenen  Rande  versehen,  auf  welchem  mittelst  eines 
Messingrahmens  und  26  starken  Schrauben  eine  0-012  Met.  dicke 
Messingplatte  befestigt  ist,  worin  zu  beiden  Seiten  zwei  weite  Tu- 
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buli  eingefügt  sind.  Sie  dienen,  um  den  Kasten  beliebig  fttUen 
und  entleeren  zu  können,  wenn  er  als  Wasserbad  oder  mit  an- 
deren Flüssigkeiten  besehickt,  verwendet  werden  soll  und  zur 
alltälligen  Aniiiahme  eines  Thermometers.  So  eingeriehtet  kann 
der  Kasten  als  Wasser-  und  Luftbad  u.  s.  w.  benutzt  werden.  In 
der  erwähnten  Messingplatte  ist  ferner  ein  zweiter  kleinerer, 
massiver  Messingkasten   eingesenkt  und  mittelst  Hartloth  be- 
festigt, dessen  innere  Länge  0-24,  die  Breite  Ol 5  uöd  Tiefe 
(M5  Met.  beträgt  und  dessen  breiter  0-015  Met.  starker  Rand 
sehr  sorgfältig  abgeschliffen  und  mit  einem  sehr  genau  passen- 
den Deckel  versehen  ist.  In  letzterem  befinden  sich  zwei  conisch 
geschliffene  Tubuli,  von  welchen  der  erste  eine  rechtwinkelig 
gebogene,   starke  Messingröhre  aufnimmt,  welche  nur  wenig 
unter  den  Deckel  reicht  und  deren  äussere  Schenkel  mit  einer 
eonischen  Erweiterung  versehen  ist,  so  dass  leicht  ein  durch- 
bohrter Pfropf  darin  die  zum  Einfuhren  der  Luft  dienende  Glas- 
röhre aufnehmen  kann.  Die  zweite  gleichfalls  rechtwinkelig  ge- 
bogene Messingröhre  reicht  bis  nahe  zum  Boden  des  inneren 
Raumes,  ist  noch  mit  einem  besonderen  Hahne  und  gleichfalls 
mit  einer  conischen  Erweitenmg  u.  s.  w.  versehen.   Sie  dient 
zum  Ableiten  der  durch  den  Apparat  gesaugten  Luft.  Der  mit  die- 
sen Leitungsröhren  versehene  Deckel  lässt  sich  mittelst  zwischen- 
gelegter  Bleifolie    und   zehn    sorgfältig    gearbeiteten  Klemm- 
schrauben, welche  ttbrigens  ihren  Druck  nicht  unmittelbar,  son- 
dern mittelst  eines  eingeschalteten  Stahlrahmens  auf  die  Fläche 
des  Deckels  ausüben,  völlig  luftdicht  befestigen.  Beim  Gebrauche 
dieses  Apparates  werden  die  Substanzen  in  dem  beschriebenen 
Trockenraume    der   entsprechenden   Temperatur   und   zugleich 
einem  langsamen  stetigen  Strome  trockener  Luft  ausgesetzt.  Zu 
diesem  Behufe  wirkt  an  dem  mit  einem  Hahne  versehenen  Rohre 
ein   Saugapparat,  während  das  zweite  Einsatzrohr  die,  zuvor 
durch  eine  hohe  Schicht  von  mit  Schwefelsäure  getränkten  Bims- 
steinstttckchen  getrocknete  Luft  eintreten  lässt.  Soll  die  Thätig- 
keit  des  Apparates  unterbrochen  werden,  so  schliesst  man  den 
Hahn,   welcher  die  Communication  mit  dem  Saugapparate  ver- 
mittelt, womach  während  des  Abktihlens  nur  ganz  trockene  Luft 
eintreten  kann. 


Digitized  by  VjOOQIC 


206  G  o  1 1 1  i  e  b. 

Bei  Benützung  des  Apparates  zum  Trocknen  der  Kiesel- 
säure wurde  sorgfältig  darauf  geachtet,  die  Bewegung  der  Luft 
sehr  massig  zu  erhalten,  um  stets  möglichst  entwässerte  Luft  in 
den  Apparat  zu  schaffen,  da  bei  der  so  ausserordentlich  hygros- 
kopischen Eigenschaft  der  Säure  die  Gefahr  sehr  nahe  liegt,  den 
Erfolg  eines  mehrtägigen  Trocknens  durch  Eintreten  von  etwas 
feuchter  Luft  binnen  einer  halben  Stunde  wieder  einzubUssen. 
Die  Kieselsäure  befand  sich  in  Glaskölbchen,  deren  gut  einge- 
riebene Stöpsel  beigelegt  waren,  um  sie  beim  Öffiien  sehr  rasch 
einsetzen  zu  können.  Die  geschlossenen  Kölbchen  brachte  ich 
rasch  unter  einen  Exsiccator  über  Schwefelsäure,  um  sie,  sobald 
sie  abgekühlt  waren,  sofort  zu  wägen.  Dies  geschah  in  Zwischen- 
räumen von  3—4  Tagen,  bis  endlich  keine  Gewichtsabnahme  be- 
obachtet werden  konnte,  was  durchschnittlich  nach  vier  Wochen 
eintrat. 

Dabei  wurden  folgende  Kesultatc  erhalten: 
1-4955  Gr.  Säure  gaben  0-0685  Gr.  Wasser  entsprechend  4-58^„ 

4^41 

r  4-57 . 

4-30, 

Im  Mittel  wurden  somit  4-47  Pct.  Wasser  gefunden. 

Von  diesen  Zahlen  weichen  kaum  jene  ab,  welche  ich  mit 
Kieselsäure  erhielt,  die  bei  130 — 140**  C.  getrocknet  worden 
war.  Ich  bediente  mich  dadei  eines  gewöhnlichen  Luftbades  nach 
Fresenius  und  eines  Gasregulators,  welcher  im  Kleinen  nach 
dem  Systeme  der  in  den  Gasfabriken  verwendeten  eingerichtet 
ist.  Diese  Beobachtungen  stellte  ich  nur  als  Vorversuche  an,  be- 
vor ich  das  Trocknen  bei  100°  in  dem  oben  beschriebenen  VTas- 
serbade  vornahm  und  sie  erhielten  erst  durch  Vergleichung  mit 
den  obigen  Resultaten  einiges  Interesse. 

Die  Säure  wurde  auch  hier  kuchenförmig  angewendet,  aber 
z^vischen  Uhrgläsem  gewogen. 

1-5622  Gr.  Säure  geben  0-0742  Gr.  Wasser  entsprechend  4-75^V„ 
3-593     „        ,  „       0-0740  „         ,  ,  4-63  , 

1*0318    „        „  „       0-0848  „         ,  ■  4-42 


1-4305    „ 

r 

n 

0-06^1 

0-9922    „ 

7) 

V 

0-044 

1-7958    „ 

n 

r 

0-0822 

M180    „ 

n 

n 

0-0699 

r 


k 


2-2527   „        „  „      0-094     „         „  ,  4-18, 
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Es  wurden  demnach  im  Mittel  4*49  Pct.  Wasser  erhalten, 
während  die  bei  100**  C.  getrocknete  Säure  4-47  Pct.  Wasser 
enthielt.  Dagegen  war  aber  schon  eine  merkliche  Verminderung 
des  Wassergehaltes  bei  Kieselsäure  wahrzunehmen,  welche,  unter 
tlbrigens  gleichen  Umständen,  zwischen  180  und  200**  C.  ge- 
trocknet worden  war. 
Von  dieser  gaben : 
1-8345  Gr.  Säure  0-0795  Gr.  Wasser,  entsprechend  4-34% 
1-7893  „        „      0-0740  „ 
1-8707  „        „      0-0770  „ 
2.0582  „        „      0-0887  „ 
2-1080  „        „      0-0860  r 
2-0467  „        „      0-0819  „ 
1-884(3  „        „      OH)773  ,,         „ 
im  Mittel  also  4-19  Procente. 

Es  sei  mir  gestattet,  nach  Anführung 
Resultate  in  Kürze  anzuführen,  welche 
analogen  Untersuchungen  über  Kieselsäurehydrate  erhielten,  wo- 
bei vorwiegend  jener  Versuche  gedacht  werden  soll,  welche  mit 
gleichem  Material,  wie  die  oben  mitgetheilten  erhalten  wurden. 
Die  älteste  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  wurde  von  Do- 
ver i  (Annales  de  Chimie  et  physique  troisifeme  s^rie,  T.  XXI.) 
veröffentlicht.  Die  Beurtheilung,  welche  sie  allseitig  erfuhr,  über- 
hebt mich  der  Mühe,  auf  die  von  diesem  Chemiker  gefundenen 
Zahlen  näher  einzugehen. 

Fuchs  veröffentlichte  1852  in  Liebig's  Annalen  Bd.  82 
eine  Abhandlung,  welche  an  jene  Doveri's  anknüpft  und  sich 
mit,  über  Schwefelsäure  im  Exsiccator  und  bei  100**  getrockneter 
aus  Fluorsilicium  gewonnener  Säure  beschäftigt.  Über  das  Ver- 
fahren beim  Trocknen  äussert  sich  Fuchs  nicht  näher  und  dürf- 
ten daher  dabei  keine  besonderen  Vorsichten  und  Apparate  ver- 
wendet worden  sein.  Er  brachte  jedoch  zuerst  den  Kunstgriff 
in  Anwendung,  die  gewogene  Säure  vor  dem  Glühen  zu  befeuch- 
ten und  dann  bei  100**  C.  zu  trocknen,  um  das  Verstäuben  der- 
selben beim  nachherigen  Erhitzen  möglichst  zu  verhindern. 

In  dem  durch  30  Tage  über  Schwefelsäure  getrockneten 
Hydrate  fand  er  im  Mittel  von  drei  nahe  übereinstimmenden  Ver- 
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suchen  9-3  Procente  Wasser.  In  der  bei  100"  C.  durch  18  Tage 
getrockneten  Säure  fand  Fuchs  im  Mittel  von  sechs  sehr  nahe 
Übereinstimmenden  Versuchen  G-75  Pct.  Wasser. 

Merz  wurde  durch  die  so  wenig  übereinstimmenden  Resul- 
tate der  von  Doveri  und  Fuchs  ausgeführten  Untersuchungen 
veranlasst,  neue  Wasserbestimmungen  des  Kieselsäurehydrates 
auszufuhren,  wobei  er  sich,  gleich  Fuchs,  ausschliesslich  der 
aus  Fluorsilicium  erhaltenen  Säure  bediente.  (Journal  für  practi- 
8che  Chemie  Bd.  99.)  In  der  wochenlang  Über  Schwefelsäure 
gestandenen  Kieselsäure  fand  er  8-08  bis  8.66  Pct  Wasser.  In 
der  bei  100**  C.  getrockneten  Säure  fand  Merz  6-17  und  6-31  Pct. 
Wasser,  welche  Zahlen  sich  den  unter  gleichen  Umständen  von 
Fuchs  erhaltenen  nähern.  Merz  hat  zudem  auch  den  Wasser- 
gehalt von  Kieselsäure,  die  zwischen  60  und  100**  C.  getrocknet 
worden  war,  untersucht.  Er  fand  bei  60**  C.  8-68  und  9-24  Pct. 
bei  80**  C.  7.4  und  7-52 Pct.,  bei  90**  C.  endlich  6-84  und  6-96  Pct. 
Wasser.  Merz  hat  zudem  auch  den  Wassergehalt  der  bei  250 
bis  270**  C.  getrockneten  Säure  bestimmt  und  im  Mittel  von  drei 
Versuchen  3*44  Pct.  Wasser  gefunden. 

Von  besonderen  Vorsichten,  welche  etwa  angewendet  wur- 
den, um  die  Säure  während  des  Trocknens  bei  und  über  100**  C. 
vor  dem  Zutritte  feuchter  Luft  zu  schützen,  thut  Merz  keine  Er- 
wähnung K 

Diesen  Daten  schliessen  sich  einige  Vereuche  von  Lippert 
an,  welche  Fresenius  in  der  5.  Auflage  seiner  Anleitung  zur 
quantitativen  chemischen  Analyse  (1.  Abdruck,  S.  945)  mittheilte. 
Lippert  benutzte  bei  seinen  Versuchen  Säurehydrat,  welches 
mittelst  Salzsäure  aus  verdünnter  Wasserglaslösung  abgeschie- 


«Merz  hebt  übrigens  den  merkwürdigen  Umstand  hervor,  dass  er 
Kiesel  Säurehydrat  kurz  nach  seiner  Bereitung  viel  leichter  und  vollstän- 
diger, als  jenes,  welches  vor  längerer  Zeit  dargestellt  worden  war,  zu 
trocknen  vermochte.  Er  fand  in  solcher  bei  70^  C.  getrockneter  Säure 
irlb  und  6-12  Pct.,  bei  00**  C.  getrocknet  4-6  Pct.  und  bei  100*»  C.  ge- 
trocknet  etwa  4-22  und  4-31  Pct.  Wasser.  Mir  ist  ein  solcher  Unterschied 
zwischen  frisch  bereiteter  und  länger  aufbewahrter  Säure  nie  aufgefallen, 
womit  jedoch  kein  Zweifel  an  der  Richtigkeit  obiger  Angaben  ausge- 
sprochen sein  soll. 
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den  und  durch  Decantiren  so  lange  gewaschen  worden  war,  bis 
das  Wasser  keine  Spur  Salzsäure  mehr  enthielt.  Ein  Theil  dieser, 
vorläufig  lufttrocken  gemachten  Säure  wurde  durch  acht  Wochen 
im  Exsiccator  über  Schwefelsäure,  unter  zeitweiligem  Zerreiben  der 
krttmmeligen  Substanz,  ein  anderer  Theil  aber  ebensolauge  im 
luftrerdtinnten  Baume  über  Schwefelsäure  getrocknet.  Der  Um- 
stand, dass  Lippert  während  des  Trocknens  die  Säure  mehr- 
mals mit  der  Luft  in  Berührung  brachte,  dann  vor  dem  Trocknen 
bei  100**  C.  überfüllte,  erklärt  es,  wenn  er  in  beiden  Fällen  mehr 
Wasser  fand  als  ich,  abgesehen  von  der  Methode  des  Trocknens 
bei  100**  C,  welche  gewiss  in  der  gewöhnlichen  Weise  vorge- 
nommen wurde. 

Nach  seinen  Bestimmungen  enthielt  die  über  Schwefelsäure 
im  Exsiccator  getrocknete  Kieselsäure  im  Mittel  von  zwei  Ver- 
suchen 9-11  Pct.  Wasser.  Die  im  Vacuo  getrocknete  Säure  gab 
im  Mittel  von  zwei  Versuchen  9-9  Pct.  Wasser,  war  also  unvoll- 
ständiger getrocknet  als  die  andere.  Dass  aber  in  beiden  Fällen 
das  Trocknen  ein  unvollständiges  gewesen,  geht,  abgesehen  von 
den  oben  mitgetheilten  Zahlen,  di^  ich  erhielt,  auch  aus  zwei  Be- 
obachtungen hervor,  welche  ich  mit  kuchenförmiger  Kieselsäure 
machte,  die  seit  dem  2.  December  1864  bis  zum  17.  Juni  1867 
unter  einer  Exsiccatorglocke  über  Schwefelsäure  verweilt  hatte, 
ohne  dass  während  dieser  langen  Zeit  die  Glocke  auch  nur  für 
einen  Augenblick  gehoben  worden  war.  Der  Verschluss  des  Ap- 
parates war  inzwischen  unvollständig  geworden  und  die  Com- 
munication  mit  der  äusseren  Luft,  allerdings  nur  sehr  beschränkt, 
hergestellt.  In  dieser  Säure  fand  ich  bei  zwei  Versuchen  9-09 
und  9*00  Pct.  Wasser,  welche  Zahlen  sich  den  von  Lippert  ge- 
fundenen nähern.  Lippert  bestinunte  ferner  das  Wasser  in  der 
im  Exsiccator  getrockneten  Säure  zu  4-97  Pct.  und  in  der  im 
Vacuo  getrockneten  zu  5-52  und  5*47  Pct.,  nachdem  diese  hier- 
auf weiter  bei  100**  C.  getrocknet  worden  waren.  Auch  hier  ist 
die  relativ  ungenügende  Entwässerung  der  im  Vacuo  behandel- 
ten Säure  ersichtlich. 

Zur  Vervollständigung  dieser  Mittheilungen  mag  zunächst 
noch  erwähnt  werden,  dass  Ebelmen  bereits  im  Jahre  1846 
(Annales  deChimie  et  Physique.  Troisifeme  S6rie.  T.  XVI.)  Kiesel- 
gäurehydrat,  welches  aus  der  Zersetzung  von  kieselsaurem  Äthyl 

SItsb.  d.  xnathem.-DHturw.  Ol.  LXVI.  Bd.  IT.  Abth.  14 
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an  feuchter  Luft  hervorgegangen  war,  untersuchte  und  darin 
19-8  Pct.  Wasser  fand.  Wie  lange  und  unter  welchen  Umständen 
es  getrocknet  wurde,  ist  nicht  angegeben. 

Später  hat  Fr6my  (Annales  de  Chimie  et  Physique.  Troi- 
sifeme  S6rie,  T.  38)  durch  Zerlegung  von  Schwefelsilicium  mit 
Wasser  eine  Lösung  von  Eieselsäurehydrat  erhalten,  welche  beim 
Verdunsten  im  Vacuo  eine  poröse  harte  Masse  zurückliess,  wo- 
rin er  16-7  Pct.  Wasser  fand.  Er  theilt  ferner  mit,  dass  dieses 
Hydrat  (unter  ihm  unbekannt  gebliebenen  Umständen!)  Wasser 
verlor  und  dann  nur  9-4  Pct.  Wasser  enthielt. 

Die  grösste  Menge  Wasser  fand  Graham  (Annalen  der 
Chemie  und  Pharmacie.  Bd.  121)  in  der  Kieselsäure,  welche  aus 
der  durch  Dialyse  gewonnenen,  wässerigen  Lösung  mittelst  Ein- 
dampfen im  Vacuo  abgeschieden  und  nur  durch  zwei  Tage  über 
Schwefelsäure  getrocknet  worden  war,  womach  sie  21  «9  Pct. 
Wasser  enthielt.  Dieses  Product  kann  wohl  der  lufttrockenen 
Säure  angereiht  werden. 

Über  diese  liegen  nur  sehr  wenige  Daten  vor.  Lauglois 
fand  in  aus  Chlorsilicium  mittelst  Wasser  abgeschiedener  Kiesel- 
säure, die  er  durch  einige  Tage 'in  trockener  Luft  verweilen  liess, 
11-5  bis  12  Pct.  Wasser.  (Annales  de  Chimie  et  Physique,  Troi 
si6me  sirie.  T.  52).  Merz  (1.  c.)  liess  die  Säure  sechs  Wochen 
lang  bei  einer  Temperatur  von  20 — 25**  C.  an  der  Luft  verweilen, 
womach  sie  13-15  bis  13-52  Pct.  Wasser  enthielt.  Schon  aus 
diesen  wenigen  Beobachtungen  lässt  sich  wohl  mit  Sicherheit 
schliessen,  dass  die,  gewöhnlich  als  Normalkieselsäure  angenom- 
mene Verbindung  von  der  Formel  H^SiO^  ebensowenig  wie  die 
sogenannte  Metakieselsäure  HsSiO,  existirt,  denn  die  erstere 
verlangt  37*5,  die  zweite  aber  23-07  Pct.  Wasser,  während  selbst 
lufttrockene  Säure  nicht  einmal  den  letzteren  Wassergehalt  er- 
reicht ujttd  bei  der  enorm  hygroskopischen  BeschaflFenheit  der 
Kieselsäure  wohl  nicht  angenommen  werden  kann,  dass  sie  an 
der  Luft  bei  gewöhnlicher  Temperatur  oder  in  sehr  massiger 
Wärme  von  etwa  28**  C.  mehr  als  einen  kleinen  Theil  des  an- 
hängenden Wassers  verliert,  somit  eine  Zersetzung  des  Hy- 
drates kaum  denkbar  ist. 

Betrachtet  man  femer  die  im  Obigen  angefahrten  und  ver- 
gleichbaren Resultate,  welche  ich,  Fuchs,  Merz  und  Lippert 
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erhielten,  so  geht  daraus  unwiderleglich  hervor,  dass  sowohl  die 
Einwirkungsdauer  der  entwässernden  Einflüsse,  wie  die  unge- 
störte Geltung  derselben  den  Erfolg  sehr  wesentlich  zu  modifi- 
ciren  im  Stande  sind. 

Fuchs  fand  in  der  über  Schwefelsäure  durch  30  Tage  ge- 
trockneten Säure  9-3  Pct.,  Lippert  9-11  bis  9-9  Pct,  Merz, 
der,  wie  er  sagt,  wochenlang  unter  gleichen  Verhältnissen  trock- 
nete, 8-08 — 8-66  Pct.  und  ich,  bei  einer  Durchschnittsdauer  des 
Trocknens  von  131 '/g  Tagen,  während  welcher  Zeit  die  Exsicca- 
toren  kein  einziges  Mal  geöffnet  wurden,  6-13  Pct.  Wasser. 

Fuchs  trocknete  bei  100**  C.  durch  18  Tage  und  fand 
6-75  Pct,  Merz,  welcher  über  die  Dauer  des  Trocknens  keine 
Angabe  macht,  fand  6*24,  Lippert  4-97  und  5-49,  ich  endlich 
bei  Anwendung  des  oben  beschriebenen  Apparates,  worin  das 
Trocknen  durch  4 — 5  Wochen  stattfand,  4-47  Pct.  Wasser.  Ich 
kann  mich  der  Überzeugung  nicht  verschliessen,  dass,  wenn  so- 
wohl über  Schwefelsäure,  wie  bei  100**  C.  das  Trocknen  noch 
namhaft  länger  fortgesetzt  worden  wäre,  dadurch  noch  eine 
weitere,  wenn  auch  nicht  bedeutende  Verminderung  des  Wasser- 
gehaltes hätte  erzielt  werden  können,  falls  nicht  etwa  die  schon 
wiederholt  betonte,  ausserordentliche  Fähigkeit  der  feinvertheil- 
ten  Kieselsäure  Wasser  zurückzuhalten,  diesem  fortschreitenden 
Entwässern  eine  Grenze  setzt. 

Dieser  Grenze  glaube  ich  indessen  mich  mehr  genähert  zu 
haben  als  meine  Vorgänger.  Der  Versuch  jedoch,  aus  den  von 
mir  unter  möglichst  normalen  Verhältnissen  gewonnenen  Zahlen 
wahrscheinliche  Formeln  für  Kieselsäurehydrate  abzuleiten,  führt 
zu  keinem  günstigen  Resultate.  Die  über  Schwefelsäure  getrock- 
nete Verbindung  bedingt  die  Formel  H^Si^^Ogo»  welche  6*24  Pct. 
Wasser  verlangt,  während  6-13  gefunden  wurden.  Die  bei  100** 
getrocknete  Säure  führt  zur  Formel  H^SijgO^g  mit  4^41  Pct.  Was- 
ser. Gefunden  wurde  bei  dieser  sowie  solcher  Säure,  welche  ich 
bei  130—140**  trocknete  (s.  o.)  4-47  und  4-49  Pct.  Ich  will  es 
unterlassen  für  die  bei  180 — 200**  getrocknete  Säure,  welche 
4-19  Pct.  Wasser  enthielt  und  die  von  Merz  bei  250 — 270**  ge- 
trockneten mit  3-44  Pct.  Wasser  Formeln  aufzustellen.  Das  ganze 
Verhalten  der  sogenannten  Kieselsäurehydrate  deutet  entschieden 
darauf,  dass  sie  im  gewöhnlichen  Sinne  nicht  aufgefasst  werden 

14* 
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von  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  unabhängig  sei,  muss  also 
jedenfalls  aufgegeben  werden.  Man  motivirte  diese  Ansicht  bis- 
her hauptsächlich  durch  die  geringe  Zusammendrückbarkeit  der 
festen  und  tropfbaren  Körper.  Aus  dem  Umstände,  dass  in  festen 
und  tropfbaren  Körpern,  selbst  durch  bedeutende  Druckkräfte 
die  Distanz  der  Centra  zweier  Nachbannolecüle  nur  wenig  verän- 
dert wird,  glaubte  man  schliessen  zu  können,  dass  auch  in  Gasen 
die  kleinste  Distanz,  in  die  die  Centra  zweier  stossender  Molectile 
gelangen,  nahe  unveränderlich  sei.  Allein  wenn  wir  auch  durch 
die  Druckkräfte,  die  wir  in  unseren  Piezometem  zu  erzeugen  ver- 
mögen, die  Centra  der  Molectile  tropfbarer  Flüssigkeiten  einan- 
der nicht  bedeutend  näher  bringen  können,  so  gilt  dies  keines- 
wegs von  allen  Druckkräften  überhaupt.  Der  Druck,  welcher  in 
den  grössten  Meerestiefen  herrscht,  verdichtet  das  Wasser  bereits 
um  mehr  als  Vto  s^^iics  ursprünglichen  Volumens,  und  noch  unver- 
gleichlich grösser  ist  wahrscheinlich  der  Druck,  welcher  im  Erd- 
mittelpunkte herrscht.  Solange  man  also  keine  numerische  Rech- 
nung angestellt  hat,  lässt  sich  nicht  angeben,  ob  sich  in  Gasen 
zwei  zusammenstossende  Molectile  so  weit  nähern,  als  sie  sich  in 
tropfbaren  Flüssigkeiten  unter  dem  Drucke  einiger  Atmosphären 
oder  einiger  Hunderttausend  Atmosphären  nähern.  Nur  im  ersten 
Falle  wäre  der  Schluss  auf  die  Unveränderlichkeit  der  Distanz 
der  Centra  zweier  zusammenstossender  Molectile  erlaubt,  während 
im  letzteren  Falle  schon  a  priori  auf  eine  Abhängigkeit  derselben 
von  der  Temperatur  zu  schliessen  ist.  Die  Rechnung  wird  uns 
in  der  That  zeigen,  dass  das  letztere  der  Fall  ist,  ja  dass  die 
Veränderlichkeit  der  kleinsten  Distanz  zweier  stossender  Mole- 
ctile, wie  sie  sich  aus  der  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  er- 
gibt, wenigstens  der  Grössenordnung  nach  vollkommen  mit  der 
von  der  Gastheorie  geforderten  tibereinstimmt.  Eine  exacte  nu- 
merische Übereinstimmung  kann  selbstverständlich  wegen  ver- 
schiedener, der  Wirklichkeit  nur  angenähert  entprechender  Hy- 
pothesen, zu  denen  wir  im  folgenden  in  Ermanglung  der  ge- 
nauen Kenntniss  der  wirklichen  Verhältnisse  werden  unsere 
Zuflucht  nehmen  müssen,  gar  nicht  erwartet  werden.  Da  die 
Compressibilität  des  tropfbaren  Sauerstoffes  oder  Stickstoffes 
nicht  bekannt  ist,  so  wollen  wir  das  Wasser  unserer  Berechnung 
zu  Grunde  legen.  Als  Einheiten  wollen  wir  ein  für  allemal  den 
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Meter,  die  Secunde  und  das  Gewicht  eines  Kilogramms  wählen. 
Sei  im  flüssigen  Wasser  beim  Drneke  einer  Atmosphäre  und  dem 
Maximum  seiner  Dichte  die  Distanz  der  Centra  zweier  Nachbar- 
moleetile  gleich  p  Met.  Ich  will  nun  zunächst  aus  der  Compressi- 
bilität  des  Wassers  die  Arbeit  bestimmen,  welche  erforderlich 
ist,  um  die  Distanz  zweier  Nachbarmolectile  um  das  orfache  ihres 
ursprünglichen  Werthes  zu  vermindern,  also  von  p  auf  (1 — ai)p 
zu  reduciren.  Der  Druck  einer  Atmosphäre  comprimirt  nach 
Grassi's  Versuchen  das  Wasser  durchschnittlich  um  0-000048 
seines  Volumens,  nähert  also  die  Centra  je  zweier  Nachbarmole- 
cüle  um  0-000016  ihrer  ursprünglichen  Distanz. 

Um  die  Kraft  zu  berechnen,  oder  doch  beiläufig  zu  schätzen, 
mit  welcher  dabei  je  zwei  Molecüle  einander  genähert  werden, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Centra  der  Molecüle  die  Ecken  von 
lauter  Würfeln  bilden,  deren  Seiten  gleich  p  sind. 

Es  berechtigt  uns  natürlich  nichts  zur  Annahme,  dass  die 
Wassermolecüle  wirklich  gerade  in  dieser  Weise  angeordnet 
seien,  aber  es  ist  dies  die  einfachste  geometrische  Anordnung, 
und  wenn  auch  die  wirkliche  Anordnung  von  derselben  wahr- 
scheinlich bedeutend  abweicht,  so  wird  uns  dieselbe  sicher  doch 
wenigstens  zu  keinen  Fehlem  in  der  Grössenordnung  der  zu  be- 
rechnenden Werthe  führen.  Eine  Atmosphäre  übt  auf  den  Qua- 
dratmeter einen  Druck  von  10334  Kilogr.  aus.  Bei  der  von  uns 
angenommenen  Anordnung  der  Molecüle  entfallen  auf  den  Qua- 
dratmeter -j  Molecüle,  und  da  sich  der  Gesammtdruck  auf  alle 

diese  Molecüle  vertheilt,  so  entfällt  auf  jedes  Molecül  die  Kraft 
10334  p'  in  unseren  Einheiten  gemessen.  Dies  ist  also  die  Kraft, 
mit  welcher  beim  Drucke  einer  Atmosphäre  je  zwei  Nachbar- 
molecüle  einander  genähert  werden,  wenn  wir  die  jedenfalls 
bedeutend  kleinere  Kraft,  welche  von  den  entfernteren  Molecülen 
ausgeht,  vernachlässigen.  Dabei  vermindert  sich  ihre  Distanz 
um  0-000016  ihres  ursprünglichen  Werthes,  also  um  0-000016p. 
Nehmen  wir  an,  dass  die  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Molecülen 
der  Flüssigkeit  wirksam  ist,  ihrer  Annäherung  direct  proportional 
ist  (ein  Gesetz,  welches  für  geringe  Compressionen  feststeht  und 
das  wir,  da  es  sich  ja  hier  blos  um  die  Grössenordnung  handelt, 
ohne  Bedenken  auch  auf  grössere  Compressionen  übertragen 
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können),  so  ist  die  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Nachbarmole- 
cülen  geweckt  wird,  wenn  man  ihre  Distanz  um  xp  vermindert, 
gleich: 

10334p»;r 

0-000016' 

Die  Arbeit,  die  zu  dieser  Distanzverminderung  erforderlieh 
ist,  tindet  man,  indem  man  mit  der  halben  Distanzverminderung 

-—  multiplicirt ;  dieselbe  ist  also : 

^'"0-000032  ^^ 

Wir  wollen  noch  die  Masse  m  eines  WassermolecUls  be- 
rechnen. Die  Masse  eines  Cubikmeters  Wasser  beim  Maximum 

•  1000 
der  Dichte  ist  in  unseren  Einheiten  gemessen  tt-öt-  B^^  der  von 

uns  vorausgesetzten  Anordnung  der  Molectile  befinden  sich  in 

einem  Cubikmeter  -=-  MolecUle.  Jedes  derselben  hat  also  die 

Masse : 

lOOOp^ 


m  = 


9-81 


Unterziehen  wir  nun  den  Wasserdampf  der  Betrachtung, 
t?*  sei  das  mittlere  Geschwindigkeitsquadrat  eines  Molecttls  des- 
selben. Wir  fragen  uns  nun^  wie  weit  sich  die  Centra  zweier  Mo- 
lectile, welche  beide  mit  der  Geschwindigkeit  v  einander  central 
gerade  entgegenfliegen,  annähern  werden.  Die  gesammte  leben- 
dige Kraft  beider  MolecUle  vor  dem  Stosse  ist : 

Für  Wasserstoflfgas  von  der  Temperatur  f  **  C.  ist : 

r«=1844*(l-+-a07 

wobei: 

1 
"^  =  273- 
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Ein  Wasserdampfmolecttl  ist  neunmal  so  schwer^  als  ein 
Wasserstofimolecttl.  Für  den  Wasserdampf  ist  also : 

r«  =  — ^(l-+-aO- 

Die  gesanmite  lebendige  Kraft  unserer  beiden  Wasserdampf- 
molecüle  ist  also : 

.       lOOOp»     1844% 

Im  Moment  der  grössten  Annäherung  haben  beide  Moleetile 
die  Geschwindigkeit  Null;  es  ist  also  ihre  gesammte  lebendige 
Kraft  in  Arbeit  verwandelt  worden.  Nehmen  wir  an,  die  Centra 
der  beiden  Molecttle  hätten  sich  dabei  bis  zur  Distanz  (l—^)p 
genähert,  so  haben  wir  die  hiezu  erforderliche  Arbeit  bereits  frü- 
her aus  der  Compressibilität  des  tropfbaren  Wassers  berechnet 
und  durch  Gleichung  1)  ausgedrückt  gefunden.  Nehmen  wir  an,  die 
Molecüle  hätten  ihre  Beschaffenheit  durch  den  Übergang  in  den 
gasförmigen  Zustand  nicht  geändert,  so  wird  diese  Formel  auch 
auf  die  Annäherung  beim  Zusammenstosse  der  beiden  Gasmole- 
cüle  anwendbar  sein  und  wir  erhalten,  indem  wir  die  verlorne 
lebendige  Kraft  der  aufgewendeten  Arbeit  gleichsetzen  : 


lOOOf» 
9-81    ■ 

1844*                    10334f».r' 
9     (.^^*^)—  0-000032 

woraus  sich 

ergibt.  Für  t  =  0  wird 

2-n 

1 

■^-2-9' 

bei  einer  Temperatur  von  0*"  C.  nähern  sich  daher  die  Centra 
zweier  Wasserdampfmolecüle,  wenn  sie  mit  ihrer  mittleren  leben- 
digen Kraft  gerade  central  auf  einander  zufliegen,  bis  zu  einer 
Distanz,  welche  ungefilhr  gleich  Vj  von  der  Distanz  ist,  welche 
zwei  Nachbarmolecüle  im  tropfbaren  Wasser  unter  dem  Drucke 
einer  Atmosphäre  beim  Maximum  der  Dichte  haben,  ein  Werth, 
welcher  auch  dadurch  bestätigt  wird,  dass  ja  bei  0**  C.  das 
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Wasser  zu  schmelzen  anfängt,  sich  also  die  Molecüle  bereits 
durcheinander  hindnrchzudränge;i  vermögen.  Um  eine  solche  An- 
näherung der  Molecüle  des  tropfbaren  Wassers  hervorzubringen, 
müsste  auf  demselben  ein  Druck  von  20*000  Atmosphären  lasten. 
Wir  sehen  daher,  dass  die  Kräfte,  mit  denen  zwei  zusammen- 
stossende  Gasmolecüle  gegeneinander  getrieben  werden,  ganz 
bedeutend  sind  und  dass  daher,  abgesehen  von  den  Experimen- 
ten über  Reibung,  DiflFusion  und  Wärmeleitung,  zu  erwarten  ist, 
dass  der  Durchmesser  eines  Molecttls  nicht  unerheblich  mit  der 
Temperatur  veränderlich  erscheint.  Bezeichnen  wir  die  Distanz, 
bis  zu  welcher  sich  die  Centra  zweier  Molecüle  bei  0**  C.  nähern, 
mit  r^y  so  ist  also 

n        ^        1*9 

^0=0— ^)P  =  2T9f 

Um  die  Abhängigkeit  der  kleinsten  Distanz  zweier  Molecüle 
von  der  Temperatur  zu  erkennen,  nehmen  wir  an,  die  Tempera- 
tur t  sei  nicht  viel  von  0**  C.  verschieden.  Dann  ist  angenähert 


•^  =  2^(l^?J- 


Bezeichnen  wir  die  Distanz,  bis  zu  welcher  sich  jetzt  die 
Centra  zweier  Gasmolecüle  nähern,  wenn  sich  dieselben  mit 
ihrer  mittleren  lebendigen  Kraft  central  gegeneinander  bewegen^ 
mit  r,  so  ist  also  wieder : 

r  =  (!-..>  =[l-2L-^]f  =  r„(l-^J. 

Nach  dem  von  Stefan  gefundenen  Gesetze  wird  den  Er- 
fahrungen über  Reibung,  Difhsion  und  Wärmeleitung  genügt^ 
wenn  man  annimmt,  dass  sich  die  beiden  Distanzen  r  und  r^ 
bis  zu  welchen  sich  die  Centra  zweier  Gasmolecüle  bei  den  Tem- 
peraturen von  t"*  und  0**  C.  annähern,  verkehrt  wie  die  vierten 
Wurzeln  aus  den  absoluten  Temperaturen  verhalten,  wonach  man 
für  kleine  f  zwischen  r^  und  r  die  Relation 


■=4-i] 


Digitized  by  VjOOQIC 


über  das  Wirkungsgesetz  der  Molecularkräfte.  219 

erhält.  Diese  Relation  befindet  sich  in  der  schönsten  Überein- 
stimmung mit  der  von  uns  aus  der  Compressibilität  des  Wassers 
abgeleiteten  Gleichung 

Bedenkt  man,  dass  wir  bei  Ableitung  der  letzten  Gleichung 
so  manche  nur  angenähert  richtige  Hypothese  gemacht  haben  und 
ausserdem  den  Wasserdampf  der  Rechnung  zu  Grunde  legten, 
für  welchen  das  Stefan'sche  Gesetz  noch  nicht  experimentell 
geprüft  wurde,  so  muss  man  gestehen,  dass  eine  bessere  Über- 
einstimmung sicher  nicht  zu  erwarten  war.  Wenn  also  auch  bei 
der  Unsicherheit  der  von  mir  gemachten  Voraussetzungen  auf 
diese  numerische  Übereinstimmung  vorläufig  kaum  ein  allzu- 
grosserWerth  zu  legen  sein  dürfte,  so  steht  doch  soviel  fest,  dass 
die  geringe  Compressibilität  der  tropfbaren  Flüssigkeiten  mit  der 
Veränderlichkeit  des  Moleculardurchmessers  keineswegs  in 
Widerspruch  steht,  sondern  dass  sich  vielmehr  diese  Veränderlich- 
keit aus  der  Compressibilität  der  tropfbaren  Flüssigkeiten  von 
derselben  Ordnung,  wie  aus  der  Theorie  der  inneren  Reibung 
der  Gase  ergibt. 

Ich  bemerke  schliesslich  noch,  dass  sich  aus  der  Compressi- 
bilität des  Wassers  die  Proportionalität  des  Moleculardurch- 
messers mit  der  reciproken  vierten  Wurzel  der  absoluten  Tempe- 
ratur blos  in  der  Nähe  der  Temperatur  von  0**  C.  ergibt,  was  aber 
durchaus  keinen  Widerspruch  involvirt,  da  ja  die  Giltigkeit  des 
letzteren  Gesetzes  auch  nur  in  der  Nähe  von  0**  C.  bewiesen  ist. 
Für  grössere  Temperaturen  würde  man  aus  der  Compression  des 
Wassers,  falls  dieselbe  da  noch  immer  dem  Drucke  proportional 
wäre,  eine  raschere  Abnahme,  für  kleinere  aber  eine  geringere 
Zunahme  des  Moleculardurchmessers  erhalten. 
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Zur  Theorie  der  Besserschen  Functionen  zweiter  Art. 

Von  Leopold  Oegenbaner  in  Krems. 
(Vorgeleot  in  der  Sitzung  an  4.  Ju  II  1872.) 

Diflferentiirt  man  die  von  C.  Neumann  aufgestellte  Glei- 
chung: 


j(n4-l) 
ix) 


1.)   2ro^">V=0^"-^^-0^' 

wiederholt  nach  x,  so  erhSlt  man  die  Relationen: 

2.)  240^"n"  =  0<'*-'^  _20^"^H-0^"^'> 

^      L    (*)J  («)  (*)  (*)  (*) 

^     L  (*)J  («)  (*)  («)  (»)  '*) 


«-h3) 


5.),,jo;;>]<^>=y(-i)fjo;:; 


) 


Die  Gleichung  5.) ,  welche  uns  lehrt,  dass  die  Differential- 
quotienten einer  jeden  BesseTschen  Function  zweiter  Art  nach 
Bessel'schen  Functionen  zweiter  Art  entwickelt  werden  kön- 
nen, werden  wir  nun  zur  Entwicklung  von  0^**^    benutzen. 

Nach  dem  T  a  y  1  o  r'schen  Satze  ist : 


6.)  0^"^  =v-^ro^"n 

oder  wegen  Formel  5.) 

7.)  O^""^     Jy''ff^iy(p]jL-o''"'^''^ 
^      (*-»-E)       Zj  Zj  l/*J2f»!     (X) 


Zj  Zj  UJ2f»!     (X) 
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Da  /x  nie  grösser  als  p  werden  kann,  können  wir  diese 
Gleichung  auch  in  folgender  Form  schreiben : 


8.)  0<">    =YV{-^yTr-Tr ntO^"""^ 


In  der  Gleichung  8.)  kann  man  offenbar  x  und  4  mit  einan- 
der vertauschen;  man  hat  daher  auch: 


^^  f^^p  ^p 


Die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8.)  befindliche. 
Doppelsumme  lässt  sich  in  drei  Summen  auflösen,  von  denen  die 
erste  alle  Glieder  enthält,  in  denen  «— /?-f-2fjL=0  ist,  die  zweite 
jene  Glieder,  in  denen  dieser  Ausdruck  positiv  ist,  und  die  dritte 
jene  Glieder,  in  denen  er  negativ  ist. 

Ist  p-t-1  der  absolute  Werth  von  it— jp-H2fjL  in  den  zwei 
letzten  Sunmien,  so  findet  man  nach  einer  leichten  Transforma- 
tion: 

10.)  0^"^  =0^'^ ^^ ^^V(-iy — 

^     (X4-5)        (x)2»r(w-4-l)Zi^     ^  2^f2(2w-^2>i2 

/t=0 

"^  2^  Zj  ^~'^'*^2«-P-i  r(«— p) .  2^IX2n~2pyi«  ^(x) 

Zj  Zj^     ^/ 2«-H>+i  r(w-i-p-H2).2A'l2(2«-H2p-4-4)^l«    («) 
L  0  m  m  e  1  hat  aber  gezeigt,  dass : 

11.)  j<^)= 5 V(-iv - 

^      (.)      2T(vH-l)2-|^^       '^   2'|2(2v-f-2yi2 

ist ;    es  lässt  sich  daher  die  Gleichung  10.)  auch  in  folgender 
Gestalt  darstellen: 


12.)  0^^^  =/''^ . 0^'^^  y/-p-^) . o(p+^ 
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p=oo 


Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  .r  und  |  mit  einander, 
so  hat  man  auch : 


p=oo  p=oo 


13.)   0^**^    =/'*^0^'^h-V-/^""'~'^0^'^'^-hV/""^'^*^0 

p=0  p=o 

Da  0^"^  für  ein  gerades  n  durch  die  Reihe : 

(X)  " 

«*(»»— 2»)(»»- 4«) 
-+- ^i5 -t-... 

für  ein  ungerades  n  aber  durch  die  Beihe : 

15.)   o(n)^nL_^«!^V(«»-iy-3») 
^      (X)      o^'^L  .r«  0?* 

definirt  wird,  so  sieht  man,  dass : 
16.)  0^-"^  =(— 1)»»  0^"^ 

ist;  man  kann  daher  die  Gleichungen  12.)  und  13.)  auch  in  fol- 
gender Form  schreiben : 

17.)  0^~^    =J<">0^'^  +  Vr/'-P-'V(— l)P-*-^/*^^'T0^"^ 
^     rx-K)       (5)    (X)     AI  (5)  ^      ^        (ö        J    c«) 

18.)  0^"^    «J^^O^'^-4-^V[/""^"'^-H(-l)p^*/''^-^'nO^^'' 

^       («-»-5)         (»)      (5)       Z^L  (•)  ^         ^  (»)  J      CE) 

Setzt  man  ^=(iii— l)j?,  so  verwandeln  sich  die  Gleichun- 
gen  (17.  und  18.)  in: 
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19.)  ö^""^  =/'*^     0^'^^  vr/""-p-'^-^(-i> 

■-1]»)J       (») 

20.)  o^~^=/"^o^'^     ^■yrj<«-p-^)^(-i), 

(,)  J      ([m-1]») 
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SITZUNGSBERICHTE 


DER 


MATHENATISCH-NATDRWiSSENSCIlArniCflE  CIASSI. 

LXVI.  Band. 
ZWEITE  ABTHEILUNG. 

8. 


Enthalt  die  Abhandlnngen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physik,  Chemie> 
Mechanik,  Meteorologie  und  Astronomie, 
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XXL  SITZUNG  VOM  10.  OCTOBER  1872. 


Der  Präsident  begrtisst  die  anwesenden  Mitglieder  bei  Wie- 
derbeginn der  akademischen  Sitzungen. 

Derselbe  gedenkt  femer  des  während  der  Ferien  erfolgten 
Ablebens  der  wirklichen  Mitglieder,  des  Herrn  Dr.  Joseph  Ritter 
von  Bergmann,  gestorben  am  29.  Juli  in  Graz,  und  des  Herni 
Hofrathes  Dr.  George  Phillips,  gestorben  am  6.  September  zu 
Aigen  bei  Salzburg. 

Sämmtliehe  Anwesende  geben  ihr  Beileid  durch  Erheben  von 
den  Sitzen  kund. 

Herr  Freiherr  Conrad  v.  Eybesfeld  zeigt,  mit  Note  vom 
6.  August,  seinen  Amtsantritt  als  k.  k.  Statthalter  in  Niederöster- 
reich an. 

Das  k.  k.  Ministerium  des  Innern  übermittelt,  mit  Note  vom 
23.  August,  die  graphischen  Nachweisungen  über  die  Eisbildung 
an  der  Donau  und  March  in  Niederösterreich  und  an  der  Donau 
in  Oberöstenreiöh  während  des  Winters  1871/2. 

Der  Secretär  bringt  folgende  Dankschreiben  zur  Kenntniss 
der  Classe : 

1 .  Vom  Herrn  Dr.  L.  J.  F  i  t  z  i  n  g  e  r  in  Pest  für  die  ihm  zur  ich- 
thyologischen Durchforschung  der  T&tra  bewilligte  Subven- 
tion von  300  fl. 

2.  Vom  Herrn  Custos  Dr.  A.  Schrauf  für  die  ihm  zur  Fort- 
setzung der  Arbeiten  behufs  der  Herausgabe  des  5.  &  6. 
Heftes  seines  „Atlas  der  Krystallformen  des  Mineralreiches" 
bewilligte  Subvention  von  300  fl. 

3.  Vom  Herrn  Lecomte  für  die  der  Social  Entomologique  de 
Belgique  und  der  SocUti  Malacologique  de  Belgique  zu 
Brüssel  bewilligten  Sitzungsberichte  der  Classe. 

4.  Von  der  k.  k.  Gymnasialdirection  in  Trebitsch  für  die  dieser 
Lehranstalt  bewilligten  Separatabdrücke  aus  den  Schriften 
der  Classe. 

Sitxb.  d.  mathcm-nAlurir.  Ol.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  lj> 
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Herr  Prof.  Dr.  Herrn.  Fritz  in  Zürich  übersendet  das  nun 
vollendete  Manuscript  seines  „Verzeichnisses  der  beobachteten 
Polarlichter." 

Herr  Prof.  Dr.  Eich.  Heschl  in  Graz  hinterlegt  ein  versie- 
geltes Schreiben  zur  Wahrung  seiner  Priorität  der  Beobachtung 
und  Nachweisung  einer  sehr  wichtigen  Krankheits-Ursache. 

Herr  Prof.  Dr.  H.  Hlasiwetz  überreicht  eine  Abhandlung 
des  Herrn  Dr.  Friedr.  Hinterberger:  „Über  das  Excretin." 

Herr  Dr.  Kratschmer  übergibt  eine  Abhandlung  „Über 
Zucker-  und  HamstoflFausscheidung  beim  Diabetes  mellitus  unter 
dem  Einflüsse  von  Morphium,  kohlensaurem  und  schwefelsaurem 
Natron." 

Herr  Prof.  Dr.  L.  Boltzmann  aus  Graz  legt  eine  Abhand- 
lung vor,  betitelt:  „Weitere  Studien  über  das  Wärmegleichge- 
wicht unter  Gasmolecülen." 

Derselbe  überreicht  femer  eine  vorläufige  Mittheilung:  „Ex- 
perimentaluntersuchung  über  das  Verhalten  nicht  leitender  Kör- 
per unter  dem  Einflüsse  elektrischer  Kräfte." 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Academia,  Real,  de  Ciencias  medicas,  fisicas  y  naturales  de 
laHabana:  Anales. TomoV—VUI.  (1868—1871);  Tomo  K, 

Junio  &  Julio  1872.  Habana;  8» Flora  Cubana.  Sign. 

21—28.  8®.  —  Aniversario  undecimo  de  la  Real  Acad.  de 
Ciencias  med.  fis.  y  nat.  de  la  Habana.  Resumen  de  sns 
tareas,  discursos  y  programa  de  premios.  Habana,  1872;  8^ 
—  Tablas  obituarias  de  1871.  Habana,  1872;  8^ 

Annalen  der  Chemie,  vonWöhler,  Liebig  &Kopp.  N.  K. 
Band  LXXXVH,  Heft  2  &  3.  Leipzig  &  Heidelberg,  1872;  8^ 

Annales  des  mines.  VH*  Serie.  Tome  I,  2*  Livraison  de  1872. 
Paris;  8^ 

Apotheker-Verein,  allgem.  ÖsteiT.:  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 
Nr.  21— 28.  Wien,  1872;  8o. 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1897—1905.  (Bd.  80.  1—9.) 
Altena,  1872;  4». 

Comptes   rendus  des  s^ances    de    TAcad^mie  des  Sciences. 
Tome  LXXV,  Nrs.  2—13.  Paris,  1872;  4". 
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Dozy,  F.,  et  J.  H.  Molkenboer,  Bryologia  Javanica  seu  de- 
scriptio  Mu8cortim  frondoBorum  Archipelagi  Indici  iconibus 
illustrata.  {Post  mortem  auctorum  edentibus  R,  B,  Van  den 
Bosch  et  CM,  Van  der  Sande  Lacoste,)  Fase,  I — LXIV. 
Lugduni  Batavorum,  18S4 — 1870]  4». 

Oeschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland.  Neuere  Zeit. 
Xn.  Band.  Geschichte  der  Zoologie  bis  auf  Joh.  Müller 
u.  Charl.  Darwin,  von  J.  Victor  Carus.  München,  1872;  8^ 

Oesellschaft  der  Wissenschaften,  k.,  zu  Göttingen:  Abhand- 
lungen. XVI.  Band.  (1871).  Göttingen,  1872;  4«.  —  Gelehrte 
Anzeigen,  1871,  Bd.  I  &  II.  8^  —  Nachrichten  aus  d.  J. 
1871.  Göttingen;  8^ 

—  geographische,  in  Wien:  Mittheilungen.  Band  XV.  (Neuer 
Folge  V.)  Nr.  7—9.  Wien,  1872;  8«. 

—  österr.,  für  Meteorologie :  Zeitschrift.  VII.  Band,  Nr.  14 — 17. 
Wien,  1872;  4«. 

—  Astronomische,  in  Leipzig:  Vierteljahrsschrift.  VII.  Jahrgang, 
3.  Heft.  Leipzig,  1872;  8«. 

Gewerbe-Verein,    n.-ö. :    Wochenschrift.    XXXIII.   Jahrg. 

Nr.  29—40.  Wien,  1872;  4?. 
Instituut,  k.,  voor  de  taal-,  land-  en  volkenkunde  van  Neder- 

landsch  Indiö :  Bijdragen.  III.  Volgreeks  VI.  Deel,  3.  Stuk. 

'sGravenhage,  1872;  8^ 
Jahrbuch,  Neues,   für  Pharmacie  &  verwandte  Fächer,  von 

Vorwerk.  Band  XXXVII,  Heft  5  &  6;  Band  XXX^lII, 

Heftl.  Speyer,  1872;  8^ 
Jo  arnal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe,  N.  F.  Band  VI, 

1.  &  2.  Heft.  Leipzig,  1872;  8^ 
Landbote,   Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  15 — 20.  Graz, 

1872;  4«. 
Landwirthschafts-Gesellschaft,    k.  k.,  in  Wien:    Ver- 
handlungen  und   Mittheilungen.    Jahrgang  1872,   Nr.  16 

bis  19.  Wien;  8^ 
Löwen,    Universität,  akademische  Gelegenheitsschriften  aus 

d.  J.  1869—1871;  4o,  8»  &  12^ 
Mittheilungen     aus    J.   Perthes'     geographischer    Anstalt. 

18.  Band,  1872.  Heft  VII  &  VIU,  nebst  Ergänzungsheft 

Nr.  33.  Gotha;  4o. 

15« 
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Moniteur  Scientifique  par  Quesneville.  3*  Serie,  Tome II, 

367'— 370*  Livraisons.  Paris,  1872;  4«. 
Nature.  Nrs.  142—153,  Vol.  VI.  London,  1872;  4o. 
Keichsanstalt,  k.  k.  geologische :  Jahrbuch.  Jahrgang  1872. 

XXII.  Band,  Nr.  2.  Wien;  4<>.  —  Verhandlungen.  Jahrgang 

1872,  Nr.  10— 12.  Wien;  4«. 
„Revue  politique  et  litt^raire",  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  l'6tranger".  11*  Ann6e,  2*  S6rie,  Nrs.  3—14. 

Paris  etBruxelles,  1872;  4^- 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  29 — 40. 

Wien,  1872;  4^ 
Zeitschrift  für  Chemie,  von  Beilstein,  Fittig  u.  Hübner. 

XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VH.  Band,  24  Heft.  Leipzig,  1872;  8«. 
—  des  oesterr.  Ingenieur-  &  Architekten -Vereins.  XXIV.  Jahr- 
gang, 10.— 12.  Heft.  Wien,  1872;  4«. 
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Zur  Kenntniss  des  Nicotins. 

Von  Dr.  H.  Weidel. 

(Mit  2  Holzschnitten.) 
(Vorgelegt  In  der  Sitzung  anll  20.  Juni  1872.) 

Diamine  scheinen  als  Naturproducte  sehr  selten  zu  sein, 
wenigstens  kennt  man  bis  jetzt  nur  zwei  derselben,  das  Nicotin 
und  das  SparteYn. 

Wenn  unsere  Kenntnisse  über  diese  Basen  noch  ziemlich 
lückenhaft  sind,  so  rtthrt  das  wohl  vornehmlich  daher,  dass  sie 
theure  Präparate  sind,  von  denen  man  nicht  oft  grössere  Mengen 
zur  Verfügung  hat. 

Umsomehr  bin  ich  daher  Herrn  Ministerialsecretär  Kosch 
zu  Dank  verpflichtet,  welcher  die  Güte  hatte,  mir  mehrere  Unzen 
Nicotin  filr  eine  nähere  Untersuchung  zu  überlassen. 

Eine  andere  Quantität,  die  zu  benutzen  mir  Herr  Professor 
Hlasiwetz  freundlichst  erlaubte,  war  vor  längerer  Zeit  schon 
der  Sammlung  des  hiesigen  Laboratoriums  von  Herrn  Hofrath 
V.  Schrötter  einverleibt  worden. 

In  der  Literatur  über  das  Nicotin  finden  sich  bis  auf  die 
neuere  Zeit  nur  Verbindungen  desselben  angeführt,  welche  seine 
Formel  C^q  H^^  N^  als  die  eines  tertiären  Diamins  beweisen : 

Salze,  Doppelsalze,  Paarungen  mit  den  Haloidverbindungen 
der  Alcohol-  und  Säureradieale,  und  ein  Bromsubstitutionspro- 
duct  mit  Br^  statt  H^y  welches  die  Verbindungs&higkeit  des  ur- 
sprünglichen Nicotins  noch  ganz  zu  besitzen  scheint  *. 

Nur  die  letzte  Untersuchung,  die  darüber  vorliegt,  lieferte 
aach  ein  charakteristisches  Zersetzungsproduct. 


1  Eine  sehr  vollständige  Zusammenstellung  der  Nico tinverbindungen 
^ben  A.  und  Th.  Husemann  in  ihrem  vortreflflichen  Werke  „über  die  Pflan- 
zenstoffe in  chemischer,  physiologischer,  pharmacologischer  und  toxicolo- 
^ischer  Hinsicht«. 
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Hub  er*  oxydirte  das  Nicotin  mit  Chromsäure  und  erhielt 
eine  Säure,  die  er  in  einer  späteren  Mittheilung  *  als  Pyridincar- 
bonsäure  bezeichnete.  Aus  dieser  konnte  er  eine  flüchtige  Base 
von  der  Formel  C^  H^  N  (Pyridin)  gewinnen. 

Hub  er 's  Mittheilungen  sind  indess  nur  sehr  kurze  Notizen^ 
denen  keine  Zahlen  beigegeben  sind ;  auch  ist  nicht  angeführt, 
wie  man  nach  der  Oxydation  zu  verfahren  habe  um  die  Pyridin- 
carbonsäure  abzuscheiden. 

Ich  musste  indess  auf  Hub  er 's  Versuche  zurttckkommen 
und  sie  wiederholen,  nachdem  ich  selbst  durch  Oxydation  des 
Nicotins  mit  Salpetersäure  eine  stickstoffhaltige  Säure  erhalten 
hatte,  die  etwas  ungewöhnliche  Verbindungsverhältnisse  zeigt. 

Auf  die  ausfuhrliche  Untersuchung  dieser  Säure  habe  ich 
auch  den  grössten  Theil  meines  Materiales  verwendet  3,  nachdem 
mir  andere  Zersetzungsversuche  keine  brauchbaren  Resultate  er- 
geben hatten:  so  die  Einwirkung  des  Monochloressigäthers  bei 
erhöhtem  Druck  und  Temperatur,  (mit  Methylamin  liefert  dieser 
Äther  bekanntlich  Sarkosin.  Vollhard),  dann  die  Einwirkung 
von  Phosphorchlorür  und  Acetylchlorid,  (eine  Wiederholung  der 
Hoffmann 'sehen  Reaction);  die  Übertragung  des  von  Werth- 
heim  beim  Coniin  angewandten  Verfahrens,  mit  salpetriger 
Säure  Azoconhydrin  und  daraus  mit  wasserfreier  Phosphorsänre 
Conylen  zu  erhalten,  auf  das  Nicotin;  endlich  die  Umsetzung 
von  salpetrigsaurem  Baryt  mit  schwefelsaurem  Nicotin  zu  einem 
salpetrigsauren  Nicotin,  welches  in  der  Hitze  in  Stickstoff  und 
eine  alcoholähnliche  Verbindung  hätte  zerfallen  sollen. 

Die  ersten  drei  Reactionen  führten  nur  zu  harzigen  Massen, 
aus  denen  reine  Verbindungen  nicht  darzustellen  waren;  bei 


«  Annal.  d.  Chem.  u.  Pharm.  Bd.  CXLI.  pag.  277. 
«  Berichte  d.  chem.  Gcsellsch.  z.  Berlin.  Bd.  III.  pag.  849. 
s  Es  hatte  mir  nach  der  Destillation  im  Wasserstoflfstrom  dasselbe 
bei  der  Analyse  ergeben : 

0-2855  Grm.  Substanz  gaben  0-7751  Grm.  Kohlensäure  und  0-2295  Gna. 
Wasser;  daraus 

Gefunden  CjoIIi^Ng 

C  —  74-04  C  —  74-07 

H  —    8-95  H  —    8-64 
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letzterer  aber  wurde  der  grösste  Theil  des  Nicotins  unverändert 
wieder  erhalten. 

Nicotinsäure. 

Die  Einwirkung  der  Salpetersäure  auf  das  Nicotin  ist  bisher 
sehr  unvollkommen  studiert  * ;  gleichwol  ist  es  nicht  schwer  zu  fin- 
den^ dass  das  Endproduct  dieser  Oxydation  eine  Säure  ist;  die 
fast  ohne  die  Bildung  von  secundären  Producten^  und  in  nahezu 
der,  aus  der  Formel  dieser  Säure  berechneten  Menge  erhalten 
wird. 

Ich  nenne  die  Verbindung  eine  Säure,  weil  sie  sauer  reagirt 
und  stark  sauer  schmeckt,  allein  sie  hat  nach  Art  der  Amido- 
säuren  auch  das  Vermögen,  sich  starken  Säuren  gegenüber 
basisch  zu  verhalten,  und  in  der  That  gewinnt  man  sie  zunächst 
in  der  Form  einer  Verbindung  mit  Salpetersäure. 

Nach  der  folgenden  Vorschrift  wird  man  sie  stets  leicht  dar- 
stellen können : 

Man  tröpfelt  in  25  Theile  gut  abgekühlter,  rauchender  Sal- 
petersäure, die  sich  in  einem  geräumigen  Kolben  befindet,  unter 
fortwährendem  Schwenken  1  Theil  Nicotin  ein,  mit  der  Vorsicht, 
die  Beaction  nicht  allzu  heftig  werden  zu  lassen,  und  nöthigenfalls 
den  Kolben  neuerdings  durch  Eiswasser  abzukühlen.  (Bei  An- 
wendung dieser  verhältnissmässig  grossen  Menge  Salpetersäure 
ist  verhindert,  dass  sich  als  nächstes  Product  eine  harzige  Masse 
bildet,  welche  sich  nur  sehr  unvollständig  weiter  oxydiren  lässt.) 
Man  lässt,  nachdem  alles  Nicotin  eingetragen  ist,  ganz  all- 
mälig  den  Kolben  eine  Temperatur  von  20 — 25°  annehmen,  wor- 
auf sich  eine  heftige,  ziemlich  stürmisch  verlaufende  Reaction 
einstellt,  die  von  einer  massenhaften  Entwicklung  rother  Dämpfe 
begleitet  ist.  Wenn  sie  fast  zu  Ende  ist,  wird  die  Flüssigkeit  so 
lange  gekocht,  bis  sie  ihre  gelbrothe  Farbe  verloren  und  eine 
weingelbe  angenommen  hat;  man  bringt  nun  alles  in  eine  Schale 
und  dampft  auf  dem  Wasserbade  bis  zur  Consistenz  eines  dtlnnen 
Syrups  ein. 


«  Vergleiche  hierüber  Gmelin  VII.  pag.  214. 
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In  der  Regel  beginnt  schon  nach  einigen  Stunden  eine  rasch 
fortschreitende  Krystallisation  körniger  Krystalle,  die  zuletzt  die 
Flüssigkeit  breiig  erfüllen. 

Man  saugt  mittelst  einer  Bunsen'schen  Pumpe  die  Mutter- 
lauge ab,  die  nach  einer  erneuerten  Behandlung  mit  rauchender 
Salpetersäure  noch  weitere  Mengen  liefert  ^ 

Die  rohe,  fast  farblose  Krystallmasse  besteht  nur  aus  der 
salpetersauren  Verbindung  des  Oxydationsproductes  und  wird 
durch  zweimaliges  Umkrystallisiren  aus  siedendem  Wasser  leicht 
ganz  rein  erhalten. 

Die  reine  Verbindung  bildet  kleine  Krystalle,  deren  Sal- 
petersäuregehalt leicht  durch  die  gewöhnlichen  Reactionen  zu 
constatiren  ist.  Die  Analysen  derselben  sind  weiter  unten  an- 
geführt. 

Um  daraus  die  organische  Säure  abzuscheiden,  benützt  man 
ihre  Fähigkeit,  mit  Silber  eine  unlösliche  Verbindung  einzugehen. 
Man  sättigt  die  noch  warme  Lösung  der  Salpetersäureverbindung 
mit  Ammoniak  ab,  wobei  die  Flüssigkeit,  wenn  die  Substanz 
nicht  ganz  rein  war,  schwach  gelb  wird  und  einen  moschusähn- 
lichen Geruch  anninunt. 

Hierauf  versetzt  man  dieselbe  mit  einer  concentrirten  Lösung 
von  salpetersaurem  Silberoxyd,  bis  in  einer  filtrirten  Probe  kein 
Niederschlag  mehr  entsteht,  bringt  die  breiig  gewordene  Masse 
auf  ein  Leinwandfilter,  wäscht  etwas  nach,  und  presst  zuerst  mit 
der  Hand,  zuletzt  in  einer  Schraubenpresse  trocken. 

Dann  zerreibt  man  den  Presskuchen  mit  Wasser  in  emer 
Reibschale  zu  einem  gleichmässigen  Schlamm,  verdünnt  etwas, 
erhitzt  und  zersetzt  mit  Schwefelwasserstoff.  Die  vom  Schwefel- 
silber abfiltrirte,  wasserklare  Flüssigkeit  braucht  nicht  weit  ein- 
gedampft zu  werden  um  bald  zu  krystallisiren.  Es  schiessen  meist 
concentrisch  gruppirte  Krystallbüschel  an,  die  man  nöthigenfalls 
mit  Thierkohle  völlig  entfärben  kann. 

Die  Nicotinsäure  krystallisirt  gut  und  so  vollständig,  dass 
die  Mutterlaugen  nur  wenig  mehr  enthalten.  Sie  hat  folgende 


1  Die  schon  von  Henry  gemachte  Beobachtung,  dass  bei  der  Oxy- 
dation des  Nicotins  mit  Salpetersäure  keine  Oxalsäure  entsteht,  ist  voU- 
kommen  richtig. 
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Eigenschaften:  Ihr  Geschmack  ist  stark  und  rein  sauer;  kaltes 
Wasser  löst  wenig,  siedendes  völlig,  Alcohol  beim  Kochen  leicht, 
Äther  fast  gar  nicht.  Beim  Erhitzen  schmilzt  sie  und  ist  voll- 
ständig sublimirbar.  Sie  zersetzt  mit  Leichtigkeit  die  kohlen- 
sauren Salze,  und  in  ihrer  wässerigen  Lösung  entstehen  mit 
Metallsolutionen  Niederschläge  nur  dann,  wenn  sie  zuvor  durch 
ein  Alkali  abgesättigt  wurde ;  nur  eine  Silbersolution  gibt  auch 
ohne  Absättigung  eine  weisse  Fällung.  Beim  Erhitzen  mit  Kalk 
entwickelt  sich  sofort  der  penetrante  Geruch  des  DippeTschen 
Theeröles. 

Die  Nicotinsäure  besitzt  kein  Krystallwasser. 

Ihre  Analysen  führen  zu  der  Formel  Cj^jH^Nj^Oj. 

L  0-2991  Grm.  Substanz  gaben  0-6497   Kohlensäure  und 

0-1116  Wasser. 
IL  0-2747  Grm.  Substanz  gaben  0-5944   Kohlensäure  und 

0-1072  Wasser. 
m.  0-2649  Grm.  Substanz  gaben  0-5735  Kohlensäure  und 

0-0948  Wasser. 
IV.  0-2692  Grm.  Substanz  gaben  0-5586  Kohlensäure  und 

0-0935  Wasser. 
V.  0-2938  Gr.  Substanz  gaben  36-OCC  Stickstoff  bei  16.6^  C. 

und  739-9  Mm. 
VI.  0-2817  Gr.  Substanz  gaben  34-1 CC.  Stickstoff  bei  17  2"C. 

und  748-2  Mm. 
Vn.  0-2976  Gr.  Substanz  gaben  37-4 CC.  Stickstoff  bei  22-9**C. 

und  746-1  Mm. 
VHL  0-2685  Gr.  Substanz  gaben  33-6  CC.  Stickstoff  bei  22-5**C. 
und  748-1  Mm. 


InlOOTheilen: 

I. 

u. 

m. 

IV. 

V. 

C  —  59-24 

59-02 

59-06 

58-78 

— 

H—    4-15 

4-35 

3-98 

401 

— 

N—      - 

— 

— 

— 

13 -80 

C  - 

VI. 

vu. 

vin. 

H  - 

N  - 

-  13-83 

13-91 

13-91 
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Die  Formel  Cj^jH^N^jOg  verlangt  in  100  Theilen : 

Gefiinden  im  Mittel 

C  —  58-82  C  —  59-02 

H—    3-92  H—    4-12 

N—  13-72  N—  13-87 

Salpetersäureverbindnng.  Sie  entsteht  direct  durch 
Auflösen  der  Nicotinsäure  in  warmer  Salpetersäure  von  gewöhn- 
licher Concentration.  Beim  Auskühlen  der  Lösung  schiesst  die 
Verbindung  in  farblosen  Krystallblättem  oder  kurzen  Prismen 
an,  die  man  auf  einer  feinen  Thonplatte  von  der  sauren  Lauge 
befreit. 

Ihre  Zusammensetzung  ist  die  gleiche,  wie  die  jener  Ver- 
bindung, die  aus  der  Oxydation  des  Nicotins  hervorgeht. 

Bei  den  nachstehenden  Analysen  sind  die  mit  IV  und  VIII 
bezeichneten  die,  des  durch  Auflösen  der  Nicotinsäure  in  Salpeter- 
säure erhaltenen  Salzes. 

I.  0-345  Gi-m.   Substanz   gaben  0*5132  Kohlensäure   und 
01063  Wasser. 

II.  0-2797  Grm.  Substanz  gaben  0-4100  Kohlensäure  und 
0-0846  Wasser. 

III.  0-3135  Grm.  Substanz  gaben  0-4635  Kohlensäure  und 
00913  Wasser. 

IV.  0-2954  Grm.  Substanz  gaben  0-4364  Kohlensäure  und 
0-0873  Wasser. 

V.  0-2724  Gr.  Substanz  gaben  39.0  CC.  Stickstoff  bei  17-O^C. 
und  748-7  Mm. 

VL  0-2350  Gr.  Substanz  gaben  33.7  CC.  Stickstoff  bei  16-3^C. 
und  749.3  Mm. 

Vn.  0-3015  Gr.  Substanz  gaben  44-1  CC.  Stickstoff  bei  16-8^C. 
und  746-5  Mm. 

VnL  0-2833  Gr.  Substanz  gaben  41-2  CC.  Stickstoff  bei  18-4^C. 
und  748.5  Mm. 
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V. 


n  100  Theilen : 

I. 

II. 

m. 

IV. 

C  —  40-54 

39-98 

40-32 

40-29 

H  —    3-42 

N—      — 

3-35 

3-24 

3-28 

VI. 

VII. 

vm. 

C  - 

— 

— 

— 

—  —        15-99 


H  —     —  —  — 

N  —  16-45      16-67       16-49 

Die  Kryßtallwasserbestimmungen  ergaben : 
I.  0-3800  Grm.  Substanz  verloren  bei  110%  0-0350  Wasser. 
II.  0-3135  Grm.  Substanz  verloren  bei  110%  0-0773  Wass  er 

I.  IL 

H,0  —  9-21       9-5 

Salzsäureverbindung.  Warme  eoncentrirte  Salzsäure 
löst  Nicotinsäure,  und  liefert  ziemlieh  leicht  diese  Verbindung 
die  je  nach  der  Concentration  entweder  als  sandiges  Krystall- 
mehl,  oder  in  der  Form  ziemlich  regelmässig  ausgedildeter,  pris- 
matischer Krystalle  erhalten  wird. 
Die  Analyse  ergab : 
I.  0.4131  Grm.  Substanz   gaben  0-3710  Kohlensäure  und 

0-1342  Wasser. 
IL  0-2896  Gr.  Substanz  gaben  27-4  CC.  Stickstoff  bei  15-6** C. 

und  749-5  Mm. 

m.  0-3541  Grm.  Substanz  gaben  0-3485  Chlorsilber. 

In  100  Theilen:  C  —  46-50 

H  —    3-61 

N  —  10-91 

Cl  —  20-15 

Verbindung  mit  Bromwasserstoflf.  Sie  entsteht  wie 
die  Vorige  und  theilt  auch  die  äusseren  Eigenschaften  derselben. 
Die  Analyse  ergab : 
1  0-3144  Grm.  Substanz  gaben  0-3181  Kohlensäure  und 

0-0919  Wasser. 
n.  0-3363  Gr.  Substanz  gaben  25-lCC  Stickstoff  bei  16"  C. 

und  748-7  Mm. 
m.  0-4962  Grm.  Substanz  gaben  0-4339  Bromsilber. 
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W  e  i  d  e  1. 

lOOTheUen: 

C  —  3714 

H  —    3-25 

N  —    8-57 

Br  —  37-21 

Verbindung  mit  Schwefelsäure.  Sie  wird  aus  einer 
LöSQDg  von  Nicotinsäure  in  Schwefelsäare,  die  mit  ihrem  gleichen 
Volnm  Wasser  verdünnt  ist,  durch  Weingeist  farblos  krystallinisch 
gefUUt.  Sie  ist  ausserordentlich  löslich  in  Wasser  und  lässt  sich 
darum  ohne  Weingcistzusatz  kaum  umkrystallisiren. 

Salzsaures  Platindoppelsalz.  Diese  prachtvoll  krystal- 
lisirende  Doppelverbindung  entsteht,  wenn  man  einer  Lösung  von 
Nicotinsäure  in  Salzsäure  eine  concentrirte  Lösung  von  Platin- 
chlorid zumischt.  Nach  einiger  Zeit  beginnt  die  Bildung  ausser- 
ordentlich schön  ausgebildeter,  grosser,  orangerother  Krystalle, 
welche  Herr  Prof.  Ditscheinerzu  messen  die  Güte  hatte. 

Krystallsystem :  schiefprismatisch. 

a  :  6  :  c  =  1-6233  :  1 :  1-8251,     ac  =  73' 55' 
Beobachtete  Flächen:  111,  TU,  100,  001,  110. 

Beobachtet        Berechnet 


Fig.  1. 


001:100=  106»  5'*  — 

100:110=  57  20*  — 

111:001  =  71  20*  — 

111:100=  —  67°   7' 

TU  :  100  =  113     0  112     53 

TU:  001  =  58    0  57     35 

I11:T00=  —  55       0 

TU:  TU  =  57  40  57     53 

100:T11=  —  115       0 

111:T10=  —  27     10 

Ill:iTO=  —  23     37 

T11:I1T=  —  93     16 

111 :  ITI  =  —  107     32 

100 :  001  =  73  40  73     55 

001:110=  81  30  81     24 

110:T10=  65  20  65     21 

110ilT0=  —  114     40 
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Die  Analyse  ergab : 

I.  0-3892  Grm.  Substanz  gaben  0-3346  Kohlensäure  und 

0-0723  Wasser. 
II.  0-3434  Grm.  Substanz  gaben  0-2895  Kohlensäure  und 

0-0709  Wasser, 
m.  0-4188  Gr.  Substanz  gaben  20-7  CG.  Stickstoflf  bei  22-3*^0, 

und  746-2  Mm. 
IV.  0-5752  Grm.  Substanz  gaben  0-7359  Chlorsilber. 
V.  0-5052  Grm.  Substenz  gaben  0-6428  Chlorsilber. 
VI.  1-0474  Grm.  Substanz  gaben  0-3073  Platin. 
Vn.  0-8525  Grm.  Substanz  gaben  0-2493  Platin. 

In  lOOTheilen: 


I. 

II.           III.            IV. 

V. 

C  —  23-45 

22-99         —            — 

— 

H—     2-12 

2-00         —            — 

— 

N  —     — 

—          5-49          — 

— 

Pt  —     — 

—            —            — 

— 

Cl  —     — 

—            —         31-65 
VI.            VII. 
C  —     —            — 
H  —     —            — 
N  —     —           — 
Pt  —     29-34    29-25 
Cl  —     —            — 
isserbestimmtingen  ergaben : 

31 '48 

Die  Krystallwj 

I.  0-8432  Grm. 

Substanz  verloren  bei  110", 

0-0546  Wasser. 

II.  1-4432  Grm. 

Substanz  verloren  bei  110°, 

00937  Wasser. 

In  100  Theileii 

i: 

I.              II. 

H,0  —  6-47        6-49 

Erste  SUberverbindung.  Ist  der  undeutlich  krystalli- 
nische  weisse  Niederschlag,  den  Silbemitrat  in  der  sauren  Lösung 
der  Nicotinsäure  hervorbringt.  Er  ist  lichtbeständig,  kann  aber 
nicht  ohne  Verlust  lange  gewaschen  werden. 


Digitized  by  VjOOQIC 


240  Weidel. 

Die  Analyse  der  bei  110**  getrockneten  Substanz  ergab: 
0-3118  Grm.  Substanz  gaben  0-2456  Kohlensäure  und  0-0435 
Wasser. 

0-5006  Grm.  Substanz  gaben  0-2397  Silber. 

0-3051  Grm.  Substanz  gaben  22-3  CC.  Stickstoff  bei  22-3^  und 
741.5  Mm. 

In  100  Theilen  : 

C—  21-48 

H  —     1-55 

N  —    8-32 

Ag  —  47-88 

Zweite  Silberverbindung.  Sie  entsteht,  wenn  man  eine 
mit  Ammoniak  abgesättigte  Kicotinsäurelösung  mit  Silbemitrat 
yersetzt  und  stellt  einen  voluminösen,  aufgequollenen,  in  Wasser 
sehr  schwer  löslichen,  ziemlich  lichtbeständigen  Niederschlag  dar. 

Die  bei  110**  getrocknete  Substanz  ergab  folgende  Zusam- 
mensetzung: 

0-4235  Grm.  Substanz  gaben  0-2874  Grm.  Kohlensäure  und 
0-0423  Grm.  Wasser. 

0-4235  Grm.  Substanz  gaben  0-2766  Grm.  Silber. 
0-3875  Grm..  Substanz  gaben  0-2520  Grm.  Silber. 
In  100  Theilen  : 

C  —  18'52         — 

H—     Ml         — 

Ag  —  65-31      65-64 

Kalkverbindung.  Nächst  dem  Platindoppelsalz  ist  diese 
Kalkverbindung  die  schönste,  welche  die  Nicotinsäure  liefert. 
Sie  kann  dargestellt  werden,  entweder  durch  directes,  genaues 
Abeättigen  einer  Nicotinsäurelösung  mit  Kalkmilch,  oder  durch 
Yermischen  einer  durch  Ammoniak  abgesättigten  Nicotinsäure- 
lösung mit  einer  concentrirten  Chlorcalciumlösung. 

Wenn  die  Flüssigkeiten  concentrirt  waren,  so  bilden  sich 
dann,  und  zwar  ziemlich  bald,  kleine,  aber  sehr  rein  ausgebildete, 
farblose,  schiefe  Prismen.  War  dagegen  die  Lösung  angemessen 
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verdünnt,  so  entstehen  grosse  Krystalle  von  ausserordentlicher 
Schönheit,  welche  den  Längendurchmesser  von  einem  halben 
Zoll  erreichen  können.  • 

Einmal  gebildet,  sind  sie  im  Wasser  sehr  schwer  löslich. 
Auch  die  folgenden  Angaben  Über  ihre  Messung  verdanke  ich 
Herrn  Professor  Ditscheiner. 

Erystallsystem :  sehiefprismatisch. 

Beobachtete  Flächen  TU.  110. 


Beobachtet 

110 

110=     72°  50' 

110 

110  =  107    25 

110 

111  =     82   55 

110 

.111  =     50    10 

TU 

,111  =     59   40 

Gefunden 


107^  10' 


59M0' 


Fig.  2, 


ho! 


110 


Die  ziemlich  stark  glänzenden  Flächen 
sind  stark  gestreift  und  trübten  sich  während 
der  Winkelmessung  ziemlich  beträchtlich,  so 
dass  die  gegebenen  Winkelwerthe  in  ihren 
einzelnen  Ablesungen  um  y,  bis  1  Grad  diffe- 
rirten. 

Die  Analyse  der  bei  120**  getrockneten  Substanz  ergab: 
L  0-3235  Grm.  Substanz  gaben  0-6036  Grm.  Kohlensäure 

und  0-0903  Grm.  Wasser, 
n.  0-3546  Grm.  Substanz  gaben  0-6617  Grm.  Kohlensäure 

und  0-0910  Grm.  Wasser, 
ni.  0-2886  Grm.  Substanz  gaben  0-5419  Grm.  Kohlensäure 

und  00774  Grm.  Wasser. 
IV.  0-6568  Grm.  Substanz  gaben  0-1298  Grm.  Kalk. 
V.  0-4673  Grm.  Substanz  gaben  00898  Grm.  Kalk. 
Tl.  0-7618  Grm.  Substanz  gaben  0-3593  Grm.  schwefelsauren 
Kalk. 

Vn.  0-3124  Gr.  Substanz  gaben  32-8 CC.  Stickstoff  bei  16-5**C. 
und  750-5  Mm. 

Zu  den  angeführten  Analysen  dienten  Substanzen  von  drei 
verschiedenen  Bereitungen. 
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In  lOOTheilen: 

I. 

C  —  50-86 
H—    310 

N  —      — 

II.               III. 
50-89        51-21 
2-85          2-98 

Ca  —      — 
C  — 

V.              VI.            VII. 

H  — 

N  — 
Ca  — 

—             —          1207 
13-72       13-87         — 

Die  Ki-ystallwasserbestimmungen  ergaben : 

IV. 


—  14-11 


I.  1-4210  Gnn.  Substanz  gaben  bei  115**  getrocknet  0-3027 

Wasser. 

II.  0-6445  Grm.  Substanz  gaben  bei  115''  getrocknet  0-1461 

Wasser. 

In  100  Theilen : 

I.  IL 

H^O  —  22-01         22-66 

Die  Verbindungen  der  Nicotinsäure  mit  Baryum,  Kalium^ 
Natrium  krystallisiren  viel  weniger  gut  und  ich  habe  sie  zur 
Analyse  nicht  weiter  benutzt. 

Ich  habe  es  bis  hierher  verspart,  aus  den  gefundenen  Pro- 
centen  der  analysirten  Salze  Formeln  zu  entwickeln,  und  ich 
muss  zu  den  nachstehenden  im  Voraus  bemerken,  dass  ich  mich 
zu  ihrer  Annahme  erst  entschlossen  habe,  als  ich  nach  langer 
Keebriung  fand,  dass  alle  andern  mit  den  Zahlen  fUr  die  freie 
Hätire  durchaus  nicht  in  Einklang  zu  bringen  sind. 

Die  Verbindungen  der  Nicotinsäure  sind,  wenn  man  die 
Formel  (.-j^UgN^Og  zu  Grunde  legt,  insofern  ganz  ungewöhnlich^ 
als  sie  meistens  das  Verhältniss  von  zwei  MolecUlen  Nicotinsäure 
zu  drei  ÄfolecUlen  der  damit  vereinigten  Säuren,  Basen  oder 
Sähe  aufweisen. 

Ich  darf  auch  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die  Formel 
C^H^NOg  nur  im  Stickstoffgehalt  wesentliche  Differenzen  gegen 
di(3  der  Nicotinsäure  aufweist.  (C^H^NO^  ist  nämlich  die  Pyridin- 
carbaiiöRiire  von  Hub  er.)  Aber  diese  lässt  keine  einfache  Bil- 
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dnngsgleichnng  aus  dem  Nicotin  zn^  während  der  Vorgang  bei 
der  Bildung  einer  Säure  von  der  Formel  Cj^jH^N^Oj  sehr  einfach 
sich  ausdrücken  lässt  durch : 

C,,H,,N,-f-eO  =  C,,H^,03^3H30. 

Damit  stinunt  auch  die^  wie  schon  gesagt^  reichliche  Aus- 
beute an  dieser  Verbindung  ttberein^  sowie  ich  deren  Formel  auch 
durch  die  weiter  unten  beschriebenen  Zersetzungen  stützen  zu 
können  glaube. 

In  ähnlicher  Weise  verhalten  sich  femer  nach  Schtttzen- 
berger  (Annal.  d.  Chem.  u.  Pharm.  108  pag.  347)  einige  N^ 
enthaltende  Alkaloide  bei  der  Oxydation  mit  salpetriger  Säure. 
Sie  liefern  sauerstofireichere^  wenngleich  noch  basische  Verbin- 
dungen, deren  Eohlenstoffgehalt  derselbe  geblieben  ist.  (Oxy-  und 
Bioxystrychnin  und  Oxycinchonin.) 

Endlich  sind  auch  viele  der  Verbindungen  des  Nicotins 
selbst  so  abweichend  von  der  gewohnten  Art  zusammengesetzt, 
dass  sich  diese  Abnormität  auf  die  daraus  entstehende  Nicotin- 
säure  nur  zu  übertragen  scheint  \ 

Die  folgende  Zusammenstellung  der  gefundenen  mit  den 
nach  den  Formeln  C^H^NO^  und  C^J^^^O^  berechneten  Zahlen 
möge  darüber  urtheilen  lassen,  ob  ich  die  Formel  Cj^^HgNjO, 
wählen  durfte. 


<  Man  kennt  beispielsweise  folgende  Verbindungen  des  Nicotins : 

2(C,oHi4N,)-hAgNO, 
C,oH,4N,  -haHCl  +  ^ptCl, 
CioHuN,  -f.4HCl-f.ptCl, 
C10H14N,  -f.4HCl-h.ptCl, 
C,oH,4N,  -f-,HgCl, 
C,oHi4N,  -f-  HgCy,  -+-  figC^ 
<^ioHi4N,  -f.,HCl-f-j^cdCl 
C,oH,4N,  -f-  «HJ  -4.  HgJ, 
C,oH,jBr,N,  -f-  HBr-hBr, 
C,eH,4N,  -f.HCl-h4HgCla. 


8itsb.  d.  mathem.-oatnrw.  Cl.  LXVI.  Bd.  11.  Abtii.  16 
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CeHsNOg 


Niootinsäore  (CtoHgNeO,). 
Grefunden 


C  -  58-53 
H  —  406 
N  —  11-38 


im  Mittel 

59-02 

4-12 

13-87 


58-82 

3-92 

13-72. 


Salpetersänreverbindimg  2(C|oHgN20s)+3NHO, 


CeHjNOj-l-NRO, 

C  —  38-71 
H  —  3-22 
N  —  15  05 


Gefanden 
im  Mittel 

40-28 

3-32 

16-40 


2(C,oHaNeO,)H-3NH08 

40-20 

8-18 

16-41. 


Die  lufttrockene  Substanz  wäre  2(CioH8N80,)H-3NHOt-i-3V2H,0. 
Gefunden  Berechnet 


HgO     —    9-35 


9-40. 


Salzsäureverbindung  2(CioH8N20,)+3HCl. 
CeHjNOa-f-HCl  Gefunden  2(C^o%N,0,)-i-3HCl 


C  —  42-48 

46-50 

46-37 

H  -  3-54 

3-61 

3-66 

N  -  8-26 

10-91 

10-82 

Cl  -  20-96 

20  15 

20-57. 

BromwasserstoAaore  Verbindung  2(CioH8Na05)+3HBr. 
C^HöNOa-i-HBr  Gefunden  2(Cio^NgO,-h3HBr 


C  —  35-29 

37-14 

36-86 

H  -  2-94 

3-25 

2-91 

N  —  6-86 

8-57 

8-60 

Br  -  39-21 

37-21 

36-86. 

Salzsaures  Platindoppelsalz  2(CioH8Ns08)+3HCl+3ptCla. 
CeHjNOg-hHCl-hptCls  Gefunden     2(C|oHsN,Q,)H-3HClH-BptCl. 


C  —  21-87 
H  —  1-82 
N  -  4-25 
Pt  —  29-98 
Cl  —  32-35 


23-22 

206 

5-49 

29.29 

31-56 


23-37 

1-85 

5-45 

28-84 

31-12. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Zur  Kenntnißs  des  Nicotins.  245 

Das  lufttrockene  Salz  hätte  die  Zusammensetzung 
2(C,oH8NeOa)-h3HCl-+-3ptCl,H-4H«0. 
Berechnet  Gefunden 

HgO    -    6-55  6-48. 

Erste  Silberverbindung  2(C,oHyAgN,Oa)-f-3AgNO, 
C4H4N0eAg  Gefunden       2(C|oH7AgNjjO,)-*-3AgNO« 


C  —  31-30 

21-48 

21-20 

H  -    1-74 

1-55 

1-23 

Ag  -  46-95 

47-88 

47-70 

N  -    6-08 

8-32 

8-65. 

Zweite  Silberverbindung  2(CioH7AgNaO,)-f-3Ag,0. 
Gefunden  Berechnet 


C  -  18-52 

18-21 

H  -     111 

106 

Ag  -  65-47 

65-55, 

Kalkverbindung  2(C,eH7caNeO,)-h3(CioH«GaN,0,). 
C^H^caNO«  Gefunden  Berechnet 


C  -  50-70 

50-98 

51-19 

H  —    2-81 

2-94 

2-73 

N  —    9-85 

12  07 

11-94 

Ca  —  14-09 

13-90 

13-77 

Das  lufttrockene  Salz  wäre : 

2(CioH7caNj|0,)-h3(C,eHaCaN,Og)-+.19H-BO 
Gefunden  Berechnet 

HjO  —  22-33  22-59. 


Die  Nicotinsäure  erleidet  eine  für  ihre- Constitution  bezeich- ' 
nende  Zersetzung^  wenn  man  ihr  Ealksalz  mit  etwas  zugemisch- 
tem  Ätzkalk  trocken  destillirt.  —  Die  Operation  macht  man 
zweckmässig  mit  nicht  zu  grossen  Mengen  auf  einmal. 

16« 
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Man  erhält  ein  bräunliches,  trübes,  öliges  Destillat  vom 
Gerüche  der  Dipperschen  Basen.  Dasselbe  würde  so  gereinigt, 
dass  man  es  zuerst  mit  Wasserdämpfen  nmdestillirte,  aus  dem 
trüben,  mit  Oltropfen  erfüllten  Destillat  durch  starke  Atzlauge 
die  Base  wieder  abschied,  die  durch  eine  Bürette  getrennte,  nun- 
mehr schon  sehr  wenig  gefärbte  Flüssigkeit  mit  Ätzkali  trock- 
nete und  aus  einem  Retörtchen  mit  dem  Thermometer  um- 
destillirte. 

Bis  auf  einen  ganz  kleinen  Theil  ging  die  neue  Base  zwi- 
schen 115 — 122**  über,  war  vollständig  ungefärbt,  in  Wasser 
ganz  löslich,  und  ergab  bei  der  Analyse  die  Procentgehalte  des 
Pyridins. 

Auch  die  übrigen  vergleichenden  Reactionen  bestätigten  die 
Identität  mit  dieser  Verbindung  *. 

Die  Analyse  ergab : 

0-2345  Grm.  Substanz  gaben  0-6519  Kohlensäure  und  0-1372 
Wasser. 

0-2173  Grm.  Substanz  gaben  34-7  CC.  Stickstoff  bei  21-0''  C. 
747-6  Mm. 

In  lOOTheilen: 

Gefunden  CjHjNcPyridin) 

C  _  75-82  C  —  75-94 

H  —    6-50  H  —    6-32 

N  —  17-88  N  —  17-72. 

Schliesst  man  Nicotinsäure  mit  Wasser  und  einem  Über- 
schuss  von  Brom  (etwa  ein  Theil  Nicotinsäure  zu  ftinf  Theilen 
Brom)  in  eine  Röhre  ein  und  erhitzt  durch  einige  Stunden  auf 
120**,  so  findet  man  das  Brom  zum  allergrössten  Theil  ver- 
schwunden, statt  desselben  am  Boden  der  Röhre  ein  schweres 
Öl  und  darüberstehend  eine  gelbliche  Flttssigkeit.  Beim  Öfifoen 
der  Röhre  entweicht  mit  Heftigkeit  ein  Gas  und  der  Röhren- 


<  Anderson  (Annal.  d.  Chem.  n.  Pharm.  75  pag.  82)  hatte  ver- 
mnthet,  dass  diese  Base  Äthylamin  sei. 
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Inhalt  zeigt  nun  den  bekannten  stlsslichen  Gerach  des  Bromo- 
forme. 

In  der  That  ist  es  leicht,  die  ölige  Flüssigkeit  als  Bromo- 
form  nach  allen  ihren  Eigenschaften  zu  erkennen.  Die  davon 
getrennte  wässerige  Lösung  gibt  beim  Eindampfen  einen  Salz- 
rllckstandy  der  nach  dem  Umkrystalliren  aus  Wasser,  worin  er 
sehr  löslich  ist,  in  vollständig  farblosen  Erystallhäuten  wieder- 
ehalten  wurde. 

Mit  Kalk  erhitzt,  zeigte  diese  so  erhaltene  Substanz  sofort 
den  Geruch  des  Pyridins;  und  die  Analyse  dieser  Verbindung 
erwies  sie  als  bromwasserstoffsaures  Pyridin. 
Die  bei  lOO""  getrocknete  Substanz  ergab : 
0-5271  Grm.  Substanz  gaben  0-6177  Bromsilber. 
0-3364  Grm.  Substanz  gaben  0-4678  Kohlensäure  und  0-1184 
Wasser. 

0-4484  Grm.  Substanz  gaben  35-3  CC.  Stickstoff  bei   18-5* 
und  746  Mm. 

In  100  Theilen : 

Gefunden  CjH^N-HHBr 

C  _  37-75  C  —  37-50 

H  —    3-91  H  —    3-75 

N—    8-90  N—    8-75 

Br  —  49-87  Br  —  5000 

Die  Zersetzung  der  Nicotinsäure  durch  Brom  bei  Gegenwart 
von'^ Wasser  lässt  demnach  die  Gleichung  zu: 
C^^^HgNjOg-tH^O-HllBr  =  C^H^N,  HBr^3CHBr3-H2CO,-+-N-HHBr. 

Die  Nicotinsäure  wird  durch  Wasserstoff,  der  sich  aus  Na- 
triumamalgam entwickelt,  unter  Entwicklung  eines  ammoniakali- 
schen  Geruches  zersetzt.  Das  dabei  entstehende  Product  konnte 
ich  inzwischen  nicht  rein  erhalten. 

Mit  Jodwasserstoffsäure  von  1-57  spec.  Gewicht  mehrere 
Stunden  lang  gekocht,  blieb  die  Nicotinsäure  als  solche  unver- 
ändert. 

Die  braune,  jodhaltige  Flüssigkeit  gab  beim  Abdampfen 
zuerst  dunkle  metallgrüne  Krystalle  eines  (vielleicht  als  Super- 
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Jodid  der  Nicotinsäure  anzusprechenden)  Körpers^  der  sich  beim 
Liegen  an  der  Luft  unter  Entweichen  von  Jod  in  die  farblose^ 
jodwasserstoffsaure  Verbindung  der  Nicotinsäure  yerwandelte. 
Entzieht  man  im  vorhinein  der  stark  jodhaltigen  Flüssigkeit  mit 
Äther  das  Jod;  so  erhält  man  sogleich  die  letztere  Verbindung. 

Ein  Versuch  durch  die  Einwirkung  von  Acetylchlorid  auf 
Nicotinsäure  die  Anzahl  der  ersetzbaren  OH-Molecttle  zu  bestim- 
men^  hatte  kein  Resultat.  Das  Acetylchlorid  wirkt  auf  Nicotin- 
säure gar  nicht  ein. 


Durfte  ich  nun  nach  diesen  meinen  Erfahrungen  die  Nicotin- 
säure als  nach  der  angegebenen  Formel  zusammengesetzt  be- 
trachten,  so  war  das  Nicotin  im  Stande^  bei  der  Oxydation  mit 
verschiedenen  Oxydationsmitteln  zwei  bestimmte  Säuren  zu 
liefern : 

die  Pyridincarbonsäure  CgH.NOjj  und  die 
Nicotinsäure  Cj^jHgN^Oj. 

Ein  Vergleich  der  beiden  Säuren,  die  bei  der  Zersetzung 
beide  Pyridin  liefern,  schien  mir  daher  sehr  nöthig  zu  sein,  und 
ich  musste  mich  entschliessen ,  auch  durch  die  Oxydation  des 
Nicotins  mit  Chromsäure  die  Hub  er 'sehe  Pyridincarbonsäure  zu 
gewinnen. 

Ich  habe  zu  diesem  Ende  20  Grm.  Nicotin  mit  100  Gnn. 
saurem  chromsaurem  Kali,  200  Grm.  Schwefelsäure  und  400  CC. 
Wasser,  in  einer  Retorte  mit  RttckflusskUhler  so  lange  gekocht, 
bis  der  Geruch  des  Nicotins  auf  Zusatz  von  Kalilauge  zu  der 
schliesslich  grün  gewordenen  Flüssigkeit,  beim  Erwärmen  nicht 
mehr  auftrat. 

Hierauf  wurde,  da  es  sich  zeigte,  dass  die  Flüssigkeit  noch 
etwas  freie  Chromsäure  enthielt,  Schwefelwasserstoff  eingelei- 
tet, um  diese  zu  Chromoxyd  zu  reduciren. 

Das  Chromoxyd  ßlllte  ich  mit  Vermeidung  eines  Über- 
schusses durch  Natronlauge,  filtrirte  und  dampfte  die  Flüssigkeit 
auf  dem  Wasserbade  bis  zur  feuchten  Salzmasse  ein,  die  ich  in 
einem  Verdrängungsapparat  mit  Alkohol  erschöpfte. 
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Ich  erhielt  dadurch;  wie  ich  mich  bald  ttberzengte^  die  ganze 
organische  Substanz  in  der  alkoholischen  Lösung. 

Hierauf  wurde  der  Alkohol  verjagt  und  nun  gesucht;  die 
wahrscheinlich  vorhandene  Säure  in  eine  unlösliche  Verbindung 
ttberzuftlhren;  aus  der  sie  wieder  abzuscheiden  war.  Ein  Paar 
Vorversuche  zeigten  mir,  dass  sich  für  diesen  Zweck  eine  Kupfer- 
verbindnng  darbietet,  die  als  lichtblauer  Niederschlag  sofort  beim 
Vermischen  meines,  vom  Alkohol  befreiten  Rückstandes  mit 
KupfervitrioUösuDg  entstand.  (Eine  mit  Ätzkali  vorsichtig  abge- 
sättigte Nicotinsäurelösung  gibt  auch  mit  Kupfervitriollösung 
einen  bläulichen  krystallinischen  Niederschlag  einer  Eupfer- 
verbindung. 

Der  gut  ausgewaschene  Niederschlag  wurde  dann  in  warmem 
Wasser  vertheilt  und  mit  SchwefelwasserstoflF  zerlegt. 

Das  Filtrat  vom  Schwefelkupfer  gab  nun  beim  Eindampfen 
eine  Erystallisation,  die  schon  durch  ihr  Äusseres  lebhaft  an  rohe 
Nicotinsäure  erinnerte. 

Mit  Thierkohle  gereinigt,  war  die  Substanz  der  Nicotinsäure 
zum  Verwechseln  ähnlich,  zeigte  alle  ihre  Reactionen,  gab  mit 
Leichtigkeit  die  zwei  characteristischen,  schön  krystallisuiien 
Verbindungen  mit  Kalk  und  Platinchlorid,  und  endlich  zeigten 
einige  quantitative  Bestimmungen,  dass  das  Product  der  Oxy- 
dation des  Nicotins  mit  Chromsäure  identisch  mit  dem  aus 
der  Salpetersänrebehandlung  hervorgehenden ,  d.  h.  mit  Nicotin- 
säure sei. 

Die  Verbrennung  der  reinen  bei  105**  getrockneten  Säure 
gab: 

0-3115  Grm.  Substanz  gaben  0-6733  Kohlensäure  und  0-1133 

Wasser. 
0.3019  Grm.  Substanz  gaben  36-6  CC.  Stickstoff  bei  21-0**  und 

754  Mm. 

In  lOOTheilen: 

Gefunden.  C|eHsNgO, 

C  _  58-95  C  —  58-82 

H  —     404  H  —     3-92 

N  —  13-68  N  —  13-72 
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Das  bei  110*  getrocknete  Kalksalz  ergab  bei  der  Analyse: 
0-3234  Grm.  Substanz  gaben  0-5959  Kohlensäure  und  0-0888 

Wasser. 
0-5864  Grm.  Substanz  gaben  0-2973  schwefelsauren  Kalk. 
IL  0-4683  Grm.  Substanz  gaben  0-2364  schwefelsauren  Kalk. 

In  lOOTheilen: 

Gefunden  Ealksalz  d.  Nicotins&ure 


C  —  50-25 

C  —  50-57 

H  —  3-05 

n. 

H  —  2-63 

Ca  —  14-91 

14.85 

Ca  —  14-74 

h 


Wenn  Hub  er  flir  seine  Säure  die  Formel  CgH^NOg  auf- 
stellen konnte,  so  scheint  er  dazu  durch  die  Zersetzung  seines 
Productes  in  Pyridin  geleitet  worden  zu  sein.  Diese  Zersetzung 
wäre  allerdings  sehr  glatt : 

Dieser  einfachen  Zersetzung  widerspricht  indess  die  ver- 
hältnissmässig  geringe  Ausbeute  an  Pyridin. 

Ich  habe,  um  mir  dieselbe  zu  erklären,  auch  das  Gas  auf- 
gefangen, welches  sich  während  der  Zersetzung  der  Nicotinsäure 
zu  Pyridin  constant  mit  entwickelt,  und  fand,  dass  es  fast  reiner 
Stickstoff  ist,  während  der  rückständige,  von  ausgeschiedener 
Kohle  grauweiss  gewordene  Kalk  zum  grossen  Theil  kohlen- 
sauer geworden  war. 

Es  scheint  daher,  dass  das  Molecttl  der  Nicotinsäure  eine 
viel  tiefer  eingreifende  Zersetzung  erfährt  und  nur  die  Hälfte 
seines  Kohlenstoffgehaltes  als  Pyridin  austritt. 

Es  ist  ferner  hervorzuheben,  dass  die  Formel  C^HjNO,  von 
der,  die  ich  auf  Nicotinsäure  berechnen  muss:  Cj^jHgNjOj  nur  in 
den  Procenten  des  Stickstoffes  erheblich  differirt,  während  Koh- 
lenstoff und  Wasserstoff  nur  wenig  verschiedene  Beträge  geben. 

Cie^^O,  CeHgNO, 

C  —  58-82  C  —  58-53 

H  —    3-92  H  —    4-06 

N  —  13-72  N  —  11-38 
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Endlich  fallen  die  Stickstoffbestimmangen  der  Nicotinsänre 
nach  der  Will- Free enius'schen  Methode  nicht  so  genau  aus 
als  nach  der  Dumas'schen^  und  es  wäre  möglich^  dass  sich 
Hub  er  dieser  ersteren  bedient  hat. 

Die  eigenthttmlichen  VerbindungSTcrhältnisse  der  Nicotin- 
säurC;  die  es  trotz  der  Leichtigkeit,  mit  der  sie  salzartige  Ver- 
bindungen bildet,  schwer  machen,  sich  auch  nur  über  ihfe 
Basicität  ein  sicheres  Urtheil  zu  bilden,  lassen  einen  Versuch, 
sie  in  einer  Structurformel  zu  gliedern,  noch  etwas  willkttrlich 
erscheinen. 

Einen  zuverlässigen  Anhaltspunkt  mttsste  eine  S}7ithese  des 
Nicotins  geben,  für  die  man  wahrscheinlich  in  der  Bildung  des 
Aldehydins  aus  Crotonaldehyd  *  ein  Vorbild  hat: 

2(C4HeO)-HNH3  =  CgH„N-H2H,0 
Crotonaldehyd  Aldehydin 

Die  Au%abe,  in  ähnlicher  Weise  Nicotin  zu  erzeugen,  dttrfte 
sich  lösen  lassen,  wenn  man  sich  den  Aldehyd  der  Brenzwein- 
säure  yerschaffen  kann.  Dann  könnte  man  haben: 

2(CAOj)+2NH,  =^j^g^-4.4H,0. 

Aldehyd  der  Nicotin 

Brenzweinsaure  . 

In  dieser  Richtung  gedenke  ich  meine  Versuche  fortzu- 
setzen. 

Wien,  Laboratorium  des  Prof.  Hlasiwetz. 


<  A.  Baeyer.  Berichte  der  ehem.  Gresellsch.  Bd.  IL  p,  399. 
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Über  das  Excretin. 

Von  Dr.  Friedrich  Hinterberger. 

Das  Excretin  wurde  von  Marcet  *  in  den  Excrementen  des 
Menschen  entdeckt  und  fftr  einen  schwefelhaltigen  Körper  von 
der  Formel  C^gH^s^SO,  erklärt. 

Bei  einer  Untersuchung  meiner  frischen  Excremente,  welche 
ich  seit  3  Jahren  fortsetzte,  erhielt  ich  von  100  Pfund  der  fri- 
schen Excremente  8  Gramm  reines  Excretin.  Das  Excretin  der 
verschiedenen  Darstellungsweisen  enthielt  manchmal  2*8  und 
auch  mehr  Procente  Schwefel  und  häufig  0*6  bis  7  Pct.  StickstoflF. 
Dieses  Verhalten,  sowie  der  Umstand,  dass  meine  Analysen  mit 
der  Analyse  des  Marcet  nicht  stimmten,  brachten  mich  zu  der 
Vermuthung,  dass  man  es  hier  mit  einem  unreinen  Körper  zu 
thun  habe. 

Es  ist  mir  in  der  That  gelungen,  das  Excretin  frei  von 
Schwefel  und  Stickstoff  zu  erhalten  und  mit  Hilfe  einer  Brom- 
verbindung die  empirische  Formel  des  Excretins  festzustellen.  Die 
Darstellung  bestand  in  Folgendem:  214 6rm.  der  frischen  Excre- 
mente *  wurden  täglich  mit  350  CC.  Weingeist  von  90  Vol.  Pct. 
ausgekocht.  Hiezu  diente  eine  Flasche  von  Weissblech  von  16 
Ctm,  Höhe  und  11  Ctm.  Durchmesser,  welche  mit  einem  Btlck- 
flussktthler  verbunden  war.  Die  erhaltene  weingeistige  Lösung 
wurde  auf  ein  faltiges  Filter  gegossen,  und  der  Rückstand  in  der 
Flasche  nochmals  mit  175  CC.  Weingeist  von  90  Vol.  Proc.  aus- 
gezogen. Die  weingeistige  Lösung  ist  dunkelbraun,  und  setzt  nach 
8tägigem  Stehen  einen  Niederschlag  ab,  welcher  im  trocke- 
nen ZtiBtande  beinahe  schwarz  ist.  Dieser  Niederschlag  besteht 


h 


i  Chem.  Centr.  1860,  586.  Gmelin  VüBd.  2193. 

^  214  Grm.  ist  das  Mittel  von  130  gewogenen  Stühlen. 
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aus  Excretin  und  dem  Magnednmsalze  einer  Gallensäure  oder 
einer  neuen  Säure.  Dieses  Magnesiumsalz  ist  sehr  schwer  im 
Weingeiste  löslich,  lässt  sich  durch  Erystallisation  von  dem  leicht 
löslichen  Excretin  trennen,  und  lieferte  bis  jetzt  die  Formel 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  reines  Excretin  darzustellen^ 
bekümmert  man  sich  nicht  um  den  Niederschlag,  welcher  sich 
freiwillig  aus  der  weingeistigen  Lösung  der  Excremente  absetzt 
Man  sammelt  vielmehr  diesen  Niederschlag  auf  einem  Filter,  ver- 
setzt das  Filtrat  mit  20  CG.  Kalkmilch,  welche  etwa  1-5  Grm» 
Kalk  enthält,  und  verdünnt  die  erhaltene  Flüssigkeit  mit  500  CG» 
Wasser.  Es  entsteht  ein  lichtbrauner  Niederschlag,  welcher 
neben  anderen  Substanzen  das  Excretin  enthält.  Dieser  Nieder- 
schlag wird  nach  24  Stunden  auf  einem  Filter  gesammelt,  mit 
Wasser  ausgewaschen  und  an  der  Luft  getrocknet. 

Von  38  Pfd.  der  frischen  Excremente  erhält  man  142  Grm. 
des  Kalkniederschlages,  welcher  das  Excretin  enthält. 

35  Grm.  des  lufttrockenen  Kalkniederschlages  kocht  man 
in  einer  Blechflasche  unter  Anwendung  des  Rückflusskühlers  mit 
einer  Mischung  von  75  GG.  Weingeist  von  90  Vol.  Pct.  und  75  GG. 
Äther,  filtrirt,  und  kocht  den  ungelösten  Rückstand  abermals  mit 
75  CG  Weingeist  und  75  GG  Äther  aus. 

Lässt  man  das  gelbe  Filtrat  8  Tage  bei  einer  Temperatur 
unter  0""  ruhig  stehen,  so  scheidet  sich  alles  Excretin  in  Form 
von  gelben  nadeiförmigen  Krystallen  ab,  welche  zu  halbkugel- 
artigen Gruppen  vereinigt  sind. 

Dieses  rohe  Excretin  sammelt  man  auf  einem  Filter,  wäscht 
es  nicht  mit  Weingeist  aus,  und  trocknet  es,  ohne  zu  pressen,  an 
der  Luft. 

Hat  man  etwa  5  Grm.  des  rohen  Excretins,  so  reinigt  man 
dasselbe  durch  Umkrystallisiren.  Hiezu  benützt  man  Weingeist 
von  95  Vol.  Pct.  und  Blutkohle,  wiederholt  dasselbe  4 — 5mal 
und  sorgt  dafür,  dass  die  Krystallisation  immer  bei  einer  Tem- 
peratur unter  0**  vor  sich  geht. 

Erhitzt  man  das  so  erhaltene  Excretin  mit  Kalium  in  einer 
kleinen  Eprouvette,  und  behandelt  den  Rückstand  nach  dem  Ver- 
brennen des  Kaliums  mit  wenig  Wasser,  so  erhält  man  eine 
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Lösung;  welche  eine  verdünnte  Lösang  von  Nitroprussidnatriom 
nicht  violett  förbt,  mithin  frei  von  Schwefel  ist. 

Unreines  schwefelhaltiges  Excretin  lässt  sich  auch  durch 
Destillation  mit  der  lOfachen  Menge  Kalk  schwefelfrei  dar- 
stellen, scheint  aber  hiebei  die  Eigenschaft,  zu  krystallisiren,  ein- 
zubttssen,  ohne  seine  Zusanmiensetzung  zu  ändern. 

Behufs  der  Elementaranalyse  wurde  das  Excretin  über 
Schwefelsäure  getrocknet  und  im  Platinschififchen  unter  schliess- 
licher  Anwendung  von  Sauerstoffgas  verbrannt. 

I.  0-3024  Grm.  Substanz  gaben  0-9035  Grm.  Kohlensäure 

und  0-3374  Grm.  Wasser. 
IL  0-3534  Grm.  Substanz  gaben  1-057  Grm.  Kohlensäure  und 

0-401  Grm.  Wasser, 
m.  0-3209  Grm.  Substanz   gaben  0-9692  Grm.  Kohlensäure 
und  0-361  Grm.  Wasser. 

Aus  diesen  Daten   berechnet   sich  als   einfachste  Formel 

CjjjjHggO,  nach  welcher  sich  Rechnung  und  Versuch  in  folgender 

Weise  vergleichen: 

Gefunden  

Berechnet  ^    """^^^ — ^jj — — "       jjj-  Im  Mittel 

C^  —  82-19        81-48         81-57        82-37         81-81 

H3^  —  12-33         12-39         12-60         12-49         12-50 

0  -     5-48  _  _  —  _ 

Das  Cholestearin  C^H^O  kommt  dem  Excretin  in  der  pro- 
centischen  Zusammensetzung  nahe.  Das  Cholestearin  löst  sich 
aber  schwerer  im  Eisessig,  als  das  Excretin.  Die  Lösung  des 
Cholestearins  im  Eisessig  zeigt  unter  dem  Mikroskope  schöne 
seidenglänzende  sechsseitige  Prismen  ^,  während  die  Lösung  des 
Excretins  im  Eisessig  kugelige  Massen  bildet.  Das  Cholestearin 
gibt  mit  Brom  ein  Snbstitntionsproduct  mit  7  Atomen  Brom  und 
einAdditionsproduct  mit  2  Atomen  Brom';  während  das  Excretin 
sich  in  folgender  Weise  verhält : 

Behandelt  man  das  Excretin  mit  Brom,  so  entsteht  unter 
Erwärmung  und  Entwicklung  von  Bromwasserstoif  eine  schwarz- 


«  Annal.  d.  Chem.  u.  Pharmi.  Bd.  127  S.  107. 
a  Annal.  d.  Chem.  u.  Pharm.  Bd.  146  S.  175. 
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braune  Flüssigkeit,  welche  beim  Übergiessen  mit  Äther  zu  einer 
braunen  harzartigen  Masse  zusammenballt.  Kocht  man  diese 
Masse  nach  dem  Verjagen  des  freien  Broms  mit  einer  Mischung 
von  Alkohol  und  Äther,  so  löst  sie  sich.  Die  Lösung  scheidet 
beim  freiwilligen  Verdunsten  harte  spröde,  zu  Kugel  vereinigte 
Krystalle  ab,  welche  durch  Umkrystallisiren  farblos  werden.  Da» 
erhaltene  Bromproduct  ist  unlöslich  im  Wasser,  schwer  löslich  im 
Weingeiste,  leicht  löslich  im  alkoholhaltigen  Äther  und  schmilzt 
beim  Erhitzen  im  Wasserbade. 

Die  bei  100®  getrocknete  Substanz  wurde  mit  chromsaurem 
Blei  verbrannt,  und  zur  Ermittlung  des  Bromgehaltes  mit  Kalk 
geglüht. 

I.  0-4746  Grm.  Substanz  gaben  0-9388  Grm.  Kohlensäure  und 
0-3271  Grm.  Wasser, 
n.  0-3574  Grm.  Substanz  gaben  0-298  Grm.  Bromsilber. 

Diese  Analysen  ftlhren  zur  Formel  Cg^Hj^Br^O,  wie  folgende 
Zusammenstellung  zeigt: 

Gefunden 
Berechnet  -j  **    "  ^  **  IT  ' 

53-94  — 


C^o 

— 

53-33 

^34 

— 

7-55 

Br2 

— 

35-65 

0 



3-57 

7-65 


35-47 


Während  es  mithin  leicht  ist,  aus  dem  Excretin  ein  krystal- 
lisirtes  Bibromexcretin  darzustellen,  gelang  es  nicht,  das  Chlor- 
excretin  zu  bereiten.  Versetzt  man  nämlich  die  weingeistige 
Lösung  des  Excretins  mit  Wasser,  fügt  zur  erhaltenen  Emulsion 
Chlorwasser  und  schüttelt,  so  erhält  man  beim  Verdunsten  eine 
farblose  sjnnpartige  Masse. 

Es  ging  mir  leider  das  Materiale  aus,  um  weitere  Versuche 
anzustellen,  um  über  die  Structur  des  Excretins  ins  Reine  zu  kom- 
men. Ich  kann  daher  unterdessen  nur  die  empirische  Formel 
des  reinen  Excretins  C2oH3^0  und  die  Formel  des  daraus  dar- 
gestellten Bibromexcretins  G^^^Br^O  als  Endresultate  dieser 
Arbeit  anführen. 
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Kesultate  einer  Experimentaluntersuchung  über  das  Yerhalteii 
nicht  leitender  Körper  unter  dem  Einflüsse  elektrischer  Kräfte. 

Von  Ludwig  Boltimaiin« 


Vorl&nfige  Mittheilnng. 

Wird  der  Baum  zwischen  zwei  Condensatorplatten  statt  mit 
Luft  mit  einer  andern  isolirenden  Substanz  ausgeftlllt;  ohne  dass 
sich  die  Distanz  der  Platten  ändert,  so  wird  die  Capacität  des  Con- 
densators  nach  der  Theorie  der  Dielektricität  D=  l-4-4;r€mai  so 
gross.  D  bezeichnen  wir  als  die  Dielektricitätsconstante  des  Isola- 
tors, t  ist  die  Ton  Helmholtz  (Borchardt's  Journal  Bd.  72 
Seite  115)  eingeführte  Grösse.  Für  Luft  setzen  wir  0  =  1.  Aus 
dieser  Theorie  folgt  aber  noch  eine  andere  merkwürdige  Con- 
«equenz,  die  bisher  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheint,  näm- 
lich dass  elektrische  Kräfte  auf  einen  Nichtleiter,  ohne  dass  sich 
derselbe  elektrisirt,  blos  vermöge  seiner  dielektrischen  Polari- 
49ation,  ganz  erhebliche  Anziehungen  ausüben  müssen ;  und  zwar 
finde  ich  aus  der  Helmholtz'schen  Theorie,  dass  eine  nicht  lei- 
tende Kugel  im  homogenen  elektrischen  Felde  -jr — ^mal  so  stark 

angezogen  werden  muss,  als  eine  gleich  grosse  leitende  Kugel 
unter  Einfluss  derselben  Kräfte,  wenn  letztere  isolirt  und  ur- 
sprünglich unelektrisch  ist,  so  dass  sie  nur  durch  Induction  elek- 
trisch wird.  Ich  machte  nun  zwei  Versuchsreihen.  Bei  der  ersten 
wurden  zwischen  zwei  Condensatorplatten  möglichst  planparallele 
Platten  verschiedener  isolirender  Substanzen  gebracht.  Der  Con- 
densator  wurde  mit  einer  Danieirschen  Batterie  geladen,  seine 
Capacität  sowohl  wenn  Luft  als  auch  wenn  der  Isolator  zwischen 
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den  Platten  war^  mittelst  eines  T  h  o  m  s  o  n'sehen  Qnadrantelektro- 
meters  bestimmt.  Die  isolirenden  Platten  lagen  locker  zwischen 
den  Condensatorplatten,  die  noch  dazwischen  befindliche  Loft- 
Bchicht  wurde  ebenfalls  der  Bechnong  unterzogen.  Ebenso 
wurde  wegen  des  Bandes  eine  freilich  nur  annäherungsweise 
richtige  Correction  angebracht.  Für  Hartgummi;  Schwefel,  Paraf- 
fin  und  Colophonium  gaben  Terschieden  starke  Ladungen,  ver- 
schiedene liadungsdauem,  von  3  Minuten  bis  Bruchtheilen  einer 
Secnnde,  yerschieden  dicke  isolirende  Platten  und  verschiedene 
Distanzen  der  Condensatorplatten  constante  Werthe  flir  D  und 
zwar  fand  ich 

für  Hartgummi     .    .    .    />  =  3-17,  3-11,  3-20; 
für  Schwefel    ..../)  =  3-85,  3-83 ; 
für  Paraffin     ..../)  =  2-34,  2-28 ; 
flir  Colophonium     .    .    D  =  2-54,  2-57. 

Die  beiden  angefahrten  Zahlen  beziehen  sich  immer  auf 
zwei  verschiedene  untersuchte  Platten  von  verschiedener  Dicke. 
Andere  Versuche,  wobei  die  isolirende  Platte  zwischen  zwei 
Qnecksilberflächen  gebracht  und  die  Capacität  des  so  gebildeten 
Condensators  untersucht  wurde,  ergaben 

für  Hartgummi    .    .    .    />  =  3-05,  3-10,  3-24; 
für  Paraffin    ..../)  =  2-33,  2-31. 

Die  Zahl  für  Hartgummi  ist  wahrscheinlich  deshalb  etwas 
zu  klein,  weil  das  Quecksilber  sich  am  Bande  durch  Capillarität 
nicht  gut  an  das  Hartgummi  anlegte.  Für  Glas,  Stearm  und 
Guttapercha  dagegen  scheint  D  selbst  für  so  geringe  Ladungen 
nicht  constant  zu  sein,  sondern  namentlich  mit  wachsender  La- 
dungsdauer  rasch  zuzunehmen. 

Die  zweite  Versuchsreihe  bestätigte  die  zuletzt  bemerkte 
Consequenz  der  Dielektricitätstheorie  und  zwar  wurde  sie  haupt- 
sächlich angestellt,  um  zu  beweisen,  dass  die  Veränderung  der 
Capacität  von  Condensatoren  durch  Zwischenschichten  in  einer 
wirklichen  Elektrisirung  der  kleinsten  Theile  derselben  (oder  Dre- 
hung der  bereits  elektrisirten)  ihren  Grund  hat,  nicht  aber  darin, 
dass  die  Elektricität  etwa  durch  verschiedene  Körper  verschieden 
hindurch  wirkt. 
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Es  wurde  eine  Kugel  aus  dem  zu  untersuchenden  isoliren- 
den  Materiale  an  vollkommen  isolirenden  Fäden  an  den  einen 
Hebelarm  einer  sehr  empfindlichen  Drehwage  gehängt^  deren 
anderer  Hebelarm  mit  einem  Spiegel  äquilibrirt  war,  mittelst 
dessen  in  der  bekannten  Weise  die  kleinsten  Drehungen  der 
Drehwage  abgelesen  werden  konnten.  In  einiger  Entfernung  von 
der  isolirenden  Kugel  stand  eine  fixe  Kugel,  die  durch  Funken 
einer  Influenzmaschine  geladen  und  wieder  entladen  werden 
konnte.  Die  ganze  Drehwage  befand  sich  in  einer  bis  auf  die 
erforderlichen  Schlitze  verschlossenen  Schachtel  aus  (Joldpapier, 
aus  der  nur  die  isolirende  Kugel  an  ihrem  Faden  heraushing. 
Früher  war  sorgftlltig  geprüft  worden,  dass  weder  der  Faden, 
an  dem  die  Kugel  hing,  noch  die  in  der  Schachtel  befindlichen 
Bestandtheile  eine  Einwirkung  erfuhren,  dass  also  der  bei  Elek- 
trlsirung  der  fixen  Kugel  eintretende  Ausschlag  der  Drehwage 
nur  von  der  Wirkung  der  Elektrlcität  der  fixen  Kugel  auf  die 
isolirende  herrühren  konnte.  Dass  letztere  nicht  schon  früher 
elektrisch  war  und  sich  auch  nicht  merklich  dauernd  elektrisirte, 
wurde  constatirt,  indem  die  fixe  Kugel  bald  mehrmal  nacheinan- 
der positiv,  bald  abwechselnd  positiv  und  negativ  geladen  wurde. 
Genau  an  die  Stelle  der  nicht  leitenden  Kugel  konnte  eine  gleich- 
grosse  leitende  (ursprünglich  unelektrische)  Kugel  gehängt  wer- 
den, um  die  Einwirkung,  welche  beide  erifuhren,  zu  vergleichen. 
Wenn  auch  die  Schlagweite  gleich  blieb,  so  war  es  doch  nicht 
möglich,  der  fixen  Kugel  bei  den  verschiedenen  Versuchen,  die 
theils  nach  Einhängung  der  isolirenden,  theils  nach  Einhängnng 
der  leitenden,  aber  isolirten  Kugel  gemacht  wurden,  imimer  genau 
dieselbe  Elektricitätsmenge  zuzuführen.  Um  den  daherrührenden 
Fehler  corrigiren  zu  können,  war  die  fixe  Kugel  mit  einer  zwei- 
ten fixen  leitend  verbunden,  der  eine  ganz  ähnliche  Drehwage 
(aber  mit  leitend  mit  der  Erde  verbundener  Kugel)  gegenüber 
stand. 

Der  Ausschlag  der  zweiten  Drehwage  diente  als  Mass  der 
mitgetheilten  Elektricitätsmenge.  Das  Verfahren  war  nun  folgen- 
des :  In  die  erste  Drehwage  wurde  die  nicht  leitende  Kugel  ein- 
gehängt. Nun  Hess  man  einen  Funken  überspringen,  welcher 
zunächst  die  beiden  fixen  Kugeln  elektrisirte.  Durch  ihre  Wir- 
kung auf  die  Hängenden  geriethen  die  beiden  Drehwagen    in 
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Schwingungen.  Da  sie  nicht  rasch  genug  zur  Ruhe  kamen^  wurde 
ihr  Ausschlag  in  bekannter  Weise  aus  mehreren  Ablesungen  be- 
rechnet. Da  die  Ausschläge  sehr  klein  waren^  konnten  sie  als 
der  Kraft  proportional  betrachtet  werden.  Den  Ausschlag  der 
ersten  dividirt  durch  den  der  zweiten  Drehwage  bezeichne  ich 
kurz  als  ^die  Anziehung  der  isolirenden  Kugel^.  Jetzt  wurde 
an  die  Stelle  der  nichtleitenden  die  gleichgrosse  leitende 
Kugel  gehängt.  Der  Ausschlag  der  ersten  Drehwage  dividirt 
durch  den  der  zweiten  soll  jetzt  „die  Anziehung  der  leitenden 
Kugel"  heissen.  Der  Quotient  der  Anziehung  der  nichtleitenden 
Kugel  in  die  der  leitenden  ist  jedesmal  die  in  der  folgenden  Ta- 
belle angeführte  Zahl.  Die  Zahlen  dieser  Tabelle  geben  also  an, 
um  wie  vielmal  die  leitende;  aber  isolirte  Kugel  stärker  ange- 
zogen wird  als  eine  gleich  grosse  unter  denselben  Umständen 
befindliche  nichtleitende.  Dieser  Quotient  war  oft  von  der  Zeit 
der  Einwirkung  abhängig. 


Zeit  der  Einwirkung 

0»9 

1»8      22  V,* 

45' 

90' 

Schwefel  

Hartgummi 

Paraffin     

2-980 
2-140 

2  125 
2-064 
2-920 
1-927 

1-730 

2-110 
2-094 
1-420 

1-700 

1-650 

Colophonium 

Um  schon  aus  dieser  vorläufigen  Notiz  eine  beiläufige  Schäz- 
zimg  der  von  mir  erzielten  Genauigkeit  möglich  zu  machen^  theile 
ich  die  Details  für  die  erste  in  der  obigen  Tabelle  enthaltene 
Mittelzahl  mit.  Die  Ahziehung  der  Schwefelkugel  5mal  gemessen 
ergab  sich  zu 

-+--+-         —        —        -+- 
0-560,  0-547,  0-548,  0-562,  0-559    Mittel  0-555. 

Die  Anziehung  der  gleich  grossen  leitenden  Kugel  aber  war 

-+-    -        -f-  —  —  -H 

M75,  M80,  1-188,  1-173,  1-179  .  Mittel  1.179. 

Sitsb.  d.  mathem.-iiatunv.  Ol.  LXVI.  Bd.  II.  AMh.  17 
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Die  darttber  stehenden  Zeichen  geben  an,  mit  welcher  Elek- 
tricität  die  fixen  Kugeln  geladen  worden.  Der  Quotient  ist 

l^  =  2- 126. 
0-555 

Nach  der  Dielektricitätstheorie  sollten  die  in  der  obigen  Ta- 

belle  enthaltenen  Zahlen  den  Werth  — — :r  haben;  also    wenn 

man  die   aus  der  ersten   Versuchsreihe  von   mir   gefundenen 
Zahlen  zu  Grunde  legt 

fllr  Schwefel 2-06 

flir  Hartgummi     ....  2-39 

ftlr  Paraffin 3-28 

ftlr  Colophonium      .    .    .  2-93. 

Die  Zahl  ftlr  Schwefel  zeigt  eine  genügende  Übereinstim- 
mung; für  denselben  scheint  also  D  innerhalb  weiter  Grenzen 
constant  zu  sein.  Hartgummi  wird  bereits  merklich  stärker  ange- 
zogen; für  denselben  scheint  also/);  folglich  auch  s  mit  wachsen- 
der Ladung  zu  wachsen.    Noch  weit  mehr  gilt  dies  vom  Colo- 
phonium und  Paraffin,  und  zwar  ist  bei  den  beiden  letzten  D  von 
der  Zeit  der  Einwirkung  abhängig.  Je  länger  die  elektrischen 
Kräfte  wirken,  desto  bedeutender  wird  die  dielektrische  Polari- 
sation.  Leider  gestattete  mein,  in  Eile  zusammengestellter  Ap- 
parat in  dieser  Hinsicht  keine  sehr  grosse  Mannigfaltigkeit ;  auch 
konnte  ich  die  Stärke  der  elektrisirenden  Kraft  nicht  genügend 
variiren,  um  mit  der  Drehwage  allein  die  Abhängigkeit  des/>  von 
derselben  zu  constatiren.  Ich  glaube  aber,  dass  meine  Methode, 
die  Anziehung  isolirender  Körper  durch  elektrische  Kräfte  zu 
prüfen,  unter  den  verschiedensten  Verhältnissen  durchgeführt, 
im  Stande  wäre,  noch  reichen  Aufschluss  über  das  bisher  so 
wenig  erforschte  Verhalten  der  Isolatoren  im  elektrischen  Felde 
zu  liefern. 

Die  erste  Versuchsreihe  führte  ich  im  Laboratorium  des  Hm. 
Oeheimrath  Helmholtz  in  Berlin,  die  zweite  in  dem  des  Hrn. 
Professor  Töpler  zu  Oraz  aus,  und  ich  sage  den  beiden  Leitern 
dieser  Institute  den  wärmsten  Dank  für  die  Zuvorkommenheit^  mit 
der  sie  mir  die  Räumlichkeiten,  Apparate  etc.  ihrer  Institute  zur 
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Yerftlgimg  stellten.  Zu  besonderem  Danke  bin  ich  auch  noch 
Hrn.  Dr.  Albert  v.  Ettingshausen,  Assistenten  für  Physik  an 
4er  Grazer  Universität,  verpflichtet,  welcher  mich  sowohl  bei  der 
Zusammenstellung  der  Apparate,  als  auch  bei  den  Ablesungen 
(da  immer  in  zwei  Fernröhren  gleichzeitig  abgelesen  werden 
musste)  mit  nicht  geringen  Opfern  von  Zeit  und  Mühe  unter- 
stützte. 

Die  hier  mitgetheilten  Zahlen  gewinnen  ein  erhöhtes  Inter- 
esse, wenn  sie  mit  der  Arbeit  MaxwelTs  „A  dynamical  theory 
of  the  electromagnetic  field",  Transactions  of  the  Royal  Society 
of  London  1865,  Part  I,  pag.  459  verglichen  werden.  Daselbst 
stellt  nämlich  Maxwell  die  Hypothese  auf,  dass  Licht  und  Elek- 
tricität  verschiedene  Bewegungsformen  eines  und  desselben  Me- 
diums sind,  die  sich  beide  aus  den  Bewegungsgleichungen,  die 
«r  fUr  jenes  Medium  aufstellt,  ableiten  lassen. 

Aus  diesen  Bewegungsgleichungen  folgt  zwischen  der  Di- 
elektricitätsconstante  D  und  dem  Brechungsindex  t  irgend  einer 
Substanz  die  Belation 

(siehe  MaxwelTs  Gleichung  80).  fx  ist  der  Coöfficient  der  mag- 
netischen Induction  der  betreffenden  Substanz.  Derselbe  ist 
allerdings  flir  keine  der  von  mir  -untersuchten  Substanzen  be- 
kannt. Doch  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  er  unmöglich  erheblich 
Ton  dem  der  Luft  verschieden  sein  kann;  dass  er  also  nahe  gleich 
Eins  ist,  wenn  man  wieder  den  für  Luft  gleich  Eins  setzt.  Die 
Vergleichung  der  Formel  MaxwelTs  mit  der  Helmholt z'schen 
Formel  für  die  Lichtgeschwindigkeit  (Borchardt's  Journal 
Bd.  72,  S.  127)  zeigt  uns,  dass  fx  der  von  Helm  holt  z  eingeführ- 
ten Grösse  l-4-47r^  proportional  ist.  (4;r€  und  1^-471«  sind  bei 
Maxwell  identisch,  da  man  aus  Helmholtz's  Theorie  die 
Maxwell  'sehe  erhält,  wenn  man  den  absolutenWerth  von  e  schon 
fllr  Luft^  also  auch  die  andern  Isolatoren  sehr  gross  voraussetzt.)  Die 
Polarisationsconstante  5  ist  nach  Weber  selbst  für  Wismuth  nur 

dividirt  durch  die  Dichte  des  Wismuth.   Aber  selbst 
400000 

wenn  man  diese  Zahl  für  zu  unsicher  hält,  um  weitere  Schlüsse 

darauf  zu  bauen,  so  folgt  schon  aus  dem  Umstände,  dass  eine 

17* 
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Eisenkugel  nach  allen  Beobachtungen  viel  stärker  als  lOOOOmal 
so  stark  angezogen  wird,  als  eine  gleich  grosse  Wismnthkngel; 
die  ausserordentliche  Kleinheit  des  ä.  Setzt  man  nämlich  selbst 
für  Eisen  5  =  oo,  so  folgt  daraus  für  Wismuth 

47r^     _      1 
3H-47r5  ""  10000' 

Da  wir  hier  alle  Verhältnisse  viel  zu  ungünstig  annahmen 
und  ^  für  meine  Substanzen  jedenfalls  noch  viel  kleiner  als  für 
Wismuth  ist;  so  kann  wohl  über  die  verschwindende  Kleinheit 
von  47r^  kein  Zweifel  obwalten.  Es  ist  also  für  die  von  mir 
untersuchten  Substanzen  |x  =  1  zu  setzen  und  es  müsste  nach 
der  MaxwelTschen  Ansicht  über  das  Wesen  des  Lichts  und 
der  Elektricität  der  Brechungsexponent  einfach  die  Quadrat- 
wurzel aus  derDielektricitätsconstante  sein.  Um  diese  Consequenz 
aus  meinen  Versuchen  zu  prüfen,  stelle  ich  in  der  folgenden  Ta- 
belle die  Quadratwurzeln  von  D  mit  den  Brechungsexponenten 
der  betreffenden  Substanzen  zusammen : 

/5  » 

für  Schwefel    ....    1-960  2-040 

für  Colophonium  .    .    .    1-597  1-543 

für  Paraffin 1-522  1-538,  1-516 

für  Hartgummi     '.    .    .    1-778  — 

Der  von  mir  nach  der  Wollas  ton 'sehen  Methode  be- 
stimmte Brechüngsexponent  des  wahrscheinlich  doppeltbrechen- 
den Paraffin  fiel  merkwürdiger  Weise  verschieden  aus,  je  nach- 
dem das  Licht  parallel  oder  senkrecht  zur  Beflexionsebene  pola- 
risirt  war.  Ersterem  gehört  der  grössere,  letzterem  der  kleinere 
der  angeführten  Brechungsexponenten  an.  Ich  glaube,  dass  die 
Differenzen  dieser  Zahlen  nicht  so  gross  sind,  dass  sie  nicht  ans 
den  bei  Bestimmung  der  Dielektricitätsconstanten  unvermeidli- 
chen Fehlern  erklärt  werden  könnten,  besonders  da  D  für  eine 
und  dieselbe  Substanz  jedenfalls  nicht  absolut  constant  ist. 
Dass  ich  die  Dielektricitätsconstante  für  den  Schwefel  etwas  zu 
klein  fand,  liesse  sich  ganz  gut  aus  den  Hohlräumen  erklären, 
die  sich  m  meinen  Schwefelplatten  thatsächlich  vorfanden.  Auch 
von  der  Dielektricitätsconstante  des  Colophoniums  kann  wegen 
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der  grossen  Schwierigkeit,  gleich  dicke  Colophoniamplatten  mit 
erträglich  ebener  Oberfläche  zu  erzeugen,  keine  allzugrosse  Ge- 
nauigkeit erwartet  werden.  Wenn  daher  meine  Versuche  auch 
gegenwärtig  weder  denjenigen  Umfang  noch  diejenige  Genauig- 
keit haben,  dass  sie  als  definitive  Constatirung  einer  so  wichti- 
gen Consequenz  wie  der  Identität  des  Lichtes  mit  der  Elektricität 
betrachtet  werden  können,  so  muss  doch  das  Resultat  derselben 
als  ein  wichtiges  Moment  fttr  die  Richtigkeit  dieser  Theorie  be- 
zeichnet werden,  und  wenn  mir  anders  die  Möglichkeit  geboten 
würde,  meine  Untersuchungen  mit  grösseren  Mitteln  fortzusetzen, 
so  bezweifle  ich  nicht,  dass  es  mir  bei  den  reichen  Erfahrungen, 
die  ich  über  diesen  Gegenstand  gesammelt  habe  und  bei  der 
durch  meine  zweite  Untersuchungsmethode  gebotenen  Möglich- 
keit, auch  kleinere  Quantitäten  auf  ihre  Dielektricitätsconstante 
zu  prüfen,  gelingen  würde,  diese  Frage  ihrer  Lösung  zuzuiUhren. 
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XXllI.  SITZUNG  VOM  17.  OCTOBER  1872. 


Herr  Prof.  Dr.  Ernst  Haec  kel  in  Jena  dankt  mit  Schreibeir 
vom  12.  October  fllr  seine  Wahl  zum  ausländischen,  und  Herr 
Dr.  Jul.  Hann,  mit  Schreiben  vom  9.  October,  für  seine  Wahl 
zum  inländischen  correspond.  Mitgliede  der  Classe. 

Herr  Prof.  Dr.  E.  Mach  in  Prag  ttbersendet  eine  Abhand- 
lung: „Über  die  stroboskopische  Bestinunung  der  Tonhöhe." 

Derselbe  übersendet  femer  zwei  von  ihm,  in  Gemeinschaft 
mit  Herrn  Dr.  J.  Kessel  ausgeführte  Arbeiten,  und  zwarr 
1.  „Die  Function  der  Trommelhöhle  und  der  Tuba  Eustachn^ ;. 
und  2.  „Versuche  über  die  Accomodation  des  Ohres." 

Herr  Otto  Her  man,  ehem.  Gustos  am  siebenbürgischen 
Landes-Museum  in  Szäsz-Yesszös  in  Siebenbürgen,  übermittelt 
eine  Abhandlung,  betitelt:  „Das  edle  siebenbürgische  Pferd.  — 
Eine  Berichtigung  des  betreflfenden  Artikels  in  M.  Dr.  Leop.  Jos* 
Fitzinger's  „„Versuch  über  dieAbstammung  des  zahmen  Pfer- 
des und  seiner  Ra^en."" 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 

Accademia  delle  Scienze  deiristituto  di  Bologna:  Memorie» 
Serie  IH.  Tomo  I.,  fasc.  1 — 4;  Tomo  H.,  Fase.  1.  Bologna, 
1871  &  1872;  4^  —  Indici  generali  dei  dieci  tomi  della  2^* 
Serie  delle  Memorie.  (1862—1870.)  Bologna,  1871;  4^  — 
Kendiconto.  Anno  Accademico  1871 — 72.  Bologna,  1872 ;  8®. 
—  R.,  delle  Scienze  di  Torino:  Atti.  Vol.  VH,  Disp.  1'— 7\ 
Torino,  1871—72;  8^  —  BoUettino  meteorologico  ed  astro- 
nomico  del  R.  Osservatorio  deir  Universiti  di  Torino.  Anno 
VI.  1872.  Quer-4«. 

Akademie  der  Wissenschaften,  Eönigl.  Bayer.,  zu  München: 
Sitzungsberichte  der  mathem.-physik.  Glasse.  1872.  Heft  2* 
Müiiehen;8^ 

Atinalen  der  Chemie  &  Pharmacie,  von  Wo  hier.  Liebig  & 
K^.pp,  N.  R.  Band  LXXXVIH,  Heft  1.  Leipzig  &  Heidel- 
berg, 1872;  8«. 
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Apotheker-Verein,  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahrg., 

Nr.  29.  Wien,  1872;  8^ 
Arbeiten  aus  der  physiologischen  Anstalt  zu  Leipzig.  VI.  Jahr- 
gang: 1871.  Mitgetheilt  durch  C.Ludwig,  Leipzig,  1872;  8^ 
Bibliothfeque    Universelle  et  Revue  Suisse:   Archives   des 

Sciences  physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLFV*.  Nrs. 

175—177.  Genfeve,  Lausanne,  Paris,  1872;  8^ 
Comitato,    R.,   Geologico    d'Italia:    Bollettino.  Anno   1872, 

Nr.  5  &  6.  Firenze,  1872;  gr.  8^ 
Comptes  rendus  des  söances  de  TAcadimie   des   Sciences. 

Tome  LXXV,  Nr.  14.  Paris,  1872;  4«. 
Es 8 ex  Institute:   Proceedings  and   Communications.  Vol.  VI, 

Part  3.  1868—71.  Salem,  1871;  8^  —  Bulletin,  Vol.  IH. 

1871.  Salem,  1872;  8^ 
Gesellschaft,  Deutsche,  geologische:  Zeitschrift.  XXIV.  Bd., 

1.  &  2.  Heft.  Berlin,  1872;  8^ 

—  Naturhistorische,  zu  Hannover:  XXI.  Jahresbericht.  1870 
bis  1871.  Hannover,  1871;  8«. 

—  österr.,  fllr  Meteorologie :  Zeitschrift.  VH.Band,  Nr.  18—19. 
Wien,  1872;  4<>. 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIH.  Jahrgang, 

Nr.  41.  Wien,  1872;  4^ 
Istituto,  R.,  Veneto  di  Scienze,   Lottere  ed  Arti:  Memorie. 

Vol.  XVI,  Parte  2;  Vol.  XVII,  Parte  1.  Venezia,  1872;  4«. 

—  Atti.  Tomo  1%  Serie  IV,  Disp.  7'— 9\  Venezia  1871— 

72;  8«. 
Landbote,  Der  steirische,  5.  Jahrgang,  Nr.  21.  Graz,  1872;  4o. 
Mittheilungen    aus    J.    Perthes'   geographischer  Anstalt. 

18.  Band,  1872,  Heft  IX.  Gotha;  4^ 

—  des  k.k.  techn.  &  administr.  Militär-Comit6.  Jahrgang  1872, 
7— 10.  Heft.  Wien;  8^. 

—  Mineralogische,  gesammelt   von   G.   Tschermak.  Jahr- 
gang 1872,  Heft  2.  Wien;  kl.  4^ 

Nature.  Nr.  154,  Vol.  VL  London,  1872;  4^ 
Observations,  Astronomical  and  Meteorological,  made  at  the 

United  States  Naval  Observatory  during  the  Year  1869. 

Washington,  1872;  4^.  Nebst  Appendix  I  &  H.  Washington, 

1870  &  1872;  4^ 
Repertorium  für  Experimental-Physik  etc.  von  Ph.   CarL 

Vm.  Band,  2.  Heft.  München,  1872;  8o. 
Report    of  the   Superintendent  of  the  U.  St.  Coast  Survey, 

during  the  Year  1868.  Washington,  1871 ;  4P. 
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Beport  of  the  Commissioner  of  Agriculture  for  the  Year  1870. 

Washington,  1871;  8^ 
Reports,  Monthly,  of  the  Department  of  Agriculture  for  the 

Year  1871.  Washington,  1872;  8^ 
„Revue  poUtique  et  litt^raire"  et  ^La  Revue  seientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger.«  !!"•  Annie.  2*  S^rie.  Nn  15.  Paris 

&Bruxelles,  1872;  4«. 
Smithsonian  Institution:  Annual  Report,  for  the  Year  1870. 

Washington,  1871;  8^ 
Soci6t6  Botanique  de  France:  Bulletin.  Tome  XVII*  a870). 

Comptes  rendus  4;  Tome  XVIII'  (1871),  Revue  bibliogra- 

phique  E.  Paris ;  8^ 

—  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux:  M^mobes. 
Tome  Vni,  3,7  cahier.  Paris  &  Bordeaux,  1872;  8o. 

—  Entomologique  de  France :  Annales.  V*  Srfrie,  Tome  I*.  Paris, 
1871 ;  8«. 

—  Malacologique  de  Belgiq^e:  Bulletin.  Tome  VII.  Annöe  1872. 
Pag.  I— LXXXn.;8^. 

—  Giologique  de  France:  Bulletin.  2*  S6rie,  Tome  XXVm. 
1871,  Nr.  4.  Paris  ;8^ 

Society,  The  Royal,  of  London:  Philosophical  Transactions. 
For  the  Year  1870.  Vol.  160,  Part  H;  For  the  Year  1871. 
Vol.  161,  Part  I.  London;  4«.  •—  Proceedings.  Vol.  XIX. 
Nrs.  124—129.  London,  1871;  8^.  —  List  ofMembers  1870. 
—  Catalogue  of  Scientific  Papers  (1800  —  1863.)  Vol.  V. 
London,  1871 ;  4o. 

—  The  Chemical,  of  London:  Journal.  N.  S.  Vol.  IX,  August— 
December,  1§71;  Vol.  X,  January,  May — July,  1872»  Lon- 
don; 8«. 

Verein,  Naturwissenschaftlicher,  zu  Bremen:  Abhandlungen, 
in.  Band,  1.  &  2.  Heft.  Bremen,  1872;  8^ 

Vierteljahresschrift,  österr.,  für  wissenschaftl.  Veterinär- 
kunde. XXXVn.  Band,  2.  Heft.  Wien,  1872;  8^ 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXH.  Jahrgang,  Nr.  41.  Wien, 
1872;  40. 

Zeitschrift  des  österr.  Ingenieur-  &  Architekten -Vereins. 
XXIV.  Jahrgang,  13.  Heft.  Wien,  1872;  4«. 
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Ober  die  stroboskopische  Bestimmung  der  Tonhöhe. 

Von  £•  JäMth. 

(Hit  zwei  Holzschnitten.) 

Schon  der  Erfinder  der  stroboskopischen  Methode,  Pla- 
teau^, gibt  ein  Verfahren  und  eine  Formel  an  zur  Bestimmung 
der  Schwingungszahl  der  stroboskopisch  beobachteten  tönenden 


«  Bullet,  de  V  Acadömie  Belgique  III.  p.  364  (1836).  Vergl.  auch 
meine  Schrift:  „Optisch-akustiache  Versuche.  Die  spectrale  und  strobo- 
skopische Untersuchung  tönender  Körper.«  Prag.  Calve  1872.  S.  69.  — 
Ich  habe  in  Bezug  auf  die  historische  Exposition  in  dieser  Schrift  eine 
Beriichtigung  hinzuzufügen.  Es  heisst  daselbst  S.  69:  „yfiM  man  ältere 
Methoden,  welche  auf  Proceduren  beruhen,  die  der  stroboskopischen  blos 
ähnlich  sind,  übergehen,  so  muss  man  sagen,  dass  der  erste  präcise  und 
klare  Vorschlag,  die  stroboskopische  Scheibe  zur  Untersuchung  rascher 
periodischer  Bewegungen  zu  benützen,  von  Plateau  herrührt.«  Ich  bin 
nun  zu  diesem  Passus  hauptsächlich  durch  den  Umstand  veranlasst  worden, 
daas  Savart  (Ann,  de  Chim.  (1833).  T.  53,  p.  349)  bei  Beschreibung  seines 
quergestreiften  Bandes,  welches  er  zur  Untersuchung  der  Wasserstrahlen 
anwendet,  keine  Vorarbeiter  anführt.  Neuerdings  habe  ich  mich  aber  über- 
zeugty  dass  die  Sache  doch  anders  steht. 

Die  erste  Besprechung  der  Radspeichencurven  durch  Böget  (Phi- 
losoph. Transactions  1825)  abgerechnet,  verdanken  wir  die  erste  genaue 
Untersuchung  der  Badspeichencurven  und  der  verwandten  Erscheinungen, 
also  aUes  dessen,  was  zur  stroboskopischen  Methode  führen  konnte  und 
mnsste,  Plateau;  so  dass  also  auch  in  Bezug  auf  das  von  Savart  an- 
gewandte Princip  und  die  Faradey^schen  Beobachtungen  über  Zahnräder, 
Plateau  die  Priorität  zukommt.  Vergl.  Ann.  de  Chim.  (1831).  T.  48.  — 
Die  Abhandlungen  von  Plateau  über  die  betreffenden  Oegenstände  be- 
finden sich:  Correspondance  mathömatique  etc.  par  Quo  tele  1 1828,  p.  393 
nnd  1839,  p.  121.  —  Dissert.  sur  quelques  propriötös  des  impressions  pro- 
duites  par  la  lumiöre  sur  l'organe  de  la  vue.  Ldöge  1829. 
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Körper.  Auch  Doppler*,  der  einige  Jahre  später  die  strobosko- 
pische  Methode  wieder  zur  Sprache  bringt,  weist  auf  die  Bestim- 
mung der  Schwingungszahlen  durch  dieselbe  hin.  Endlich  hat 
in  neuester  Zeit  v.  Obermayer^  derartige  Versuche  wirklich 
ausgeführt  mit  Hilfe  eines  Elektromotors,  der  mit  einem  Zählwerk 
und  zur  Regulirung  mit  einem  Quecksilberagometer  versehen 
war,  auf  welchen  überdies  verschiedene  durchlöcherte  Scheiben 
aufgesetzt  werden  konnten. 

Ob  die  stroboskopische  Bestimmung  der  Schwingungszahl 
einer  grösseren  oder  auch  nur  derselben  Genauigkeit  fähig  sei, 
wie  eine  directe  Bestimmung,  namentlich  wenn  man  das  Ver- 
fahren der  obigen  Autoren  anwendet,  muss  ich  vorläufig  dahin- 
gestellt sein  lassen.  Es  wird  erlaubt  sein,  daran  zu  zweifeln, 
wenn  man  bedenkt,  dass  man  bei  der  Geschwindigkeitsmessnng 
des  stroboskopischen  Apparates  dieselben  Schwierigkeiten  zu 
überwinden  hat,  welchen  die  directe  Bestimmung  unterliegt. 

Mir  scheint  der  grosse  Vortheil,  welchen  die  stroboskopische 
Bestimmung  bietet,  in  einem  ganz  anderen  Umstände  zu  liegen. 
Diese  Bestimmung  kann  nämlich  äusserst  rasch  vorgenommen 
werden.  Freilich  muss  man  dann  dem  Apparate  eine  andere  Ein- 
richtung geben,  als  dies  bisher  gebräuchlich  war. 

Ich  will  diese  Einrichtung  hier  kurz  beschreiben.  Ich  verfiel 
auf  dieselbe,  als  ich  mit  Herrn  Dr.  Kessel  Versuche  über  die 
Schwingungen  des  lebenden  menschlichen  Ohres  ausführte,  bei 
welchen  es  sich  darum  handelte,  rasch  grosse  Tonreihen  mit  der 
Sirene  durchzunehmen  und  die  gewissen  Schwingungszahlen  ent- 
sprechenden Schwingungsmaxima  des  Ohres  aufzusuchen. 

Bei  diesen  schleifenden  Tönen  ist  natürlich  das  Zählwerk 
der  Sirene  unbrauchbar.  Der  erste  vorläufige  Versuch  mit  einem 
Budimente  des  zu  beschreibenden  Apparates  wurde  schon  zn 
Anfang  des  Jahres  1871  angestellt. 

Stellen  wir  uns  (Fig.  1)  auf  einem  ebenen  Blatte  eine  un- 
begrenzte Gerade  AA  vor,  welche  in  gleiche  Theile  getheilt  ist. 


1  Abbandl.  d.  köD.  böhm.  Gesellschaft  V.  Folge.  3.  Bd.  S.  779  (1845) 
und  Optisch-akustische  Versncbe.  S.  72. 

a  Sitzb.  d.  Wien.  Akad.  Bd.  63.  S.  249  (1871). 
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Von  0  aus  ziehen  wir  durch  die  Theilungspunkte  scharf  mar- 
kirte  Strahlen.  Diese  Strahlen  theilen  dann  jede  zu  ÄA  parallele 
Gerade  AA  ebenfalls  in  gleiche  Theile,  deren  Or(5sse  von  dem 
Abstände  von^'^'  und  0 
abhängt.  Denken  wir 
uns  nun  die  ganze  Ebene 
mit  solchen  Strahlen  er- 
füllt und  dann  nach  der 
Bichtung  AA  mit  einer 
solchen  constanten  Ge- 
schwindigkeit bewegt, , 
dass  fUr  das  ruhende 
einen  Punkt  if  in  ^  fixi- 
rende  Auge  n  Strahlen  in 
der  Secunde  vorbeige- 
hen ;  so  passirt  das  Auge, 
wenn  wir  die  Zahl  der  in  der  Secunde  vorbeigehenden  Streifen 
als  Schwingungszahl  aufpassen,  alle  Schwingnngszahlen  von  n 
bis  ooy  sobald  sich  sein  Fixationspunkt  von  M  bis  0  bewegt. 
Man  könnte  also  auf  MO  einfach  eine  Scale  der  Schwingungs- 
zahlen auftragen. 

Eine  solche  Scale  wäre  aber  unbrauchbar,  weil  die  Schwin- 
gungszahlen mit  wachsender  Höhe  rasch  in  ununterscheidbar 
kleine  Entfernungen  zusammenrücken  würden.  Dieser  Übelstand 
lässt  sich  jedoch  leicht  vermeiden.  Wollte  man,  dass  gleiche  mu- 
sikalische Intervalle  sich  auch  als  gleiche  Schritte  auf  MO  mar- 
kiren,  so  mtlssten  die  Logarithmen  der  Schwingungszahlen  auf 
der  Scale  MO  proportional  den  Entfernungen  der  betreflfenden 
Punkte  von  M  (gegen  0  hin  gerechnet)  sein.  Nennen  wir  also 
letztere  Entfernung  x,  so  hätten  wir  log  n  =  Aa?,  wobei  k  con- 
stant.  Nehmen  wir  MO  als  X-Axe  und  AA  als  F-Axe.  Legen  wir 
femer  durch  die  Theilungspunkte  von  AA  Curven,  welche  jede 
zu  AA  parallele  an  MO  das  StUck  MN=  x  abschneidende  Gerade 
A'A  in  gleiche  Abschnitte  von  der  Grösse  y  theilen;  so  ist  die 

Schwingungszahl  in  der  Entfernung  x  von  M  n=^  —,  wenn  a 

y 

die  Länge  eines  Theiles  von  AA  ist  und  die  Schwingungszahl 
för  AA=^1  gesetzt  wird.  Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 
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die  Gleichung  der  an  MO  zunächst  liegenden  Curve  y  =  ±11^-**. 
Die  übrigen  Curven  haben  dann  die  Gleichungen  y  =  ±2a^-**, 
g  =  ±3atf-**  u.  8.  w. 

In  der  Praxis  gestaltet  sich  die  Sache  einfacher.  Man  wird 
zufrieden  sein,  wenn  alle  Octavenschritte  auf  MO  sich  als  gleiche 

Distanzen  markiren.  Man  zieht 
die  parallelen  gleich  abstehen- 
den Geraden  AÄ'A"  . . .  und 
senkrecht  hindurch  den  Strahl 
MM"'.  Man  theilt  A  in  gleiche 
Theile  und  legt  durch  die 
Theilungspunkte  Strahlen, 
welche  sich  inilf 'treflTen,  zieht 
dieselben  aber  blos  bis  A  aus. 
Von  da  zieht  man  die  Strahlen 
sämmtlich  weiter  nach  dem 
Scheitel  M'",  indem  man  sozusagen  das  Strahlenbttschel  knickt. 
Die  bis  A"  ausgezogenen  Strahlen  setzt  man  nun  nach  dem 
Scheitel  M^  fort  u.  s.  w.  Die  Schwingungszahl  wächst  dann 
sichtlich  von  A  bis  A'  um  eine  Octave,  ebenso  von  A'  bis  A" 
u.  s.  f. 

Streng  genommen  mttsste  man  nun  diese  Construction^  da- 
mit sie  bewegt  denselben  optischen  Eindruck  hervorruft,  wie  eine 
Beihe  Körper  von  allmälig  wachsender  Schwingungszahl,  auf 
einem  unendlichen  Blatte  ausfuhren.  Allein  da  periodisch  wech- 
selnde Lichteindrücke  schon  in  einer  massigen  Zeit  einen  blei- 
benden Eindruck  hervorbringen  und  da  anderseits  dieser  Ein- 
druck eine  gewisse  Zeit  nicht  überdauert,  so  genügt  schon  ein 
Blatt  von  sehr  massiger  Ausdehnung. 

Man  begrenzt  das  Blatt  durch  zwei  zu  A  und  durch  zwei  zu 
MM"'  parallele  Schnitte  und  bildet  daraus  die  Mantelfläche  eines 
Cylmders  in  der  Weise,  dass  Jfilf '  zur  Axe  des  Cylinders  parallel 
bleibt. 

Mein  Apparat  trägt  einen  mit  constanter  Geschwindigkeit 
rotirenden  Cylinder,  welcher  drei  Umdrehungen  in  der  Secunde 
macht  und  der  in  ftlnf  Octaven  getheilt  ist.  An  einem  Ende  des 
Cylinders  beginnen  10  Streifen,  welche  gegen  das  andere  Ende 
zu  immer  zahlreicher  und  dichter  werden,  so  dass  dieses  letztere 
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320  Streifen  trägt.  Auf  dem  Cylinder  sind  also  alle  Schwingungs- 
zahlen von  30 — 60  vertreten. 

Bringen  wir  nun  an  der  Axe  einer  Sirene  eine  Scheibe  mit 
äquidistanten  radialen  Spalten  von  derselben  Zahl  an  wie  die 
Löcher  der  Tonscheibe  und  betrachten  durch  dieselbe,  während 
der  Ton  der  Sirene  langsam  in  die  Höhe  zieht  ^  unsem  roti- 
renden  Cylinder.  Vermöge  des  stroboskopischen  Priucipes  sehen 
wir  die  Streifen  dort  einfach  und  ruhige  wo  sie  in  der  Secunde 
in  gleicher  Anzahl  am  Auge  vorbeigehen  wie  die  Spalten  der 
Scheibe.  Haben  wir  also  an  den  Cylinder  eine  Schwingungs- 
zahlen-Scale  angelegt;  so  können  wir  leicht  an  der  Stelle^ 
welche  dem  ruhig  und  scharf  erscheinenden  Ring  des  Cy- 
linders  entspricht,  die  momentane  Schwingungszahl  der 
Sirene  einfach  ablesen. 

Aus  der  Endlichkeit  des  Cylinderumfanges  erwächst  eine 
kleine  Störung,  die  jedoch  nicht  viel  zu  bedeuten  hat.  Wo  näm- 
lich die  Streifendistanz  nicht  genau  in  dem  Umfange  des  Cylin- 
ders  aufgeht,  und  dies  ist  an  den  meisten  Stellen  der  Fall,  da 
stimmt  das  stroboskopische  Bild  bei  der  zweiten  Umdrehung  des 
Cylinders  nicht  mehr  mitj  jenem  bei  der  ersten.  Ein  Dritttheil 
einer  Secunde  genügt  aber  vollständig  zur  Befestigung  des 
stroboskopischen  Eindruckes  und  man  wird  daher  blos  drei- 
mal in  der  Secunde  das  stroboskopische  Bild  einen  leichten 
Bück  machen  sehen,  was  die  Beobachtung  nicht  wesentlich 
stört.  Wären  die  Streifen  Schlitze  des  Cylindermantels,  die 
man  anblasen  könnte  (und  in  der  That  liesse  sich  eine  solche 
Scalensirene  construiren),  so  würden  sich  diese  Stösse  als  eine 
leichte  Bauhigkeit  des  Tones  bemerkbar  machen.  Optisch  sind 
sie  noch  unschädlicher. 

Wo  die  vorbeigehende  Streifenzahl  der  vorbeigehenden 
Spaltenzahl  gleich  ist,  erscheinen  die  Streifen  ruhig.  An  den  bei- 
den benachbarten  Stellen  ist  aber  einerseits  die  Streifenzahl 
kleiner,  anderseits  grösser.  Wo  die  Streifenzahl  grösser  ist^ 
scheinen  die  Streifen  im  Umdrehungssinn,  wo  sie  kleiner  ist,  hin- 
gegen umgekehrt  zu  laufen.  Daraus  geht  aber  hervor,  wie  es 
auch  der  Versuch  lehrt,  dass  man  kurze  Streifenstücke  mit  ver- 
wachsenen Enden  sehen  wird,  welche  sich  um  die  ruhig  erschei- 
nenden Stellen  drehen  werden. 
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Man  sieht  natürlich  nicht  nur  jene  Cyliuderstelle  einfach  and 
ruhig,  welche  der  Schwingungszahl  der  Sirene  entspricht,  son- 
dern auch  alle  jene  Cylinderstellen,  welche  den  harmonischen 
Obertönen  der  Sirene  entsprechen.  An  allen  diesen  Stellen  er- 
scheinen die  Streifen  einfach,  ruhig,  und  in  voller  Schwärze. 
Man  bemerkt  leicht^  dass  unter  diesen  Stellen  diejenige,  welche 
die  kleinste  Schwingungszahl  angibt,  mit  der  Schwingungszahl 
der  Sirene  übereinstimmt. 

Ausserdem  erscheinen  noch  ruhig,  aber  nicht  mehr  einfach, 
alle  jene  Cylinderstellen,  welche  harmonische  Intervalle  zum 
Sirenenton  angeben,  unter  diesen  z.  B.  auch  die  harmonischen 
Untertöne.  Verhält  sich  die  Schwingungszahl  der  Cylinder- 
stelle  zu  jener  der  Sirene  wie  die  ganze  Zahl  p  zur  ganzen  ZolU 
qj  so  erscheint  diese  Stelle  ruhig  und  ^-fach  ^  —  Solche  Stellen 
unterscheiden  sich  von  den  frUher  erwähnten  durch  die  viel 
grössere  Blässe  der  Streifen. 

Die  den  aufgezählten  Cylinderstellen  benachbarten  erschei- 
nen leicht  flimmernd  und  die  übrigen  Cylindertheile  gleichförmig 
grau.  Man  bemerkt,  dass  unser  rotirender  Cylinder  durch  die 
optische  Scheibe  betrachtet,  eine  vollständige  Übersicht  aller 
möglichen  stroboskopischen  Erscheinungen  bietet. 

Es  handelt  sich  nun  um  das  Detail  des  Apparates.  Der 
Cylinder,  um  welchen  das  gestreifte  Papier  gelegt  wird,  trägt  an 
seiner  Axe  eine  kleine  Rolle  mit  einem  gerieften  Schnurlauf 
Diese  Rolle  ist  mit  einer  grösseren,  an  deren  Welle  das  Gewicht 
wirkt,  durch  eine  Schnur  verbunden.  Das  Gewicht  wirkt  mittelst 
einer  endlosen  Schnur,  wie  dies  an  vielen  Uhrwerken  und  na- 
mentlich an  den  durch  Gewichte  getriebenen  Morse 'sehen 
Schreibapparaten  gebräuchlich  ist.  Diese  Schnur  ist  durch  ein 
kleines  Gegengewicht  belastet  und  geht  über  ein  mit  einer 
Kurbel  und  einseitig  wirkenden  Sperrzähnen  versehenes  Rad, 
so  dass  der  Apparat,  ohne  den  Gang  aufzuhalten,  aufgezogen 
werden  kann.  Der  Cylinder  treibt  mit  Hilfe  eines  Zahnrades, 
der  Gleichmässigkeit  des  Ganges  wegen,  noch  rasch  laufende 
Windflügel. 


*  Optisch-akustische  Versuche.  S.  68. 
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Der  Apparat  läuft  sehr  gleichmässig.  Man  überzeugt  sich 
hievon  z.  B.,  wenn  man  im  dunklen  Zimmer  den  rotirenden  Cy- 
linder  mit  Sonnenlicht  durch  die  Lichtunterbrechungsgabel  ^  be- 
leuchtet. Jede  Ungleichmässigkeit  muss  sich  durch  ein  Schwan- 
ken der  ruhig  erscheinenden  Streifenringe  nach  der  Axenrich- 
tung  des  Cylinders  verrathen.  Ein  solches  Schwanken  tritt 
nicht  ein. 

Man  sieht  leicht,  dass  der  Apparat  sich  auch  für  genauere 
Bestimmungen  eignet ,  wenn  man  neben  dem  Papiermantel  von 
fünf  Octaven  noch  fünf  andere  Papiermäntel  zum  Aufschieben 
vorräthig  hält,  von  welchen  jeder  auf  die  ganze  Länge  des 
Cylinders  nur  eine  Octave  enthält  und  also  zur  genaueren 
Bestimmung  der  vorläufig  ermittelten  Schwingungszahl  dienen 
kann. 

Offenbar  kann  man  nicht  folos  die  Schwingungszahl  einer 
Sirene,  sondern  auch  jene  eines  andern  tönenden  Körpers  mit 
unserem  Apparat  bestimmen.  Stellen  wir  eine  Saite  auf  einem 
durchbrochenen  Monochord  so,  dass  sie  senkrecht  zur  Axe  des 
Cylinders  läuft,  so  erscheinen  sofort  einfache  Zacken  im 
Schwingungsfeld,  wenn  man  die  gestrichene  Saite  mit  der  Cylin- 
derstelle  von  gleicher  Schwingungszahl  optisch  deckt.  Eine  ähn- 
liche Erscheinung  präsentirt  sich,  wenn  man  ein  Spiegelsplitter- 
chen  (versilbertes  Mikroskopdeckglas)  an  eine  Stimmgabelzinke 
klebt  und  in  dem  schwingenden  Spiegelchen  den  Cylinder  be- 
trachtet, wobei  aber  die  Gabel  so  zu  halten  ist,  dass  die  schein- 
bare Schwingung  des  Cylinders  nach  seiner  Axenrichtung  statt- 
findet. Auch  hier  zeigen  sich  charakteristische  Figuren  an  der 
der  Schwingungszahl  entsprechenden  Stelle.  Einfach  ist  ferner 
die  Schwingungszahl  eines  Körpers,  z.  B.  einer  Pfeife,  mit  Hilfe 
eines  König'schen  Brenners  von  kleiner  Flamme  zu  ermitteln. 
Man  beleuchtet  mit  demselben  im  dunklen  Zimmer  den  Cylinder 
und  liest  an  der  tiefsten  einfach,  ruhig  und  vollkommen  scharf 
erscheinenden  Stelle  die  Schwingungszahl  ab. 

Ich  glaube ,  obwohl  ich  es  noch  nicht  versucht  habe,  dass 
der  Apparat  noch  eine  Art  Umkehrung  verträgt.  Man  wird  die 


1  Optisch-akustische  Versuche.  S.  83. 
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Streifenconstruction  von  dem  Cylinder  auf  eine  Scheibe  über- 
tragen  können.  Denkt  man  sich  nun  statt  der  Streifen  aof  der 
Scheibe  Schlitze,  oder  anf  einer  sonst  mit  Tusche  Überzogenen 
Glasscheibe  freie  Stellen,  so  hat  man  an  einer  solchen  constant 
rotirenden  Scheibe  eine  stroboskopische  Scale.  Man  kann  dnrch 
dieselbe  die  schwingenden  EOrper  direct  beobachten  nnd  fOr  die 
ruhig  erscheinenden  die  Schwingungszahl  ablesen. 

Auf  neue  optische  Spielzeuge;  welche  sich  hierauf  grttnden 
liessen,  will  ich  hier  nicht  eingehen. 
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Weitere  Studien  üher  das  Wärmegleichgewicht  unter  (ias- 

molekülen. 

Von  Liidwijiir  Boltzuiimu  in  Graz. 

(Mit  i  Hotzsrhnittau.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  10.  October  1872.) 

Die  mechanische  Wännetheorie  setzt  voraus ,  das»  sich  die 
Moleküle  der  Gase  keineswegs  in  Ruhe,  sondern  in  der  lebhaf- 
testen Bewegung  befinden.  Wenn  daher  anoh  der  Körper  seinen 
Znstand  gar  nicht  verändert,  so  wird  doch  jedes  einzelne  seiner 
Moleküle  seinen  Bewegnngszustand  beständig  verändern ,  und 
ebenso  werden  sich  die  verschiedenen  Moleküle  gleichzeitig 
neben  einander  in  den  verschiedensten  Zuständen  befinden. 
Lediglich  dem  Umstände,  dass  selbst  die  regellosesten  Vor- 
gänge, wenn  sie  unter  denselben  Verhältnissen  vor  sich  gelien, 
floch  jedesmal  dieselben  Durchschnittswerthe  liefern,  ist  es  zu- 
zuschreiben ,  dass  wir  auch  im  Verhalten  wanner  Körper  ganz 
bestimmte  Gesetze  wahrnehmen.  Denn  die  Moleküle  der  Körper 
sind  ja  so  zahlreich  und  ihre  Bewegungen  so  rasch,  dass  uns  nie 
etwas  anderes,  als  jene  Durchschnittswerthe  wahrnehmbar  wird. 
Man  möchte  die  Regelmässigkeit  jener  Durchschnittswerthe  mit 
tler  bewunderungswürdigen  Constanz  der  von  der  Statistik 
la^elieferten  Durchschnittszahlen  vergleichen,  welche  ja  auch  aus 
Vorgängen  abgeleitet  sind ,  von  denen  jeder  einzelne  durch  ein 
ganz  unberechenbares  Zusammenwirken  der  mannigfaltigsten 
äusseren  Umstände  bedingt  ist.  Die  Moleküle  sind  gleichsam 
eben  so  viele  Individuen ,  welche  die  verschiedensten  Bewe- 
gtmgsznstände  haben,  und  nur  dadurch,  dass  die  Anzahl  der- 
jenigen ,  welche  durchschnittlich  einen  gewissen  Bewegungs- 
znstand haben ,  constant  ist ,  bleiben  die  Eigenschaften  des 
Ga«e8  unverändert.  Die  Bestinmiung  von  Durchschnittswerthen 
int  Aufgabe  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Die  Probleme 
der  mechanischen  Wärmetheorie  sind  daher  Probleme  dtr  Wahr- 

Sltxl».  d.  riiÄthcm.-iiÄturw.  CK  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  1^ 


•  Digitizedby  VjOOQIC 


276  B  o  1 1  z  m  a  D  D. 

scheinlichkeitsrechnung.  Es  wäre  aber  ein  Irrthum ,  zu  glauben, 
dass  der  Wämetheorie  deshalb  eine  Unsicherheit  anhafte ,  weil 
daselbst  die  Lehrsätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  An- 
wendung kommen.  Man  verwechsle  nicht  einen  unvollständig 
bewiesenen  Satz,  dessen  Richtigkeit  in  Folge  dessen  problema- 
tisch ist ,  mit  einem  vollständig  erwiesenen  Satze  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung;  letzterer  stellt,  wie  das  Resultat  je- 
des anderen  Calcüls,  eine  nothwendige  Consequenz  gewisser 
Prämissen  dar ,  und  bestätigt  sich ,  sobald  diese  richtig  sind, 
ebenso  in  der  Erfahrung,  wenn  nur  genügend  viele  Fälle  der 
Beobachtung  unterzogen  werden ,  was  bei  der  enormen  An- 
zahl der  KörpermolekUle  in  der  Wärmetheorie  immer  der  Fall 
ist.  Nur  scheint  es  hier  doppelt  geboten,  bei  den  Schlüssen  mit 
der  grössten  Strenge  zu  verfahren.  Will  man  daher  nicht  blos 
beiläufige  Werthe  der  in  der  Gastheorie  vorkommenden  Grössen 
muthmassen ,  sondern  eine  exacte  Theorie  derselben  in  Angriff 
nehmen ,  so  muss  vor  allem  die  Wahrscheinlichkeit  der  ver- 
schiedenen Zustände  bestimmt  werden,  welche  an  einem  und 
demselben  Moleküle  im  Verlaufe  einer  sehr  langen  Zeit  und  an 
den  verschiedenen  Molekfflen  gleichzeitig  vorkommen,  d.  h.  es 
muss  berechnet  werden ,  wie  sich  die  Zahl  jener  Moleküle, 
deren  Zustand  zwischen  gewissen  Grenzen  liegt ,  zur  Gesammt- 
anzahl der  Moleküle  verhält.  Es  wurde  dieses  Problem  bereits 
von  Maxwell  und  mir  in  verschiedenen  Abhandlungen  behan- 
delt, ohne  dass  jedoch  bis  jetzt  eine  vollständige  Lösung  gelun- 
gen  wäre.  In  der  That  scheint  dieselbe  namentlich  in  dem  Falle, 
wo  jedes  Molekül  wieder  aus  mehreren  materiellen  Punkten 
(den  Atomen)  besteht,  sehr  schwierig,  da  man  die  Bewegungs- 
gleichungen  bereits  ftir  einen  Complex  von  drei  Atomen  nicht 
mehr  zu  integriren  vermag.  Allein  bei  näherer  Betrachtung  er- 
weist es  sich  als  doch  nicht  so  unwahrscheinlich,  dass  sich  jene 
Wahi*scheinlichkeit  aus  den  blossen  Bewegnngsgleichungen 
ohne  deren  Integration  wird  ableiten  lassen.  Denn  die  zahl- 
reichen einfachen  Gesetze  über  das  Verhalten  der  Gase  zeigen, 
dass  der  Ausdruck  für  jene  Wahrscheinlichkeit  gewisse  allge- 
meine, von  der'speciellen  Natur  der  Gase  unabhängige  Eigen- 
schaften besitzen  muss,  und  gerade  derartige  allgemeine 
Gesetze  lassen  sich  nielit  selten  schon  aus  den  blossen  Bewe- 
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gungsgleichuBgen  ableiten  ,  ohne  dasB  deren  Integration  dazu 
erforderlich  wäre.  In  der  That  gelang  es  mir,  das  Problem  für 
Gasmolekttle,  die  aus  beliebig  vielen  Atomen  bestehen,  der 
Lösung  zuzuführen.  Ich  will  jedoch  hier,  der  besseren  Übersicht 
halber ,  zunächst  den  einfachsten  Fall  behandeln ,  dass  jedes 
Molekttl  ein  einzelner  materieller  Punkt  ist.  Hieran  schliesse  ich 
dann  erst  den  allgemeinen ,  in  dem  übrigens  die  Durchführung 
der  Rechnung  im  Wesen  ganz  dieselbe  ist. 

I.  Betraehtnng  einatomiger  Gasmolektlle. 

Sei  irgend  ein  Raum  mit  sehr  vielen  Gasmolekttlen   er- 
fllUt,  deren  jedes    ein  einfacher  materieller  Punkt  ist.   Jede 
Molekül  fliege  während  des  grössten  Theiles  der  Zeit  gerad- 
linig mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fort.  Nur  wenn  sich 
zwei  Moleküle  zufällig  sehr  nahe  kommen,  beginnen  sie  auf 
einander  einzuwirken.    Ich  nenne   diesen  Vorgang,   während 
dessen  zwei  Moleküle  auf  einander  einwirken,  einen  Zusammen- 
8toss  der  beiden  Moleküle,  ohne  dass  jedoch  dabei  an  einen 
Stoss  elastischer  Körper  zu  denken  ist ;   die  wähfend  des  Zu- 
Bammenstosses  wirksamen  Kräfte  können  vielmehr  ganz  belie- 
big sein.   Selbst  wenn  zu  Anfang  der  Zeit  alle  Moleküle  die- 
selbe Geschwindigkeit  besessen  hätten,  würden  sie  dieselbe  im 
Verlaufe  der  Zeit  nicht  immer  beibehalten.  In  Folge  der  Zusam- 
menstösse  werden  vielmehr  einige  Moleküle  grössere ,  andere 
kleinere  Geschwindigkeiten  annehmen ,   bis  sich  'endlich  eine 
solche  Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  unter  den  Molekülen 
hergestellt  hat,  dass  dieselbe  durch  die  Zusammenstösse  nicht 
weiter  verändert  wird.  Bei  dieser  schliesslich  sich  herstellenden 
Geschwindigkeitsvertheilung  werden  im  Allgemeinen  alle  mög- 
lichen Geschwindigkeiten  von  Null  bis  zu  einer  sehr  grossen 
Oeschwindigkeit  vorkommen.    Die  Zahl  der  Moleküle,  deren 
Oesch windigkeit  zwischen  v  und  v-^dv  liegt,  wollen  wir  mit 
F{v)dv  bezeichnen.  Dann  bestimmt  uns  also  die  Function  F  die 
Geschwindigkeitsvertheilung  vollständig.  Für  den  Fall  einato- 
miger Moleküle,  den  wir  jetzt  betrachten,  fand  bereits  Max- 
well f}\x  F\v)  den  Werth  ^r*e~^,  wobeie  und  5  Constanten 
sind ,  so  dass  also  die  Wahrscheinlichkeit  der  verschiedenen 
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Geschwindigkeiten  dnreh  eine  ähnliche  Formel  gegeben  wird, 
wie  die  Wahrscheinlichkeit  der  verschiedenen  Beobachtungs- 
fehler  in  der  Theorie  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Der 
erste  Beweis  jedodi,  den  Maxwell  für  diese  Formel  gab,  wird 
von  ihm  selbst  als  unrichtig  bezeichnet.  Später  gab  er  z^var 
einen  sehr  eleganten  Beweis  dafttr,  dass,  wenn  man  die  obige 
Geschwindigkeitsvertheilung  einmal  unter  den  GlasmolekUlen 
hergestellt  hat,  dieselbe  in  der  That  durch  die  Zusammen stösse 
nicht  weiter  verändert  «wird.  Er  sucht  auch  zix  beweisen ,  dass 
es  die  einzige  Geschwindigkeitsvertheilung  von  der  betrachteten 
Eigenschaft  ist.  Allein  der  letztere  Beweis  scheint  mir  wieder 
Fehlschlüsse  zu  enthalten  \   Es  ist  somit  noch  nicht  bewiesen, 


1  Erstlich  sollte  Maxwell  eigeDtlich  beweieeu,  dass  cbeu  so  oft 
ein  Paar  von  Molekülen  ihre  Geschwindigkeit  von  OA,  OB  in  0A\  OB" 
verwandeln,  wie  umgekehrt,  während  er  thatsächlich  nur  davon  spricht, 
dass  ein  Molekül  eben  so  oft  seine  Geschwindigkeit  von  OA  in  0A\  als 
von  OA'  in  OA  verwandelt;  dann  behauptet  Maxwell,  dass«,  wenn  die 
Geschwindigkeit  OA  öfter  in  OA'  als  umgekehrt  übergehe,  um  ebenso- 
viel öfter  die«Gesch>vindigkeit  OA'  in  OA"  als  umgekehit  übergehen 
müsse,  weil  sonst  die  Anzahl  der  Moleküle  mit  der  Geschwindigkeit  OA' 
nicht  constant  bleiben  könnte,  welcher  Schluss  nur  erlaubt  wäre,  wenn 
die  Geschwindigkeit  OA'  in  gar  keine  andere,  als  OA  und  OA"  über- 
gehen könnte.  In  der  That  kann  nur  geschlossen  werden,  dass  eine 
oder  mehrere  Geschwindigkeiten  0A'\  OA"'...  existiren,  in  welche  die 
Geschwindigkeit  OA'  öfter  übergeht,  als  umgekehrt.  Um  endlich  zu  be- 
weisen, dass  es  nicht  möglich  sei,  dass  die  Geschwindigkeit  eines  Mole- 
küls öfter  von  OA  in  OA'  als  umgekehrt  übergehe,  sagt  Maxwell,' die- 
selbe müsste  sonst  eine  in  sich  zurücklaufende  Reihe  von  Geschwindig- 
keiten OAy  OA',  OA" .  ,,0A  lieber  in  der  einen ,  als  in  der  umgekehrten 
Ordnung  durchlaufen.  Dies  könne  aber  nicht  sein,  denn  es  Hesse  sich 
kein  Grund  angeben,  behauptet  er,  weshalb  das  Molekül  diesen  Cychis 
lieber  in  der  einen  als  in  der  anderen  Ordnung  durchlaufe.  Diese  letz- 
tere Behauptung  aber  scheint  mir  das  zu  beweisende  als  schon  bewie- 
sen anzunehmen.  Denn  nehmen  wir  bereits  als  bewiesen  an,  dass  sich 
die  Geschwindigkeit  eines  Moleküls  eben  so  oft  von  OA  in  0A\  wie  uai- 
gekehrt,  verwandelt,  dann  wäre  freilich  kein  Grund,  warum  es  diesen 
Cyclus  lieber  in  der  einen,  als  in  der  anderen  Ordnung  durchlaufe.  Neh> 
men  wir  dagegen  den  zu  beweisenden  Satz  noch  nicht  als  erwiesen  an, 
so  wäre  gerade  die  Thatsachc,  dass  sich  die  Geschwindigkeit  eines  Mo- 
leklUs  lieber  von  OA  in  OA',  als  umgekehrt,  Heber  von  OA'  m  0A'\  als 
von  OA"  in  OX  u.  s.  w.  verwandelt,  der  Grund,  weshalb  dasselbe  jene 
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dass,  wie  immer  der  Zustand  des  Gases  zu  Anfang  gewesen  sein 
mag ,  er  sieb  immer  dieser  von  Maxwell  gefundenen  Grenze 
nähern  mnss.  Es  könnte  sein ,  dass  es  ausser  dieser  noch  ver- 
schiedene andere  mögliche  Grenzen  gibt.  Dieser  Beweis  gelingt 
aber  leicht  mittelst  der  Auffassungsweise  des  Problems,  zu  deren 
Auseinandersetzung  ich  jetzt  schreiten  will ,  und  welche  zudem 
den  Vortheil  bietet,  dass  sie  sich  direct  auf  mehratomige  Mole- 
klile ,  also  auf  den  in  der  Natur  wahrscheinlich  allein  vorkom- 
menden Fall  übertragen  lässt. 

Ich  beginne  damit,  das  Problem  nochmals  genau  zu  defini- 
ren.  Gesetzt  also,  wir  hätten  irgend  einen  Raum  Ä,  in  demsel- 
ben befinden  sich  sehr  viele  GasmolekUle.  Jedes  Molekül  ist  ein 
einfacher  materieller  Punkt,  der  sich  in  der  bereits  geschilder- 
ten Weise  bewegt.  Während  des  grössten  Theiles  der  Zeit  fliegt 
er   geradlinig    mit   gleichförmiger   Geschwindigkeit   fort.     Nur 
wenn  sich  zwei  Moleküle  sehr  nahe  kommen ,  beginnen  sie  auf 
einander  zu  wirken.  Das  Wirkungsgesetz  der  Kräfte ,  die  wäh- 
rend eines  Zusammenstosses  wirksam  sind,  muss  uns  natürlich 
gegeben  sein.  Ich  will  aber  bezüglich  desselben  gar  keine  be- 
schränkende Annahme  machen.    Es   kann   uns   gegeben   sein, 
dass  zwei  Moleküle  wie  elastische  Kugeln  von  einander  abpral- 
len ;  es  kann  uns  auch  jedes  beliebige  andere  Wirkungsgesetz 
gegeben  sein.  Bezüglich  der  Gefässwände,  welche  das  Gas  um- 
Bchliessen,  will  ich  jedoch  voraussetzen,  dass  die  Moleküle  an 
denselben  wie  elastische  Kugeln  reflectirt  werden.  Es  würde  da 
auch  jedes  beliebige  Wirkungsgesetz  dieselben  Formeln  liefern. 
Aber  es  vereinfacht  die  Sache ,  wenn  wir  uns  über  das  Gefäss 
diese  specielle  Vorstellung  machen.    Wir  stellen  uns  nun  fol- 
gendes Problem:  Es  sei  zu  Anfang  der  Zeit  also  ftlr  ^=0, 
der   Ort ,   die  Geschwindigkeit   und  die  Geschwindigkeitsrich- 
tung  jedes  imserer  Moleküle  gegeben.   Es  wird  gefragt,  wel- 
ches ist  der  Ort ,   die  Geschwindigkeit  und  die  Geschwindig- 
keitsrichtung jedes  Moleküls    nach   Verlauf   einer    beliebigen 


Reihe  von  Geschwindigkeiten  lieber  in  der  Ordnung  OA,  OA'^  OA"  .  .  . 
OA,  als  in  der  umgekehrten  durchlaufen  würde.  Beide  Vorgänge  sind  ja 
nichts  weniger  als  identisch.  Es  kann  daher  auch  nicht  a  priori  auf  ihre 
gleiche  Wahrscheinlichkeit  geschloä:<en  werden. 
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Zeit  t.  Da  uns  die  Gestalt  des  Gefösses  Rj  sowie  das  Wir- 
kuDgsgesetz  der  während  der  Zusammenstösse  wirksamen  Kräfte 
gegeben  ist,  so  ist  dieses  Problem  natürlich  ein  vollständig 
bestimmtes.  Es  ist  jedoch  klar,  dass  es  in  dieser  Allge- 
meinheit nicht  vollständig  auflösbar  ist.  Die  Lösung  wird  aber 
eine  viel  leichtere ,  wenn  wir  an  die  Stelle  dieses  ganz  allge- 
meinen Problems  nur  ein  etwas  specielleres  setzen.  Nur  zwei 
ganz  in  der  Natur  der  Sache  liegende  Beschränkungen  wollen 
wir  da  hinzunehmen.  Es  ist  zunächst  klar ,  dass  nach  Verlauf 
einer  sehr  langen  Zeit  fttr  die  Geschwindigkeitsrichtung  eines 
Moleküls  jede  Richtung  im  Räume  gleich  wahrscheinlich  sein 
wird.  Handelt  es  sich  daher  blos  darum,  die  nach  langer  Zeit 
sich  herstellende  Geschwindigkeitsvertheilung  zu  finden ,  so 
können  wir  annehmen ,  dass  schon  zu  Anfang  jede  Gesebwin- 
digkeitsrichtung  gleich  wahrscheinlich  gewesen  sei.  Es  kann 
der  allgemeinste  Fall  auf  keine  anderen  schliesslichen  Zustands- 
vertheilungen  führen,  als  dieser  speciellere.  Dies  sei  die  erste 
Beschränkung,  welche  wir  machen  wollen.  Die  zweite  sei,  dass 
die  Geschwindigkeitsvertheilung  schon  zu  Anfang  der  Zeit  eine 
gleichförmige  gewesen  sei.  Ich  muss  da  zunächst  erklären,  was 
ich  unter  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeitsvertheilung  ver- 
stehe. Es  wird  fllr  die  Folge  besser  sein ,  statt  der  Geschwin- 
digkeit die  lebendige  Kraft  eines  Moleküls  einzuführen.  Thun 
wir  das  gleich  jetzt.  Es  sei  x  die  lebendige  Kraft  eines  unserer 

Gasmoleküle ,   so   dass  also  .f=-—   ist.   R  ist  der  gesammte 

Raum ,  in  dem  unser  Gas  eingeschlossen  ist.  Consfruiren  wir  in 
diesem  Räume  R  einen  kleineren  (r  will  ich  ihn  nennen)  ,  des- 
sen Gestalt  ganz  beliebig  ist ,  dessen  Volumen  aber  gleich  eins 
sein  soll.  Wir  setzen  voraus,  dass  im  Räume  r  noch  immer  sehr 
viele  Moleküle  sind,  dass  also  seine  Dimensionen  gross  gegen 
die  mittlere  Distanz  zweier  Nachbarmoleküle  sind,  worin  keine 
BeKcliiilukung  liegt,  da  wir  ja  die  Volumeinheit  so  gross  wählen 
kimneiu  als  wir  wollen.  Die  Anzahl  der  Moleküle  im  Räume  r, 
deren  lebendige  Kraft  zur  Zeit  t  zwischen  x  und  .r-h-rf,r  liegt, 
will  ich  mit  /(.r,  t)(Lv  bezeichnen.  Dieselbe  wird  im  Allgemei- 
nen davon  abhängen ,  wo  ich  den  Raum  r  im  Räume  R  con- 
iüf  rnire.  Kr  könnten  sich  z.  B.  rechts  im  Räume  R  die  schnelleren, 
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links  die  langsameren  Moleküle  befinden.  Dann  wtirde  die  An- 
zahl f{xy  t)dx  verschieden  aasfallen ,  je  nachdem  ich  den  Raum 
r  rechts  oder  links  im  Ranme  R  eonstmire.  Wenn  nun  dies 
nicht  der  Fall  ist,  wenn  die  Anzahl  f\xji)dx  zu  einer  gegebe- 
nen Zeit  vollkommen  gleich  ausfallt ,  wo  immer  ich  den  Raum  r 
im  Ranme  R  construiren  mag,  so  sage  ich,  die  Vertheilung  der 
lebendigen  Kraft  sei  zur  Zeit  t  eine  gleichförmige ,  d.  h.  also 
nichts  anderes,  als  die  Moleküle  mit  dei^  verschiedenen  leben- 
digen Kräften  sind  gleichförmig  unter  einander  gemischt.  Es 
sind  nicht  rechts  die  schnelleren  ,  links  die  langsameren  ,  oder 
umgekehrt.  Es  ist  da  wieder  klar,  dass  nach  Verlauf  einer  sehr 
langen  Zeit  die  Vertheilung  der  lebendigen  Kraft  eine  gleichför- 
mige wird ;  denn  dann  ist  ja  jeder  Ort  im  Gase  gleichberechtigt. 
Die  Wände  stören  nicht ,  da  an  ihnen  die  Moleküle  wie  ela- 
stische Kugeln  reflectirt  werden ;  also  gerade  so  von  ihnen  zu- 
rücktreten ,  als  ob  der  Raum  jenseits  der  Wände  von  gleich 
beschaffenem  Gase'  erfüllt  wäre.  Wir  können  daher  wieder  an- 
nehmen, dass  schon  zu  Anfang  der  Zeit  die  Gesehwindigkeits- 
vertheilung  eine  gleichförmige  war.  Dies,  sowie  die  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  jeder  Geschwindigkeitsrichtung  zu  Anfang 
der  Zeit  sind  die  beiden  beschränkenden  Annahmen ,  unter 
denen  wir  zunächst  das  Problem  behandeln  werden.  Es  ist  klar, 
dass  diese  beiden  Bedingungen  dann  auch  für  alle  folgende  Zeit 
erfüllt  sein  werden ,  dass  also  der  Zustand  des  Gases  zur  Zeit  / 
durch  die  Function  f{x^t)  vollständig  bestimmt  ist.  Gegeben  sei 
uns  der  Zustand  unseres  Gases  zu  Anfang  der  Zeit,  also  /(a*,0). 
Gefunden  soll  werden  der  Zustand  nach  Verlauf  einer  beliebigen 
Zeit  ty  also  /(.f,f).  Der  Weg,  den  wir  da  einschlagen  werden, 
ist  derselbe ,  den  man  in  ähnlichen  Fällen  immer  einschlägt. 
Wir  berechnen  zuerst,  um  wie  viel  sich  die  Function  /(.r,  t)  wäh- 
rend einer  sehr  kleinen  Zeit  t  verändert;  hiedureh  erhalten  wir 
zunächst  eine  partielle  Differentialgleichung  i\\x  f(.t%f)\  dieselbe 
mnss  dann  so  integrirt  werden,  dass  /*  för  ^  =  0  den  gegebenen 
Werth  fioTyO)  annimmt.  Wir  haben  also  jetzt  eine  doppelte  Auf- 
gabe vor  uns,  erstens  die  Aufstellung  der  partiellen  Differential- 
gleichung und  zweitens  deren  Integration.  Wenden  wir  uns 
zuerst  an  die  erste  Aufgabe.  f{iV,t)(Lv  ist  die  Zahl  der  Moleküle 
in  der  Volumeinheit,  deren  lebendige  Kraft  zur  Zeit  t  zwischen 
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a;  und  .r-j-^.r  liegt.  80  lange  ein  Molekül  mit  keinem  andern 
ziisaninienstösst ,  behält  es  seine  lebendige  Kraft  unverändert 
bei.  Würden  also  keine  Zusammenstösse  erfolgen ,  so  würde 
sich  die  Zahl  der  Moleküle  ^  deren  lebendige  Kraft  zwischen  .r 
und  ar-f-rfoT  liegt,  also  /(.r, ^)  gar  nicht  ändern;  diese  Function 
ändert  sich  blos  durch  die  Zusammenstösse.  Wollen  wir  daher 
die  Veränderung  dieser  Function  während  einer  sehr  kleinen 
Zeit  r  erfahren,  so  müssen  wir  die  Zusammenstösse  während 
dieser  Zeit  der  Betrachtung  unterziehen.  Betrachten  wir  einen 
Zusanimenstoss ,  vor  welchem  die  lebendige  Kraft  des  einen  der 
stossenden  Moleküle 

zwischen  ,v  und  .r-f-^/.?-, 

die  des  andern 

zwischen  .r'  und  .r'n-r/.r' 

liegt.  Dadurch  ist  natürlich  die  Natur  des  Zusamnienstosses 
noch  keineswegs  vollkommen  bestimmt.  Je  nachdem  derselbe 
ein  centraler  oder  mehr  oder  weniger  schiefer  ist ,  kann  viel- 
mehr die  lebendige  Kraft  des  einen  der  stossenden  Moleküle 
nach  dem  Zusammenstösse  noch  gar  mannigfaltige  Werthe 
haben.  Setzen  wir  voraus,  dieselbe  liege  nach  dem  Zusammen- 
stösse 

zwischen  £  und  f-4-//t; 

dann  ist  aber  die  lebendige  Kraft  des  2.  Moleküls  nach  dem  Zu- 
sammenstösse bestunmt.  Bezeichnen  wir  letztere  mit  t,  so  ist 
nämlich  nach  dem  Principe  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 

die  Summe  der  lebendigen  Kraft  beider  Moleküle  vor  dem  Stosse 
ist  gleich  der  Summe  der  lebendigen  Kraft  beider  Molekltle 
nach  demselben.  Wir  können  uns  die  Grenzen,  zwischen  denen 
die  unseren  Zusammenstoss  charakterisirenden  Variabein  liegen, 
durch  folgendes  Schema  darstellen: 

n  h 

vor  dem  Stosse  .  .  ,j\.r-i-rf.r    ,v\x'-^rid''  A) 

nach  ,,         ,,     .  .  c,  t-h-rfc 
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Unter  der  Rubrik  a  'steht  die  lebendige  Kraft  des  einen, 
nnter  der  Bubrik  h  die  der  anderen  der  zusannnenstosscnden 
Moleküle.  Es  fragt  sich  jetzt ,  wie  viele  Zusammenstösse  ge- 
schehen ,  während  der  Zeit  t  in  der  Volnnieinheit  so ,  dass 
die  lebendige  Kraft  der  stossenden  Moleküle  zwischen  den  dnrch 
das  Schema  A)  dargestellten  Grenzen  liegt.  Die  Anzahl  dieser 
Znsammenstösse  soll  mit  dn  bezeichnet  werden.  Die  Bestim- 
mung dieser  Zahl  dn  kann  nur  in  recht  weitläuüger  Weise 
durch  Betrachtung  der  relativen  Geschwindigkeit  beider  Mole- 
küle geschehen.  Da  diese  Betrachtung  ausser  ihrer  Weitläufig- 
keit nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  aber  auch  kein  beson- 
deres Interesse  hat,  und  ihr  Resultat  so  einfach  ist,  dass  man 
fast  sagen  möchte,  es  verstehe  sich  von  selbst,  so  will  ich  mich 
begnügen,  hier  dieses  Resultat  mitzutheilen.  Dasselbe  besteht 
in  Folgendem :  Diese  Anzahl  dfi  ist  erstens  proportional  der 
Zeit  r;  je  länger  diese  Zeit  t  ist,  desto  mehr  Zusammenstösse 
der  betrachteten  Art  erfolgen  während  derselben ;  natürlich  nur 
so  lange  r  sehr  klein  ist,  so  dass  sich  der  Zustand  des  Gases 
während  t  nicht  merklich  ändert.  Zweitens  ist  dn  proportional 
der  Grösse  /"(er,  f)rf.r;  dies  ist  ja  die  Zahl  der  Moleküle  in  der 
Volumeinheit,  deren  lebendige  Kraft  zwischen  x  und  x-hd.r 
liegt;  je  mehr  solcher  Moleküle  sich  in  der  Volumeinheit  befin- 
den ,  desto  öfter  stossen  sie  in  der  betrachteten  Weise  zusam- 
men. Drittens  ist  dn  proportional  /(.r',  t)div' ;  denn  was  von  dem 
einen  der  zusammenstossenden  Moleküle  gilt,  gilt  natürlich  auch 
vom  andern.  Das  Product  dieser  drei  Grössen  muss  noch  multi- 
plicirt  werden  mit  einem  gewissen  Proportionalitätsfactor,  von 
dem  man  leicht  einsieht ,  dass  er  unendlich  klein ,  wie  dE  sein 
muss.  Derselbe  wird  im  Allgemeinen  von  der  Natur  des  Zusam- 
menstosses,  also  von  den,  den  Znsammenstoss  bestimmenden 
Grössen  or,  .r'  und  ?  abhängen.  Wir  wollen,  um  alles  dies  aus- 
zudrücken, den  Proportionalitätsfactor  mit  f/^.|(.r,  .r',  f)  bezeich'- 
nen,  so  dass  wir  also  haben: 

dn-=T.f{.Vy  t)d.v  ./(.r',  Dda' .  rf£|(^.r,  .r',  t).  2) 

Dies  ist  das  Resultat,  zu  dem  die  exacte  Betrachtung  des 
Vorganges  des  Zusammenstosses  führt,  durch  welche  sich  natür- 
lich auch  die  Function  tf/  bestimmen  lässt,  sobald  das  Wirkungs- 
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gesetz  der  Moleküle  gegeben  ist;  denn  diese  Function  rp  hängt 
natürlich  von  dem  Wirkungggesetze  ab.  Da  wir  jedoch  diese 
Function  -p  nicht  brauchen  werden ,  so  wäre  ihre  Bestimmung 
hier  ttberflttssig.  Wir  wollen  jetzt  in  dem  durch  die  Gleichung  2) 
gegebenen  Ausdrucke  für  dn  die  Grösse  a:  constant  lassen,  nach 
,v'  und  C  aber  ttber  alle  möglichen  Werthe  dieser  Grössen  inte- 
griren,  d.  h.  bezüglich  ?  von  Null  bis  arn-or',  bezüglich  o?'  von 
Null  bis  oo.  Das  Resultat  dieser  Integrationen  bezeichne  ich  mit 
Jrf/i;  so  ist  also: 

Da  o?  für  die  beiden  Integrationen  als  constant  zu  betrach- 
ten ist ,  so  können  wir  /"(o?,  t)  auch  unter  die  beiden  Integral- 
zeichen schreiben,  und  erhalten: 

100  rx-hx' 


2  Anstatt  die  Grenzen  eines  bestimmten  Integrales  wirklich  hinsu- 
schreiben,  kann  man  dieselben  noch  in  vetschiedener  Weise  bestimmen, 
z.  B.  durch  Ungleichungen.  In  dem  bestimmten  Integrale  der  Formel  3) 
ist  X  als  Constante  zu  betrachten.  Die  beiden  Integrationsvariabeln  sind 
x'  und  $ ;  dieselben  können  nur  positive  Werthe  inclusive  Null  anneh- 
men, denn  es  sind  lebendige  Kräfte;  und  zwar  muss  auch  xh-x' — ^^O 
sein ;  denn  x-^x'—^  ist  die  lebendige  Kraft  des  2.  Moleküls  nach  dem 
Zusammcnstosse;  anderseits  ist  klar,  dass  alle  positiven  x'  und  $,  fUr 
welche  auch  x-\-x'—i  positiv  ausfallt,  möglichen  ZusamroenstOssen  ent- 
sprechen; also  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  liegen.  Die  3  Unglei- 
chungen 

^  deüniren   uns  ulso  ebenfalls  die  Integrations- 

grenzen des  Integrales  der  Formel  3)  unzwei- 
deutig. Es  empfiehlt  sich  diese  Methode  der 
Grenzbestimmung  dadurch,  dass  sie  die  Rech- 
nung oft  bedeutend  abkürzt.  Eine  dritte  Me- 
thode der  Grenzenbestimmnng  ist  die  geome- 
trische. Man  trägt  die  Integrationsvariabein  aaf 
rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  auf  und  be- 
stimmt die  Fläche,  über  welche  zu  integriren 
ist.  Tragen  wir  in  unserem  Falle  auf  der  Abscissenaxe  OX'  die  Variable  ar% 
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Was  ist  nun  diese  Grösse  jdn?  Wir  haben  ,v  constant  ge- 
lassen. Die  lebendige  Kraft  eines  Molekttls  vor  dem  Stosse 
bleibt  also  zwischen  den  Grenzen  x  und  x-^-dx  eingeschlossen. 
BezOglich  aller  übrigen  Variabein  aber  haben  wir  über  alle 
möglichen  Werthe  derselben  integrirt.  Alle  übrigen  Variabein 
sind  also  keiner  beschränkenden  Bedingung  mehr  unterworfen. 
Es  ist  also  Idn  einfach  die  Zahl  der  Zusammenstösse,  welche  in 
der  Volumeinheit  während  der  Zeit  t  so  geschehen,  dass  vor 
denselben  die  lebendige  Kraft  eines  Moleküls  zwischen  x  und 
x-^-dv  liegt.  Durch  jeden  dieser  Zusammenstöss  verliert  ein 
Molekül  diese  lebendige  Kraft,  folglich  wird  durch  jeden 
dieser  Zusammenstösse  die  Zahl  der  Moleküle,  deren  leben- 
dige Kraft  zwischen  ;tr  und  x-hdx  liegt,  um  eins  vermindert '. 
Im  Ganzen  geschehen  während  der  Zeit  r  in  der  Volumeinheit 
\dn  solcher  Zusammenstösse.  Im  Ganzen  wird  also  jene  Zahl 
um  Jrfw  vermindert.  Die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumein- 
heit, deren  lebendige  Kraft  zur  Zeit  t  zwischen  a?  und  x-i-dx 
lag,  ist  aber,  wie  wir  wissen,  f(iV,t)diV]  während  der  Zeit  t 
wird  sie  in  Folge  der  eben  betrachteten  Zusammenstösse  um 
J  dn  vermindert ,  wir  müssen  also  J  dn  von  f{x,  t)d.v  abziehen. 
Wir  haben  bis  jetzt  blos  die  Zusammenstösse  berücksichtigt, 
durch"  welche  ein  Molekül  eine  lebendige  Kraft ,   die  zwischen 


aaf  der  Ordinatenaxe  OS  die  Variable  $  auf,  so  erhalten  wir  die  Fläche, 
über  welche  zn  integnren  ist,  indem  wir  OA  =  x  machen,  und  die  Ge- 
rade AB  ins  Unendliche  und  unter  45**  gegen  die  Coordinatenaxen  ge- 
neigt ziehen.  Das  unendliche  Trapez  XOAB  ist  dann  die  Fläche,  über 
welche  die  Integration  zu  erstrecken  ist.  Die  letztere  Art,  die  Grenzen 
darzustellen ,  zeichnet  sich  namentlich  durch  ihre  grosse  Anschaulich- 
keit aus. 

3  Ausgenommen  sind  hie  von  jene  Zusammenstösse,  bei  denen  auch 
nach  dem  Stosse  die  lebendige  Kraft  eines  oder  gar  beider  Moleküle 
zwischeu  X  und  x-i-dx  liegt.  Man  sieht  jedoch  leicht,  dass  die  Zahl  die- 
ser Zusammenstösse ,  sowie  auch  derjenigen ,  vor  denen  die  lebendige 
Kraft  beider  Moleküle  zwischen  x  und  xH-dx  liegt,  durch  welche  also 
g'Ieichzeitig  zwei  Moleküle  diese  lebendige  Kraft  verlieren,  unendlich 
klein  höherer  Ordnung  ist,  also  vernachlässigt  werden  darf.  Die  ersteren 
Zusammenstösse,  welche  wir  jetzt  unberechtigter  Weise  subtrahiren,  sind 
übrigens  zudem  auch  in  J  rfv  enthalten,  und  werden  daher  ohnedies  später 
wieder  hinzuaddirt. 
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iP  und  ,v-^dx  liegt,  verliert,  durch  welche  also  f{x^t)dx  ver- 
mindert wird.  Wir  mttssen  jetzt  noch  jene  betrachten ,  durch 
welche  ein  Molekül  eine  solche  lebendige  Kraft  gewinnt,  durch 
welche  also  f{x^f)d.v  vermehrt  wird.  Bezeichnen  wir  die  Zahl 
dieser  letzteren  Zusammcnstösse  mit  Jrfv,  so  niuss  also  Jrfv  zu 
f{jVyt)d.v  addirt  werden;  in  der  Summe 

f{a',t)d;i*  —  jdfi-^{d^.  4) 

ist  das  erste  Glied  der  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit, 
deren  lebendige  Kraft  zur  Zeit  t  zwischen  ,r  und  a^-hdx  lag; 
davon  ist  subtrahirt  die  Zahl  der  Molektile,  welche  während 
der  Zeit  r  diese  lebendige  Kraft  verlieren ,  addirt  die  Zahl 
der  Moleküle ,  welche  während  der  Zeit  t  diese  lebendige 
Kraft  gewinnen.  Das  Resultat  ist  offenbar  die  Znhl  der  Mole- 
ktile, welche  zur  Zeit  f-hr  diese  lebendige  Kraft  haben,  also 
f\iVy  t-\-T)da\  Wir  erhalten  somit : 

f{x,  t-h7)d^*=/[ii\  t  )d,r  —  J  //w-H  f //v.  n) 

Es  muss  noch  frfv  bestimmt  werden,  jdv  ist  die  Zahl  der 
Zusammcnstösse  in  der  Volumeinheit  während  der  Zeit  r,  nach 
denen  die  lebendige  Kraft  eines  Moleküls  zwiscjien  .r  und 
x-{-djc  liegt.  Wir  müssen  also  jetzt  für  die  lebendige  Kraft  vor 
dem  Stosse  eine  andere  Bezeichnung  wfihlen.  Sei  also  etwa  rfv 
die  Zahl  der  Zusammcnstösse,  welche  in  der  Volumeinheit  wäh- 
rend der  Zeit  t  so  geschehen,  däss  vor  denselben  die  lebendige 
Kraft  des  einen  Moleküls  zwischen  n  und  y-hdn^  die  des  ande- 
ren zwischen  r  und  v-^dr  liegt,  nach  dem  Stosse  aber  die  des 
einen  Moleküls  zwischen  ,r  und  a^-i-da:  liegt.  Die  lebendige 
Kraft  des  anderen  Moleküls  nach  dem  Stosse  ist  natürlich  hie- 
durch  wieder  bestimmt,  rfv  ist  also  die  Zahl  der  Zusammcnstösse, 
welche,  entsprechend  dem  früher  mit  A)  bezeichneten  Schema, 
durch  folgendes  Schema  charakterisirt  sind : 


K^ 


(f                   h 

vor  dem  Stosse . 

.  ?/,  11-1- du     r,  r-hdr 

nach    p       p      . 

.  .r,.rH-^.r 
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Man  sieht  sogleich  ,  dass  sich  die  jetzt  betrachteten  Zu- 
sammenstösse  von  den  früher  betrachteten,  durch  das  Schema  A) 
dargestellten  blos  darin  anterscheiden,  dass  jetzt  die  lebendigen 
Kräfte  vor  und  nach  dem  Zusammenstosse  durch  andere  Buch- 
staben ausgedrückt  sind.  Die  Anzahl  rfv  der  jetzt  betrachteten 
Zusammenstosse  kann  also  aus  der  Zahl  dn  der  irtther  betrach- 
teten durch  blosse  Buchstabenvertauschung  gefunden  werden. 
Und  zwar  muss,  wie  man  leicht  (am  besten  durch  Vergleichung 
der  beiden  Schemata)  sieht,  jetzt 

n  statt  .<?,       0  statt  .t*',       x  statt  ^ 

ebenso  C) 

du  statt  dxy  dv  statt  </.r',  d.v  statt  dt 

gesetzt  werden.  Die  Anzahl  der  früher  betrachteten  Zusammen- 
stosse hiess  du  und  war  durch  die  Gleichung  2)  gegeben.  Neh- 
men wir  darin  die  Buchstabenfauschung  (')  vor,  so  erhalten  wir 
//v.    Es  ist  also 

//v  =  T . /(w,  t)  du /(i?,  f)dv  dx .  '\f{ii^  r,  j;). 

Hier  wollen  wir  wieder  x  constant  lassen;  bezüglich  u  und 
r  aber  über  alle  möglichen  Werthe  dieser  Grössen  integriren. 
Das  Resultat 

r  dx  il  f{Hf  t)f{Cy  t)  ^(//,  t?,  v)dH  dv 

ist  die  Zahl  der  Zusammenstosse  in  der  Volumeinheit  während 
der  Zeit  t,  nach  denen  die  lebendige  Kraft  eines  Moleküls  zwi- 
schen X  und  x-hdx  liegt  (denn  nach  allen  anderen  Variabein 
wurde  über  alle  möglichen  Werthe  integrirt)  ,  also  die  Zahl  der 
Zusammenstosse,  durch  welche  ein  Molekül  eine  lebendige  Kraft 
gewinnt ,  die  zwischen  x  und  x-+-dx  liegt ;  genau  jene  Zahl, 
welche  wir  schon  früher  mit  Jrfv  bezeichneten  *.  Thun  wir  die» 
wieder,  so  erhalten  wir  also: 

J  rfv  =r:r  dx  ' J  f{u,  t)f{Vy  t)  ''p(Uy  c, x)du dv.  6) 


^  Man  könnte  glauben,  dass  wir  hier  die  Zusammenstosse  verges- 
sen haben,  nach  denen  die  lebendige  Kraft  des  Kweiten  der  stossenden 
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Es  entsteht  noch  die  Frage  nach  den  Grenzen  des  Doppel- 
integrals*.  Wenn  w>.r  ist,  so  kann  v  alle  möglichen  Werthe 


Molektile  zwischen  x  und  x  -;  dx  liegt.  Sei  für  einen  solchen  Stos» 
u=Uij  r==r|.  Da  wir  bezüglich  u  und  v  Aber  alle  möglichen  Werthe  inte- 
grirt  haben,  so  haben  wir  auch  den  Stoss,  für  welchen  f/=:9| ,  v=tti  ist, 
und  nach  dem  Stosse  die  lebendige  Kraft  des  ersten  Moleküls  zwischen 
X  und  x-\-dx^  liegt,  in  das  Integrale  aufgenommen;  dies  ist  aber  genau 
der  Fall,  den  wir  eben  vergessen  zu  haben  ftirchteten.  Denn  welche«  wir 
als  das  erste,  welches  als  das  zweite  Molekül  auffassen,  ist  gleichgiltig. 
Alle  diese  Zusammenstösse  sind  also  in  unserem  Integrale  schon  mlt- 
berttcksiohtigt ,  nur  tritt  dabei  u  an  die  Stelle  von  r  und  umgekehrt. 
Wollte  man  noch  ein  zweites  Integrale  beifügen,  das  die  Stösse  enthält, 
nach  denen  die  lebendige  Kraft  des  zweiten  Moleküls  zwischen  x  und 
x-hdx  liegt,  so  müsste  dafür  im  Doppelintegrale  jede  Ambe  aus  Wer- 
then  von  u  und  v  ohne  Permutation  genommen,  also  nach  v  von  Null 
(resp.  x—u)  bis  w,  nach  u  von  Null  bis  oo  integrirt  werden.  Nur  jene 
Fälle ,  wo  die  lebendige  Kraft  beider  Moleküle  nach  dem  Stosse  zwi- 
schen X  und  xH-dx  liegt,  haben  wir  nicht,  wie  es  sein  sollte,  doppelt 
gezählt,  was  aber  kein  Fehler  ist,  da  jene  Zahl  unendlich  klein  höherer 
Ordnung  ist. 

*  Bestimmen  wir  die  Grenzen  nach  der  in  der  Anmerkung  2  an- 
gedeuteten Methode ,  so  erhalten  wir  zur  Grenzbestimmung  die  Unglei- 
chungen 

1/50,   r^O,   ff4-r--.T>0. 

Führen  wir  jetzt  beliebige  neue  Variabein  p,  q  ein,  so  ist  bekanntlich 

dp    dg 
dpdq  =  X±^^,j^dudv, 

Im  speciellen  Falle,  dass  wir  p=ti-\-v—x,  q=u  setzen,  ist  die  Functio- 
naldeterminante  gleich  eins  (sie  ist  natürlich  positiv  zu  nehmen);  femer 
wird  in  diesem  Falle 

v^p-hx-^q. 
Es  geht  daher  die  Gleichung  6)  über  in 

jdv^vdx  ^^  flqy  t)  .  /Tp-hx^q,  t)  .  ^(9,  p-hx—q,  x)dpdq. 

Und  die  Ungleichungen ,  welche  die  Grenzen  bestimmen,  gehen  in  fol- 
gende über: 

Nun  können  wir  im  Integrale  die  Variabein  bezeichnen,  wie  wir  wollen, 
wenn  wir  nur  dieselbe  Bezeiohnungsveränderung.  auch  in  den  Unglcichun- 
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von  Null  bis  Unendlich  durchlaufen;  ist  aber  u<cxj  so  kann  r 
nicht  kleiner  als  .r — u  werden,  weil  sonst  n-i-v — x,  was  ja  die 
lebendige  Kraft  des  zweiten  Moleküls  nach  dem  Stosse  ist, 
negativ  würde.  Wenn  also  u<c:x  ist,  so  durchlauft  r  alle  Werthe 
von  X — u  bis  Unendlich.  Es  muss  also  schon  das  Integrale  nach 
u  in  zwei  zerlegt  werden.  Eines  von  Null  bis  Xy  das  andere  von 
X  bis  Unendlich.  Im  ersten  ist  bezüglich  v  von  x — u  bis  Unend- 
lich, im  zweiten  von  Null  bis  Unendlich  zu  integriren.  Die  For- 
mel 6)  geht  also  nach  richtiger  Grenzenbestimmung  über  in 
folgende : 


7) 


Wir  wollen  jetzt  statt  v  die  neue  Variable 

ir  =  ?i-Ht?  —  X  8) 

einfuhren,  so  dass  also  v=x-hw — w  ist.  Da  bei  der  Integration 
nach  V  sowohl  u  als  auch  x  als  constant  zu  betrachten  sind,  so 
folgt  aus  der  Formel  8)  dw  =  dv.  Es  ist  also  nach  richtiger 
Grenzbestimmung  der  Integration  bezüglich  w 


gen  vornehmen.  Verwechseln  wir  die  Buchstaben  p,  q  mit  x\  i ,  so  er- 
halten wir  also 

J  d^»^dxl^f{Ji,  OA^-*-^'-?»  0*(?,  a>+-^'-e,  x)dx'd^. 
Und  die  Grenzen  sind  bestimmt  durch 

also  wieder  durch  die  Ungleichungen  3a),  die  auch  die  Grenzen  in  der 
Formel  8)  bestimmten.  Wenn  wir  also  zum  Schlüsse  den  Integralzeichen 
die  Grenzen  wieder  anhängen,  so  stimmt  die  letzte  Formel  mit  der  For- 
mel 11)  des  Textes,  welche  wir  also  hier  auf  einem  kürzeren  Wege  ge- 
womien  haben. 
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9) 


.f-+-  W —  /<,  t)  '\f(Uj  .fH- W ,Vy  x)dH  äff. 


Da  diese  Integrale  eine  einfache  Summirung  einer  Anzahl 
von  Stössen  darstellen,  so  können  wir  die  Integrationsordnnng 
ohne  weiteres  umkehren.  Dadurch  geht  das  erste  Doppelinte- 
^M-ale  der  Formel  9)  über  in  folgendes : 


/("j  0/l^'~^  "^ — 'h  0  'K"?  '^'-^^ — "j  'f')<tw  du,  10) 

0   •'  0 


Bei  dem  zweiten  ist  die  Bestimmung  der  neuen  Integrations- 
grenzen nicht  ganz  so  einfach.  Wir  wollen  dieselben  durch  geo- 
metrische Betrachtungen  gewinnen.  Wir  tragen  auf  der  Ab- 
seissenaxe  OU  die  Werthe  von  m,  auf  der  Ordinatenaxe  OW  die 
von  w  auf.  x  ist  bei  der  Integration  constant.  Machen  wir 
OA=^x  und  ziehen  durch  Ä  die  beiden  unbegrenzten  Geraden 
AB  parallel  OW ^  und  AC 
unter  45**  gegen  die  Coor- 
dinatenaxen  geneigt.  In  dem 
zweiten  Doppelintegrale  der 
Formel  9)  war  nach  u  von 
.r  bis  Unendlich ,  also  vom 
Punkte  A  an  bis  ins  Unend- 
liche bezüglich  w  von  u — .r 
bis  oo ,  also  von  der  Geraden  AC  angefangen  bis  ins  Unend- 
liche zu  integriren.  Die  gesammte  Integration  war  also  über 
das  unbegrenzte  Dreieck  zu  erstrecken,  welches  in  der  Figur 
schraffirt  ist.  Und  nun  ist  es  leicht,  die  Grenzen  zu  bestim- 
men, wenn  zuerst  nach  w,  dann  nach  w  integrirt  wird.  Für 
ein  gegebenes  w,  also  z.  B.  w^=OD  ist  bezüglich  u  von 
DE  bis  DFy  also  von  x  bis  x-i-w  zu  integriren.  Bezüg- 
lich IV  geht  dann  die  Integration  von  Null  bis  Unendlich. 
Das  zweite  Doppelintegral  der  Formel  9)  verwandelt  sich 
also  in 


k 
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Es  vereinigt  sich^  wie  man  sieht,  mit  dem  ersten  in  For- 
mel 10)  gegebenen,  zu  einem  einzigen  Doppelintegrale.  (Das 
erste  stellt  nebenbei  bemerkt  die  Integration  über  das  unbe- 
grenzte Rechteck  WO  AB  unserer  Figur  dar.)  Die  Wiedervereini- 
gung beider  Doppelintegrale  liefert : 

J  (tv=^rdx        flii,  f)/{iV-hw — H,  t)  t|/(ii,a.*-HW — m,  x)dwdii* 

Um  diesen  Ausdruck  gleichttJrmiger  mit  dem  durch  For- 
mel 3)  gegebenen  Ausdrucke  tHr  Jrfw  zu  machen,  will  ich 
statt  w  den  Buchstaben  cc'y  statt  ti  den  Buchstaben  |  schrei- 
ben. Bekanntlich  kann  man  ja  in  einem  bestimmten  Integrale 
die  Variabein,  nach  denen  zu  integriren  ist,  bezeichnen,  wie 
man  will,  wenn  nur  die  Grenzen  dieselben  bleiben.  Dadurch 
ergibt  sich 

Jrfv=T//;r  rCK^,t)f{x-^'X'—^,t)^{^,X'^x'—^x)^^        11) 

Bevor  wir  die  beiden  fttr  ^dn  und  Jrfv  gefundenen  Werthe 
in  die  Gleichung  5)  substituiren,  wollen  wir  jene  Gleichung  noch 
etwas  transformiren.  EntAvickeln  wir  ihre  linke  Seite  nach  dem 
Taylor'schen  Lehrsatze,  so  ergibt  sich 

f{x,t)dX'^  -^~^-^Tdx-hAT*dx==f{Xyt)(Lv—idpt-hjdv  , 

0« 

wobei  A  irgend  eine  endliche  Grösse  ist,  und  daraus 

8/(,r,0^Jr/v      jdH 

it  Tdx       rdx  ' 

also     nach    Substitution    der    Werthe    3)    und    11)    ttir    \  du 
und  J  rfv 

Sitxb.  d.  iMthem.-natnrw.  n.  LXVT.  Kd.  11.  Abrh.  1*^ 
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Jo  •'0 


Jo  . 


Da  alles  bis  auf  At  endlich  ist,  kann  dasselbe  vernachläs- 
sigt werden.  Ferner  können  die  beiden  Integrale  in  eins  znsam- 
mengefasst  werden,  da  ja  Integrationsvariabein  und  Grenzen  in 
beiden  dieselben  sind.  Dadurch  ergibt  sich: 

Dies  ist  die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung,  wel- 
che das  Gesetz  der  Veränderung  der  Function  f  bestimmt.  Sie 
bedarf  jedoch  noch  einer  Transformation,  zu  welcher  wir  die 
beiden  durch  folgende  fUr  beliebige  o?,  x'  und  |  giltige  Glei- 
chungen ausgedrückten  Eigenschaften  der  Function  ^  brauchen 
werden : 

«X^;  ^',  0  =  ^(^'7  -"^^  X-hX'—^  13) 


/  XX' ^{X,  X'j  ^)=^  ^(X-+-X' 4)  ^(?>  X-^X' C?  ^);  1 4) 

wobei  selbstverständlich  alle  Wurzeln  mit  dem  positiven  Zeichen 
zu  nehmen  sind;  die  ^  sind  auch  wesentlich  positive  Grössen. 
Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  lässt  sich  leicht  beweisen. 
Sei  dn'  die  ^ahl  der  Zusammenstösse,  welche  in  der  Volumein- 
heit während  der  schon  frUher  mit  t  bezeichneten  sehr  kleinen 
Zeit  so  geschehen ,  dass  vor  denselben  die  lebendige  Kraft  des 
ersten  Moleküls  zwischen  x'  und  x'-^dx\  die  des  zweiten  zwi- 
schen X  und  x-hdxy  und  nach  demselben  die  des  ersten  Mole- 
küls zwischen  x-hx'—^ — d^  und  x-^-x' — ?  liegt,  also  der  Stösse, 
welche  durch  das  Schema 

a  b 

vor  dem  Stosse . .  .t?',  x'-^dx'  x,  x-\-dx       ^) 

nach    „       n      •  •  ii'-^oi^' — ^—d^j  x-{-x' — ^ 
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charakterisirt  sind.  Dann  kann  dn'  wieder  durch  blosse  Bueh- 
stabenvertauschung  ans  der  früher  mit  dn  bezeichneten  Grösse 
gefunden  werden.  Und  zwar  zeigt  die  Vergleichuug  der  Sche- 
mata D)  und  A),  dass  man 

x'  statt  0?,     .V  statt  .r',     .v-h-x' — ^—d^  statt  ^, 
da:'  statt  da:,     rf.r  statt  dx' 

schreiben  muss.  rf|  bleibt.  Nimmt  man  diese  Vertauschungen  in 
der  Gleichung  2)  vor,  so  ergibt  sich : 

dn'=  Tf(jv'y  t)dx' .  f(jv,  f)dx .  dE'^{x',  x,  .r-f-.r' — E — rf|).       15) 

Wenn  aber  die  lebendige  Kraft  des  einen  Moleküls  nach 
dem  Stosse  zwischen  x-{-x' — f — rff  und  x-^x' — C  liegt,  so  liegt 
die  des  anderen  genau  zwischen  C  ^nd  £-+-d^.  Statt  des  Sche- 
ma's  D)  könnten  wir  unsere  Zusammenstösse  also  auch  durch 
folgendes 

a  b 

vor  dem  Stosse . .  ^v^x'-^-dx'    XjX-^dx 
nach   „       „     . .  f,  ?-t-rfc 

charakterisiren.  Und  jetzt  sieht  man ,  dass  es  ganz  dieselben 
Zusammenstösse,  wie  die  durch  das  Schema  A)  charakterisirten 
sind.  Denn,  welches  Molekül  ich  als  das  erste ,  welches  als  das 
zweite  bezeichne  (welches  in  die  Rubrik  a,  welches  in  die 
Rubrik  b  eintrage),  ist  offenbar  gleichgiltig.  Da  jene  beiden 
Gattungen  von  Zusammenstössen  gar  nicht  verschieden  sind ,  so 
mass  also  auch  ihre  Anzahl  gleich,  folglich  du=^dn'  sein. 
Setzen  wir  die  beiden  Werthe  2)  und  15)  wirklich  gleich  und 
streichen  die  beiden  gemeinsamen  Factoren,  so  ergibt  sich 

^{x,  X',  C)  =  ^{x'j  Xj  x-hx'—^—d^). 

Hier  kann  das  Differential  d^  neben  dem  Endlichen  weggelas- 
sen werden,  da  ja  ^  unmöglich  discontinuirlich  sein  kann,  und 
wir  erhalten  somit  die  Gleichung  13).  Schwieriger  ist  der  Be- 
weis der  Gleichung  14).   Der  Beweis  dieser  Gleichung  wurde 

19* 
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zuerst,  freilich  in  etwas  anderer  Form,  von  Maxwell  geliefert; 
dieselbe  wurde  dann  von  mir  bedeutend  verallgemeinert ,  wobei 
sie  sich  als  specieller  Fall  des  Jacobi'schen  Prineips  des  letz- 
ten Multiplicators  ei-wies ;  ich  glaube ,  mich  daher  mit  dem 
Beweise  dieser  Gleichung  hier  nicht  aufhalten  zu  sollen,  die- 
selbe vielmehr  als  etwas  bekanntes  voraussetzen  zu  können. 
Ich  bemerke  nur  noch ,  dass  bei  ihrem  Beweise  vorausgesetzt 
wird ,  dass  die  zwischen  zwei  materiellen  Punkten  wirksame 
Kraft  Function  ihrer  Entfernung  ist ,  nach  der  Richtung  ihrer 
Verbindungslinie  wirkt,  und  Wirkung  und  Gegenwirkung  gleich 
sind.  Diese  Voraussetzungen  sind  also  zur  Giltigkeit  der  folgen- 
den Rechnungen  nothwendig.  Mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chung 14)  kann  aus  der  eckigen  Klammer  der  Gleichung  12) 
auch  1  als  gemeinsamer  Factor  herausgehoben  werden,  und  es 
ergibt  sich: 


I 


/l      )ix-i-x'—E  \lx      ix' 

X  ]/ivx'  ^{x,  x;  i)div'd£. 


X 

16) 


Dies  ist  die  Fundamentalgleichung  ftir  die  Veränderung 
der  Function  f(x,  t).  Ich  bemerke  nochmal ,  dass  die  Wurzeln 
alle  positiv  zu  nehmen  sind ,  sowie  auch  ^  und  die  f  wesentlich 
positive  Grössen  sind.  Setzen  wir  fttr  einen  Augenblick 

f{a:,t)  =  C\f^e-''^,  16  a) 

wobei  C  und  h  Constanten  sind,  so  dass  also 


/(a,--Ha,''— C,  0  =(7  /ar-Ho;— ^  tf-*^-^-+-»^'-^) 


vviril,  80  verschwindet  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer 
ilvr  iileichung  IG);  es  wird  also  -^^'-^=0,  Dies  ist  nichts 
linderes,    als   der  Beweis   MaxwelTs   übertragen   in   unsere 


\ 
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gegenwärtige  BezeichnuDgsweise.    Ist  die  Zustandsvertheilung 
zu  irgend  einer  Zeit  durch  die  Formel  IHa)  bestimmt,  so  ist 

'\^ '  '=0f  d.  h.  dieselbe  verändert  sich  im  Verlaufe  der  Zeit 

nicht  weiter.  Dies  und  nichts  anderes  ist  von  Maxwell  bewie- 
sen worden.  Wir  wollen  aber  jetzt  das  Problem  viel  allgemeiner 
auffassen.  Wir  wollen  annehmen,  die  Vertheilung  der  leben- 
digen Kraft  sei  zu  Anfang  der  Zeit  eine  ganz  beliebige  gewesen, 
und  wollen  uns|  fragen ,  wie  verändert  sich  dieselbe  im  Verlaufe 
<ler  Zeit.  Ihre  Veränderung  ist  bestinmit  durch  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung 16).  Es  kann  diese  partielle  Differentialglei- 
chung ,  wie  wir.  später  sehen  werden ,  in  ein  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichung  verwandelt  werden,  wenn  man  an 
die  Stelle  des  Doppelintegrals  eine  Summe  sehr  vieler  Glieder 
setzt.  Es  ist  ja  ein  solches  Doppelintegrale  bekanntlich  nichts 
anderes,  als  eine  abgekttrzte  Bezeichnung  fltr  eine  Summe  un- 
endlich vieler  Glieder.  An  dem  Systeme  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen werden  dann  alle  Kechnungsoperationen  viel 
anschaulicher.  Ich  will  jedoch  absichtlich  diese  Vertauschung 
der  Summation  mit  einer  Integration  vorerst  nicht  vornehmen, 
damit  es  nicht  scheine,  als  sei  dieselbe  zum  Beweise  unserer 
Sätze  nothwendig.  Dieser  Beweis  kann  geführt  werden  ganz 
ohne  dass  man  die  Symbolik  der  Integralrechnung  verlässt. 
Nur  zur  Veranschaulichung  derselben  werden  wir  zum  Schlüsse 
die  Summenformeln  benutzen.  Wir  wollen  zunächst  den  Beweis 
eines  Satzes  liefern ,  welcher  die  Grundlage  unserer  ganzen 
gegenwärtigen  Untersuchung  bildet,  des  Satzes  nämlich,  dass 
die  Grösse 


r 


E= 


/(.^^0  log 


0 


/(^,0 


f. 


— lUr  17) 


niemals  zunehmen  kann,  wenn  die  in  dem  bestimmten  Integrale 
vorkommende  Function  /*(.t?,  t)  der  partiellen  DiflTerentialglei- 
chung  16)  genügt.  Auf  der  rechten  Seite  der  Formel  17)  ist 
bezüglich  x  von  Null  bis  Unendlich  zu  integriren.  Es  filllt  also 
o?  aus  der  Grösse  E  ganz  heraus.  E  ist  nur  eine  Function  von  t. 
Da  t  in  den  Grenzen  des  Integrals  nicht  vorkommt ,  so  erhalten 
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(IE 
dt 


wir  den  Differentialquotienten  ^  ,  indem  wir  die  Grösse  unter 


dem  Integralzeichen  partiell  nach  t  differentiiren,  o?  dabei  con- 
staut  lassend.  Diese  Differentiation ,  welche  ungemein  leicht 
auszuführen  ist,  liefert 


log 


it 


.dx. 


Wir  nehmen  an,  dass  f{x,i)  die  Gleichung  16)  befriedigt. 


Substituiren  wir  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  fUr 
ergibt  sich 


Zt 


,  so 


tit 


log 


dx 


X  'i/xx'-.l>(x,  X',  £)dx'dt 


X 


Da  bei  der  Integration  nach  x'  und  f  die  Grösse  x  als  con- 
stant  zu  betrachten  ist ,  so  können  wir  den  Logarithmus  auch 
unter  die  beiden  folgenden  Integralzeichen  setzen  und  schreiben 


dE 
dt 


OO  ,^x-\-x' 


log 


f{^,t) 


■:^ 


/(g,0/(.r-H.r--f,0      f{x,t)f{x;t) 


'/l 


^X-hx' C  ]fx  ^X' 

X  ^xx"  -^(x,  x',  ^)dx  dx'dt 


18) 


Die  wahre  Bedeutung  der  Transformationen ,  welche  wir 
jetzt  mit  diesem  Ausdrucke  vornehmen  werden ,  wird  freilieh 
erst  in  ein  helles  Licht  treten ,  wenn  wir  die  Integrale  durch 
Summenformeln  ersetzen  werden.  Es  wird  sich  da  zeigen,  dass 
alle  folgenden  Transformationen  des  Integrals  wie  natürlich 
nichts  anderes  als  Veränderungen  der  Summationsordnung  sind ; 
es  wird  dann  auch  klar  werden ,  warum  gerade  diese  Ände- 
rungen der  Summationsordnung  nothwendig  sind.  Jetzt  aber 
will  ich  hierauf  nicht  näher  eingehen,  sondern  so  rasch  als  mög- 
lich zum  Beweise  des  Satzes  zu  gelangen  suchen,  dass  in   der 
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That  E  nicht  zunehmen  kann.  Wir  können  in  der  Formel  18) 
zuerst  nach  o?'  und  dann  nach  o?  integriren®;  dadurch  erhal- 
ten wir: 


log/^ 


X  ^^x'  "^{Xj  x'j  ^dx'dx  rfC  > 


dE 

dt  '' 


oder  wenn  wir  flJr  ^{XjX\  i)  seinen  Werth  aus  der  Gleichung  13) 
substituiren , 


dE 
dt 


V4-a:' 


log 


fxXj  t) 


oUU 


■f[£,  t)  (J{x^x'^^,  t)      f{x,  t)  f{x'y t) 


\[x    [  U      l/^a?-H;i;'— e  I/o?       \fx'  . 


X 


X  ^^^'  'K^')  ^9  ^•-^^' — 0)  ^^'fi^  d^* 


Wir  lassen  jetzt  die  Variabein  x'  und  x  unverändert;  aber 
statt  I  führen  wir  die  neue  Variable  £;=zx-^x' — i  ein,  so  dass 
also  ^=X'^x' — i'j  d^= — d^'  wird.  Dann  ergibt  sich 


^  Dass  die  Vertauschung  der  lutegrationsordnung  unbedingt  ge- 
stattet ist,  folgt  schon  daraus,  dass  wir  die  Gleichungen  20),  22)  und  23) 
genau  in  derselben  Weise  wie  die  Gleichung  18)  direct  hätten  ableiten 
können ;  wir  schlugen  den  Weg  der  Transformation  blos  ein ,  um  die 
.Schlüsse ,  durch  welche  wir  die  Gleichung  18)  erhielten ,  nicht  viei-mal 
wiederholen  zu  müssen.  Auch  dadurch,  dass  die  früher  angewandte  Dif- 
ferentiation unter  dem  Integralzeichen  unerlaubt  wird,  indem  der  Inte- 
grant  discontinuirlich  wird,  erleidet  der  im  Texte  geführte  Beweis  keine 
Störung,  wie  man  nachweisen  kann,  indem  man  aus  dem  gesammten 
Räume,  über  den  in  den  Formeln  18),  20),  22)  und  23)  die  Integrationen 
zu  erstrecken  sind ,  gleichzeitig  um  alle  Stellen ,  für  welche  eine  der 
Grössen  *,  «',  ex  oder  ex'  Null  oder  unendlich  wird,  sehr  dünne  flächen- 
artig ausgedehnte  Streifen  ausschliesst.    Von  der  Gesammtheit  der  auf 

diese  Art  aus  4^-  ausgeschlossenen  Glieder  lässt  sich  dann  mittelst  der 

ergänzten  Taylor'schen  Reihe  beweisen,  dass  ihre  Summe  nicht  positiv 
sein  kann,  wenn  keine  dieser  Grössen  unendlich  nahe  unendlch  viele  Dis- 
continuitätsstellen  hat. 
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dE 
dl 


0  "  0  "  .r-i-x'     ' 


'f{:V-^x'-S^',()  /(r ,  0      A^.  0  A>''0 


oder,   wenn  man  Zeichen  und  Grenzen  des  ersten  Integrals 
umkehrt : 


HIF¥ 


m o&±i''-?^  0  /(^. 0  /(^'.oi 


X 
19) 


X  /^'.r'  tp(,r ',  ofj  ^')div'dx  dl\ 

Dieses  dreifache  Integrale  ist  jetzt  ganz  so  gebaut,  wie  das 
der  Formel  18);  nur  sind  die  Variabein ,  nach  denen  integrirt 
werden  soll ,  anders  bezeichnet.  Allein  das  ist  nur  ein  schein- 
barer Unterschied.  Die  Integrationsvariabein  eines  bestimmten 
Integrals  kann  man  ja  bezeichnen  wie  man  will ,  so  lange  nur 
die  Grenzen  dieselben  bleiben.  Wir  können  daher  auch  in  der 
Formel  19)  statt  ^'  wieder  ?  schreiben,  und  auch  die  Buchsta- 
ben X  und  x'  mit  einander  vertauschen.  Dadurch  ergibt  sich 


-it)      f{.v,t)  f{x\t) 


r)  ]f.r       fa 

X  /iP*''  ^{^f  if't  ^)div  dx'dL 


X 

20) 


Über  die  Identität  der  beiden  Integrale  19)  und  20)  kann 
kein  Zweifel  bestehen ,  da  sie  sich  blos  durch  die  Buchstaben 
unterscheiden,  mit  denen  die  Integrationsvariabein  bezeichnet 

sind.  Einen  dritten  Ausdi-uck  für  -j-   erhalten  wir  in  folgender 

dt 

Weise.    Wir  substituiren  in  Formel   18)  statt  )/  xx' ^{xj  x\  K) 

seinen  Werth  aus  der  Gleichung  14).    Dadurch  erhalten  wir 

zunächst : 


y^ 


/(?, 0 f{x-^a!'~^,t)      fix, t)  f{x',t) 


U  ^x-\-x'-^      ^^    \fx' 


X  U{x-^x'-K)  K?,  .r-i-.r'- ?,  x)dxdx'dL 


Digitized  by  LaOOQ  IC 


über  das  Wänuegleichgewicht  unter  Gäsmolekülen. 


299 


Wir  wollen  jetzt  für  x'  eine  neue  Variable  einführen.  Da 
mttssen  wir  uns  die  Integration  nach  x'  zuerst,  also  vor  der 
nach  I  ausgeführten  denken.  Wir  brauchen  da  blos  das  Dop- 
pelintegrale 


/bo 


log 


/(^,0 


\[x 


]/£      y\v-^x'—^  ]fx      \lx'  , 


X 


X  /C(a?-H.r'— ^  ;;/(^,  .r-H.r'— f,  x)  dx'dt, 

zu  transformiren.  Dasselbe  braucht  dann  nur  noch  mit  dx  multi- 
plicirt  und  nach  x  von  Null  bis  Unendlich  integrirt  zu  werden, 

um  -TT  zu  erhalten.  In  einem  solchen  Doppelintegrale  haben  wir 
dt 

bereits  frtther  die  Integrationsordnung  umgekehrt.   Durch  ganz 

dieselben  Betrachtungen,  wie  damals,  ergibt  sich,  dass  es  in 

eine  Summe  zweier  Integrale  zerfällt,  nämlich : 


jA» 


log 


/(^>0 


'o^o 


/.r      ^x' 


\pi'    [H       ^^ 


X-+-X 


X 


X  /|(.r-K.r' — ^^{^yX-+-x'—l,  x)dEdx' 


log'-^— ^ 

\l  X 


X     (;— .r 


n 


\'.v      lA.r'  J 


X 


X  /|(.r-i-.r'— £)<|;(C,.i.'-H.t'— C,  .r)rfc  rfa.-'. 

Fuhren  wir  jetzt  in  diese  beiden  Integrale  für  x'  die  Va- 
riable ^'=a?-t-.r' — ?  ein,  so  erhalten  wir  nach  richtiger  Grenzen- 
bestinimnng : 


log 


'«"x-i 


][x 


log 


.•'o 


\lx 


_  ]f^      \f('  ]fx     \f£-^-t—x  _ 

xfWK^,^;x)(f^di'-^- 


/l     ]fe        \fx    \f^-i-^'-x 
x/ifK^,r,.rv?vr. 


X 
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Diese  beiden  bestimmten  Integrale  sind  noch  bezüglich  x 
von  Null  bis  Unendlich  zu  integrireu,  so  dass  man  also  erhält: 


dE 


log 


"Ix 


'H>t)t{K',t)       f{x',t)f\K+^'-X,t) 


[  n    /r       /.«^    /iH-r-^  . 


'Kf^t;'-\>{^,^',x)<hvd^d^'- 


bo  /'oo 


log 


0     .r    0 


■/(40  A4.O  _  A-M)  /(g-HC--.r,0 


X 


21) 


X 


Hier  müssen  wir  jetzt  die  Integrationsordnung  so  verän- 
dern, dass  zuerst  nach  x,  dann  nach  ?',  znletzt  nach  ?  integrirt 
wird  '.    Da   ist  es   behufs  der  Grenzenbestimmung   wohl   am 


7  Alle  im  Text  geführten  etwas  weitläufigen  Grenzenbestimnmngen 
vereinfachen  sich  ausserordentlich,  wenn  man  die  Grenzen  nach  der  be- 
reits in  der  Anmerkung  2  gegebenen  Weise  definirt.  Dann  sieht  die  For- 
mel 18)  so  aus: 


dE 
dt 


X  '^.»••«■'  •«K«*',  x\  ?)  dxdx'd^. 


18a) 


Zu  integriren  ist  über  alle  Werthe,  welche  folgenden  Ungleichungen 
genügen : 


.r^O,  x'^Oy  ?^0,  a--+-a-'— £50 


18  b) 


Die  beiden  Formeln  18  a)  und  18  b)  besagen  jetzt  ganz  dasselbe, 
wHj  früher  das  eine  bestimmte  Integrale  18),  und  ich  bemerke  noch,  dass 
jetzt  die  Integrationsordnung  ganz  willkürlich  ist,  ja  es  ist  nicht  einmal 
KOthwendig ,  dass  überhaupt  zuerst  nach  der  einen ,  dann  der  audereu 
Vaiiatieln  integrirt  wird,  wenn  nur  über  alle  Werthe  integrirt  wird,  die 
ilen  Ungleichungen  18  b)  genügen.  Führen  wir  nun  irgend  welche  neuen 
Varial>elu  w,  p,  w  ein,  so  ist  bekanntlich 

du     dv    dw 
du  dvdtö=^-\r  -r    '  ~r  '  "T'  -  dxdndz. 
—  d,v      dif     dz  '' 
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besten,  sieh  den  Integrationsraum  geometrisch  zn  versinnlichen. 
Da  das  Integrale  ein  dreifaches  ist,  so  müssen  wir  hiezu  den 


Wollen  wir  nun  die  Formel  20)  des  Textes  erhalten,  so  brauchen 
wir  nur  zu  setzen 

Dann  wird  die  Functionaldeterminante  gleich  eins,  und  es  ist  klar,  dass 
sie  mit  positiven  Zeichen  zu  nehmen  ist,  wenn  wir  immer  von  den  klei- 
neren zu  den  grösseren  Werthen  der  Variabein  integriren,  also  di6  Dif- 
ferentiale positiv  betrachten.  Es  ist  also 

du  dv  dw=dx  dx'd^ 

und  die  Gleichung  18  a)  geht  über  in 

dt  ~JJJ'^-  Vv    •  L  vü-^^i^i^i,   v;i  ^  vv    vü  \ 

X  ^uv  ^(VyUfU-hv—wjdu  dv  dw. 

Die  Ungleichungen  18  b)  aber,  welche  die  Grenzen  bestimmen,  ver- 
wandeln sich  in 

c^O,  f/^0,  H-hv — tr^Ö»  tt^O, 

Nun  können  wir  wieder  die  Buchstaben  n,  Vy  w  mit  a*,  x'  und  § 
vertauschen  (an  der  Bezeichnung  der  Integrationsvariabein  liegt  ja  nichts), 
und  erhalten  ftir  das  Integrale 

^Ä^rrn     f^""''  ^^      \f{x-\'X' -^y  t)  f{^,  t)      f(x  yt)  f(x\t)\  ^ 

di  -JJJ '^^  vi>  •  L  v^^^:^^^   yi  ~  Vx'  Vx  J 

X^xx'  jf(x'fXyX'^x'—i)dxdx'd^ 

und  för  die  Ungleichungen ,  die  die  Grenzen  bestimmen 

a^O,  x'^,  150,  x-^x'—^^.  20  b) 

Ersetzen  wir  jetzt  schliesslich  'it(x'yX,x-hx'—^)  nach  Gleichung  13) 
durch  4*  (ic,  .X'',  §),  so  erhalten  wir 

'l^^rrr}      ^^-^J^      [fj^y  ()  f(x-\-x'-iy  t)       fix,  t)  f{x\l)] 

di  -JJJ'^^'V^'    •  L  VI     v'a^ip^^^ri   -  1/^    yp  r    20a) 

X^^'-i'iXrX'A)  dxdx'd^. 

Die  Ungleichungen  20  b)  sind  identisch  mit  den  Ungleichungen  18  a). 
Vereinigen  wir  daher   die  beiden  Formeln  20  a)  und  20  b)   in  eine  ein- 
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Raum  zu  Hilfe  nehmen.  Ziehen  wir  uns  drei  rechtwinklige 
Coordinatenaxen  OX,  OH,  OS'  im  Räume ,  und  tragen  auf  den- 
selben die  Werthe  von  .r,  f,  g  ^ 
I'  auf.  Ferner  ziehen  wir  in 
der  Ebene  XOE  die  Gerade 
OAy  welche  mit  OX  und  OE 
Winkel  von  45**  macht  und 
ebenso  in  der  Ebene  EOE' 
die  Gerade  OB.  Betrachten 
wir  jetzt  das  erste  in  der' 
Fonnel21)  erscheinende  drei- 
fache Integrale.  In  demsel- 
ben ist  bezllglich  |'  von  .r_£  bis  cx),  also  von  einem  Punkte 
der  Ebene  AGB  bis  ins  Unendliche  hinauf  zu  integriren;  bezüg- 
lich £  ist  von  Null  bis  .r,  also  von  Null  bis  zu  einem  Punkte  der 


zige,  indem  wir  uns  wieder  zuerst  nach  ?,  dann  nach  .r',  zuletzt  nach 
X  integrirt  denken  und  die  Integrationsgreuzen  jedesmal  den  Integral- 
zeichen beisetzen  ,  so  erhalten  wir  die  gewünschte  Formel  20)  des 
Textes. 

Wollen  wir  die  Formel  22)  des  Textes  gewinnen,  so  setzen  wir 

Die  Determinante  ist  wieder  eins,  daher 

(itf  dv  dw  =  rf.T  dx'  d^. 
Ferner  ist 

Die  GlDichimg  18  a)  lautet  also  nach  Einführung  dieser  Variabcln 


'  M-hr- 


^1, 

' — w   J 


^ 


X  y  xPiii-^-v—w)  rJ/(?«?,  ?/4-P— ?r,  n)  du  dv  dw 

und  dlo  Ungleichungen  18  b)  lauten 

tr^O,  w4-t>— 1<?^0,  t^O,  1^0. 

Vortäuschen  wir  jetzt,  ganz  wie  früher  die  Buchstaben  w,  r,  w  mit 
^j  x\  4i  s<i  erhalten  wir: 
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Geraden  OA  zu  integriren.  Der  Integrationsraum  des  ersten  In- 
tegrals ist  also  der  ganze  Theil  des  Raumes,  welcher  vertical 
über  AOB  steht  (wofern  man  sich  die  Axe  OH'  vertical  denkt). 
Ebenso  findet  man,  dass  der  Integrationsraum  des  zweiten  Inte- 
grals der  Formel  21)  jener  Theil  des  Raumes  ist,  der  vertical 
über  dem  Dreiecke  AOZ  steht.  (Jenes  Dreieck  von  0  gegen  A 
und  gegen  E  zu  ins  Unendliche  erstreckt  gedacht.)  Beide  Inte- 
grale zusammen  repräsentiren  uns  also  eine  Integration,  die 
ttber  die  körperliche  Ecke  zu  erstrecken  ist,  die  von  den  vier 
Figuren  AOBy  AÜAy  BOa'  und  HÖH'  begrenzt  wird.  Und  nun 
ist  es  leicht,  die  Grenzen  zu  bestimmen,  wenn  zuerst  nach  .r 


X^5(^H-a''-5)  •K5,a'H-.r'-?,a)  dAdx'd% 


X 

22  a) 


.c^O,  x'^,  x-^x'-r^^O,  ?50.  22  b) 

Man  siebt  sofort,  dass  wir  in  der  Gleichung  22  a)  wieder  blos  von 
der  Formel  14)  Gebrauch  zu  machen  und  die  Grenzen  wirklich  anzu- 
schreiben brauchen ,  um  die  Formel  22)  des  Textes  zu  erhalten.  Man 
sieht  also,  dass,  wenn  man  von  der  Methode  der  Grenzenbestimmung 
durch  Ungleichungen  Gebrauch  macht,  die  Transformationen  fast  ohne 
aUe  Rechnung  gemacht  werden  können ,  welche  im  Texte  weitläufige 
Rechnungen  erfordern.  Wenn  ich  trotzdem  im  Texte  von  der  weitläufi- 
geren Methode  Gebrauch  machte,  so  geschah  es  blos,  weil  diese  Art  der 
Grenzenbestimmung  durch  Ungleichungen  eine  etwas  ungewöhnlichere 
ist.  Ich  bemerke  hier  noch,  dass  für  E  auch  folgender  Ausdruck  gesetzt 
werden  kann  : 

roo 

Dieser  Ausdruck  ist  nämlich  blos  um      f{ocyt)dXy  also  um  die  Ge- 

Jo 
sammtzahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit  grösser,  als  der  im  Texte 
filr  E  gegebene.  Und  da  diese  Gesummtzahl  constant  ist,  so  unterschei- 
det er  sich  nur  durch  eine  Constante  davon ,  kann  also  wie  der  im 
Texte  gegebene  nicht  zunehmen.  Eine  andere  Transformationsmethode 
der  Integrale  besteht  darin,  dass  man  der  Function  ^{x,x\  ?)  den  Werth 
Null  beilegt,  so  oft  ar4-a:'—5<0  ist,  und  dann  alle  Integrationen  von  Null 
bis  Unendlich  erstreckt. 
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integrirt  wird.  Bei  constantem  £  und  |'  bleiben  wir  in  jener  kör- 
perlichen Ecke ,  wenn  a;  von  Null  bis  |-f-^'  wächst.  Null  und 
^-hC'  sind  also  die  Integrationsgrenzen  für  x.  Bezüglich  f  und 
^'  aber  geht  die  Integration  von  Null  bis  Unendlich.  Bei  dieser 
neuen  Anordnung  der  Integrationsordnung  vereinigen  sich  also 
wieder  beide  Integrale  in  eines  und  man  hat 


dE 
~dt'' 


]IX 


Mt)f{^\ t)       /(a-, t)  /;,r-H.r-.r,0 


n-^^'- 


X 


In  diesem  bestimmten  Integrale  ist  es  wieder  gleichgiltig, 
mit  welchen  Buchstaben  wir  die  Variabein ,  nach  denen  zu  inte- 
griren  ist,  bezeichnen.  Wir  können  daher  die  beiden  Variabein 
I  und  I'  auch  mit  den  lateinischen  Buchstaben  x  und  x'  bezeich- 
nen, die  Variable  x  aber  mit  dem  Buchstaben  f.  Thun  wir  dies 
und  setzen  noch  vor  das  ganze  Integral  das  negative  Zeichen, 
während  wir  gleichzeitig  die  Zeichen  in  der  eckigen  Klammer 
umkehren,  so  ergibt  sich 


dE 

dt  '' 


0^ 


x-hx' 


log 


0-0 


7(1,0  f[x^x'^£,t)     fix,  t)  f{x\  Ol 


M^O     _     

X  ^^^V  ^(xy  x'y  ^dx  dx'  d^. 


fp       ]fx' 


X 

22) 


Wenden  wir  auf  diese  Formel  wieder  ganz  dieselbe  Trans- 
formation an,  durch  w^elche  wir  aus  der  Gleichung  18)  die  Glei- 
chung 20)  erhielten,  so  gewinnen  wir  noch  einen  vierten  Aus- 

dE 

druck  für  --.    Ich  glaube,   diese  Transformation  hier   nicht 
dt 

wirklich  ausführen  zu  sollen;   man  übersieht  leicht,  dass  ihr 

Resultat  folgendes  ist: 


dE 

dt  '' 


rbo  'oo 


log 


]fx-i-X'—^       [  /?         ]f.V-t-iV'—^ 


_/(.r,_0/(^ 
\f.r      ]f.v' 


23) 


vx'  '^(.r,  x',  ^)dx  d.r'dE. 
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dE 
Ich  will  jetzt  die  vier  Ausdrücke,  die  wir  flir  -—  erhielten, 

noch  einmal  tibersichtlich  zusammenstellen,  wobei  ich  mich  aber 
folgender  Abkürzungen  bediene.  Ich  setze : 

Dadurch  gehen  die  vier  Gleichungen  18),  20j,  22)  und  23) 
über  in 


dE 

dt 


log»  .(77' — SH)rdxd.v'dE 

0   0    0 

E  rooroorx-i-x' 

-=  log»'.  (7a' — 8s')rdxdx'di 

HE       f  °*  r*'  f'"^'' 

TT  =  —  log  (j  .  [fj(s' — ss)r d.v dx'd^ 

^  0     0      0 

roo  roo  rx-f-x' 

=  —      *      log  a' .  {aa' — ss')r  dx  d.v'dt. 


dE 

dt 

dE 


dE 

dt 


000 


dE 
Wir  erhalten  auch    -^,  wenn  wir  alle  die  vier  Ausdrücke 
dt 

addiren  und  die  Humme  durch  4  dividiren.  Da  rechts  lauter  be- 
stimmte Integrale  mit  denselben  Integrationsvariabein  und  den- 
selben Grenzen  stehen,  so  können  wir  die  Integralzeichen  vor 
die  Summen  schreiben  und  brauchen  blos  die  Grössen  unter  den 
Integralzeichen  zu  addiren.  Heben  wir  da  noch  den  gemeinsamen 
Factor  heraus ,  so  erhalten  wir 


dE         1    (ooroorx-^z' 

—  =  -  Ulog»H-log»' — loga — loga^au' — 8s')rd.vd.v'd^y 


oder  Dach  Zusammenziehen  der  Summe  der  Logarithmen  in  den 
Logarithmus  eines  Productes 
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•«-hoc'    . 

log  — ;:  .  (^^-j' — tts')  r  //o?  dx'dL  24) 


W~4 


Wenn  nun  nicht  fttr  alle  Werthecombinationen  der  in  den  $ 
und  G  enthaltenen  Variabein 

hh'  =  gg'  25) 

ist,  80  mu88  für  einige  entweder  sh'z>gg'  oder  ««'<c^^'  sein.  Im 
ersten  Falle  ist  log  -  7  positiv,  go' — ss'  aber  negativ,  im 
zweiten  umgekehrt ;  in  beiden  Fällen  ist  daher  das  Product 
log  — r  'C^^^' — *^')  negativ.  Nun  ist  aber  die  Grösse  r  wesent- 
lich positiv,  da  -^  immer  positiv  ist,  und  auch  die  Quadratwur- 
zeln mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen  sind.  Es  ist  also  die 
Grösse  unter  dem  Integralzeichen,  folglich  auch  das  ganze  In- 
tegrale nothwendig  negativ.  Es  muss  also  E  nothwendig  abneh- 
men. Nur  wenn  allgemein  die  Gleichung  25)  gilt,  kann  E  con- 
stant  bleiben.  Da  nun,  wie  wir  später  sehen  werden,  E  auch 
nicht  negativ  unendlich  werden  kann,  so  muss  es  sich  mit  wach- 
sender Zeit  immer  mehr  einem  Minimum  nähern,  fttr  welches 

-  -  =0  wird ,  daher  die  Gleichung  25)  besteht.  Diese  Glei- 
chung lautet,  wenn  wir  fttr  z?,  «',  g  und  g'  wieder  ihre  Werthe 
substituiren : 

Damit  diese  Gleichung  iHr  alle  Werthe  der  Variabein  o?,  o?' 
und  C  bestehe,  muss,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt, 

sein.  Es  ist  somit  strenge  bewiesen,  dass,  wie  immer  die  Ver- 
theilung  der  lebendigen  Kraft  zu  Anfang  der  Zeit  gewesen  sein 
mag,  sie  sich  nach  Verlauf  einer  sehr  langen  Zeit  immer  noth- 
wendig der  von  Maxwell  gefundenen  nähern  muss.  Das  bis- 
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her  Vorgenommene  ist  nun  allerdings  nichts  weiter  als  ein  mathe- 
matischer Kunstgriff,  um  einen  Satz  strenge  zu  beweisen, 
dessen  exacter  Beweis  bisher  nicht  gelungen  ist.  Es  gewinnt 
aber  sehr  an  Bedeutung  durch  seine  Anwendbarkeit  auf  die 
Theorie  mehratomiger  Gasmolekttle.  Dort  iässt  sich  wieder  von 
einer  gewissen  Grösse  E  beweisen,  dass  dieselben  in  Folge  der 
Molecularbewegung  nur  abnehmen  oder  im  Grenzfalle  constant 
bleiben  kann.  Gs  Iässt  sich  also  der  Beweis  liefern ,  dass  bei 
der  Atombewegung  von  Systemen  beliebig  vieler  materieller 
Punkte  immer  eine  gewisse  Grösse  existirt,  welche  in  Folge 
Jener  Atombewegung  nicht  zunehmen  kann,  und  diese  Grösse 
atinomt  bis  auf  einen  constanten  Factor  genau  mit  der  von  mir  in 
der  Abhandlung  „Analyt.  Beweis  der  2.  Haupts,  etc.",  Sitzungsb. 

d.  Wiener  Akad.  Bd.  63,  für  das  bekannte  Integrale  ~  gefun- 
denen Grösse  Uberein.  Es  ist  also  hiemit  ein  analytischer  Be- 
weis des  zweiten  Hauptsatzes  auf  einem  ganz  anderen  Wege 
angebahnt,  als  derselbe  bisher  versucht  wurde.  Bisher  suchte 

man  nämlich  immer  zu  beweisen,  dass  -^  =0  ist  ftir  den  um- 
kehrbaren Kreisprocess ,  womit  noch  immer  nicht  analytisch 
bewiesen  ist ,  dass  es  fUr  den  nicht  umkehrbaren  Kreisprocess, 
der  doch  allein  in  der  Natur  vorkommt,  immer  negativ  ist,  wäh- 
rend der  umkehrbare  Kreisprocess  blos  ein  Ideal  ist,  dem  man 
«ich  mehr  oder  weniger  nähern,  es  aber  nicht  vollkommen  er- 
reichen kann.    Hier  dagegen  gelangen  wir  direct  zum  Satze, 

dass  I  —  im  AUgemeinfen  negativ  und  nur  fUr  den  Grenzfall 

gleich  Null  ist,  der  natürlich  der  umkehrbare  Kreisprocess  ist 
^weil  für  ihn  nicht,   wenn  man  ihn  in  dem  einen  und  andern 

Sinne  durchläuft,     —  immer  negativ  sein  kann). 

II.  Ersetzung  der  Integrale  durch  Summen. 

Ich  will  mich  hier  nicht  länger  mit  Betrachtung  der  Bezie- 


[dQ 

J  T 

8itsb.  d.  mftthem.-D&turw.  Ci.  L2lYI.  Bd.  II.  Abth.  20 


hvmg  der  Grösse  E  zum  Integrale    -~  aufhalten,  sondern  jetzt 
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zeigen ,  wie  alles  bisher  Vorgetragene  viel  klarer  und  anschau- 
licher wird ,  wenn  wir  die  partielle  Differentialgleichung  16)  in 
ein  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  verwandeln. 
Es  geschieht  dies,  indem  wir  das  in  jener  partiellen  Differential- 
gleichung erscheinende  Doppelintegrale  durch  eine  Summe  er- 
setzen nach  der  bekannten  Formel 

"/(.f,  t)da:  =  lim  c[/(£,  O-^/r^f ,  t)^f\ph  0-^  •  •  ÜPh  OJ 

f'llr  fimt  =  0,  /twj»c  =  cx). 

Wir  wollen  beide  Integrale  der  Formel  16)  durch  eine  der- 
artige Summe  ersetzen ,  und  zuerst  £  und  p  endlich  annehmen. 
Dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  16)  in  eine  Differentialglei- 
chung mit  folgenden  Unbekannten:  /*(s,^),  fi^h^)}-  "fifih^y 
Jede  dieser  Unbekannten  ist  nur  mehr  Function  der  Zeit.  Die 
Zahl  der  Unbekannten  ist  p.  Allein  die  Gleichung  16)  muss  für 
jedes  X  gelten.  Setzen  wir  darin  der  Reihe  nach 

.f  =  6  ,   .f  =  2ft  , , .  ,x=p£, 

so  erhalten  wir  im  Ganzen  p  Differentialgleichungen  zwischen 
unsern  p  Unbekannten;  und  da  die  Unbekannten  nur  Functionen 
der  Zeit  sind,  so  sind  die  Differentialgleichungen  keine  partiel- 
len. Dieses  System  von  p  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
zwischen  p  Unbekannten  lösen  wir  zuerst  auf  und  untersuchen 
dann,  welcher  Grenze  sich  die  Lösung  nähert,  wenn  £  unendlich 
klein,  pz  unendlich  gross  wird.  Jene  Grenze  ist  dann  die 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung.  Die  Substitution  der 
Summenformel  in  die  partielle  Differentialgleichung  hat  gar 
keine  Schwierigkeit.  Dieselbe  verwandelt  sich  dann  in  das 
Gleichungssystem  34)  auf  Seite  39.  Auf  dieser  Seite  werden 
wir  dann  auch  die  ttbrigen  jetzt  nur  skizzirten  Rechnungs- 
operationen ausfuhren.  Zuvor  will  ich  aber  noch  zeigen  ^  wie 
man  unser  Problem  modifiisiren  muss,  um  direct  statt  auf 
die  partielle  Differentialgleichung  auf  jenes  System  von  p 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zu  kommen.  Die  Methode, 
deren  wir  uns  hiebei  bedienen  werden,  ist  kemeswegs  neu. 
Die  Integrale  sind  bekanntlieh  nichts  anderes,  als  symboliHche 
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Bezeichnungen  für  Summen  unendlich  vieler,  unendlich  kleiner 
Glieder.  Die  symbolische  Bezeichnung  der  Integralrechnung 
zeichnet  sich  nur  durch  eine  solche  Ktirze  aus ,  dass  es  in  den 
meisten  Fällen  nur  zu  unnützen  Weitschweifigkeiten  führen 
wtlrde ,  wenn  man  die  Integrale  ei*st  als  Summen  von  p  Glie- 
dern hinschriebe  und  dann  p  immer  grösser  werden  Hesse. 
Trotzdem  aber  gibt  es  Fälle ,  in  denen  die  letztere  Methode 
wegen  der -Allgemeinheit ,  die  sie  erzielt,  namentlich  aber 
wegen  der  grösseren  Anschaulichkeit ,  in  der  sie  die  verschie- 
denen Lösungen  eines  Problems  erscheinen  lässt ,  nicht  ganz  zu 
verschmähen  ist.  Ich  erinnere  da  an  die  elegante  Auflösung  des 
Problems  der  Saitenschwingungen  durch  Lagrange  in  den 
JKscellanen  taurinensin ,  wo  derselbe  zuerst  die  Schwingungen 
eines  Systems  von  n  mit  einander  verbundenen  Kugeln  behan- 
delt, und  dann  zu  den  Saitenschwingungen  gelangt ,  indem  er  n 
immer  grösser ,  die  Masse  jeder  Kugel  immer  kleiner  werden 
lässt.  In  ähnlicher  Weise  wurde  auch  das  Problem  der  Diffusion 
und  Wärmeleitung  (durch  Stefan,  Sitzungsb.  d.  Wiener  Akad. 
Bd.  47  u.  Beez)  gelöst.  Noch  eine  hübsche  Anwendung  dieser 

Methode  auf  die  Difterentialgleichung  -z—r  =«    . — \-    ,       deu- 

drds         \  dz        da ) 

tet  Riemann  in  den  Ber.  d.  Götting.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  8  an 
Diese  Methode  scheint  mir  nun  auch  in  unserem  Falle,  wenn 
man  sich  einmal  an  einige  Abstractionen  gewöhnt  hat,  die  Deut- 
lichkeit sehr  zu  fördern.  Wir  wollen  an  die  Stelle  der  continuir- 
licben  Variabein  x  eine  Reihe  discreter  Werthe  £,  2£,  Se,.  .  ,pi 
setzen.  Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  unsere  Moleküle 
nicht  im  Stande  sind,  eine  continuirliche  Reihe  lebendiger  Kräfte 
anzunehmen,  sondern  blos  solche,  welche  Vielfache  einer  ge- 
wissen (ifrösse  £  sind.  Im  Übrigen  wollen  wir  ganz  dasselbe  Pro- 
blem wie  früher  behandeln.  In  einem  Räume  R  haben  wir  sehr 
nele  Gasmoleküle.  Aber  jedes  derselben  soll  nur  fähig  sein, 
folgende  lebendige  Kräfte  anzunehmen : 

£,  2s,  »^f,  4s. .  .pi  26) 

Kein  Molekül  soll  eine  dazwischen  liegende  noch  grössere 
lebendige  Kraft  annehmen.  Wenn  zwei  Moleküle  zusammenstos- 
>eii  j    «o  sollen  sie  ihre  lebendige  Kraft  in  gar  mannigfaltiger 


Digitized  by  VjOOQIC 


31p  Boltzmaun. 

Weise  verändern.  Aber  iiumer  soll  nach  dem  Stosse  die  leben- 
dige Kraft  jedes  Moleküls  wieder  ein  Vielfaches  von  e  sein. 
Ich  brauche  wohl  nicht  zu  bemerken ,   dass  wir  es  da  für  den 
Augenblick  nicht  mit  einem  reellen  physikalischen  Probleme  lu 
thun  haben.  Es  dürfte  schwer  sein ,  eine  Vorrichtung  zu  ersin- 
nen ,   welche  den  Zusammenstoss  zweier  Körper  so  regulirt, 
dass  nach  demselben  die  lebendige  Kraft  eines  jeden  immer  ein 
Vielfaches  von  e   ist.    Darum   handelt  es  sich  hier  auch  gar 
nicht.  Jedenfalls  steht  es  uns  frei ,  die  mathematischen  Conse- 
quenzen  dieser  Annahme  zu  prüfen,  welche  nichts  weiter  als  ein 
Hilfsmittel  sein  soll  y  um  uns  die  Berechnung  des  physikalischen 
Vorganges  zu  erleichtem.  Denn  zum  Schlüsse  werden  wir  ja  t 
unendlich  klein ,  ps  unendlich  gross  setzen ,  wodurch  sofort  die 
unter  26)  gegebene  Reihe  lebendiger  Kräfte  in  eine  continuir- 
liche,  unsere  mathematische  Fiction  also  in  das  früher  behan- 
delte physikalische  Problem  übergeht.  Wir  nehmen  nun  an,  zur 
Zeit  t  befinden  sich  w^  Moleküle  mit  der  leb.  Kraft  e ,  w^  Mole- 
küle mit  der  leb.  Kraft  2e  . , .  Wp  mit  der  leb.  Kraft  pe  in  der 
Volumeinheit.  Wir  nehmen  wieder  an,  schon  zur  Zeit  t  sei  die 
Vertheilung  der  lebendigen  Kraft  eine  gleichftJrmige  gewesen 
(die  mit  w  bezeichneten  Grössen  seien  also  unabhängig  davon, 
wo  wir  den  Raum  vom  Volumen  eins  construiren)  und  für  die 
(ieschwindigkeitsrichtung  sei  jede  Richtung  im  Räume  gleich 
wahrscheinlich  gewesen.  Im  Verlaufe  der  Zeit  werden  aus  der 
Volumeinheit  Moleküle  von  einer  gewissen  lebendigen  Kraft,  z.  B. 
ke  austreten  ;  allein  da  die  Vertheilung  der  lebendigen  Kraft 
eine  gleichförmige  ist,  so  werden  durchschnittlich  eben  so  viele 
wieder  aus  der  Umgebung  eintreten.   Und  da  es  sich  hier  nur 
um  Durchschnittswerthe  handelt,  so  werden  sich  die  mit  w  be- 
zeichneten Anzahlen  also  nur  durch  die  Znsaumienstösse  verän- 
dern. Wollen  wir  daher  die  Differentialgleichungen  für  die  Ver- 
änderungen der  w  aufstellen,  so  müssen  wir  die  Zusanmienstösse 
einer  nähern  Betrachtung  unterziehen.  Bezeichnen  wir  mit  iVjI 
die  Zahl  der  Zusammenstösse,  welche  in  der  Volumeinheit  wäh- 
rend der  sehr  kleinen  Zeit  r  so  geschehen ,  dass  vor  denselben 
die  lebendige  Kraft  des  ersten  der  stossenden  Molektlle  *£,  die 
des  zweiten  /c ,   nach  dem  Stosse  aber  die  des  ersten  tu  ,  des 
zweiten  '/.e  ist.  Die  \ier  Grössen  Ar,  /,  x,  /  sind  ganze  positive 
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Zahlen  ^p]  denn  Znsammenstösse ,  bei  denen  die  Grössen 
k,  /,  X,  X  andere  Werthe  hätten ,  finden,  wie  wir  wissen ,  nicht 
statt.  Ansserdem  besteht  zwischen  denselben  die  Gleichung 

*-f-/=x-f-X,  27) 

da  die  Summe  der  lebendigen  Kraft  beider  Moleküle  vor  dem 
Stosse  gleich  der  Summe  der  lebendigen  Kraft  beider  Molekttle 
nach  dem  Stosse  sein  muss.  Da  wir  es  gegenwärtig  nicht  mit 
einem  reellen  physikalischen  Probleme  zu  thun  haben,  so  kön- 
nen wir  diese  Anzahl  N^^  natürlich  auch  nicht  wirklich  bestim- 
men ;  wir  können  über  dieselbe  vielmehr  jede  beliebige  Voraus- 
setzung machen  und  die  daraus  folgenden  Consequenzen  prüfen. 
Wollen  wir  aber,  dass  unser  Problem  für  unendlich  kleine  £  in 
das  früher  behandejte  übergeht,  so  müssen  wir  voraussetzen, 
dass  iV^  vollkommen  analog  bestimmt  sei,  wie  früher  die  An- 
zahl der  Zusammenstösse  bestimmt  war.  Wir  nehmen  also  an, 
die  Zahl  iV*^^'  sei  wieder  erstens  proportional  der  Zeit  t,  zweitens 
proportional  der  Anzahl  der  Moleküle  mit  der  lebendigen  Kraft 
ke  in  der  Volumeinheit,  also  proportional  ir*,  drittens  proportio- 
nal der  Zahl  wi.  Das  Product  dieser  drei  Grössen  sei  noch  zu 
multipliciren  mit  einem  gewissen  Proportionalitätsfactor ,  der 
noch  von  den  vier  die  Natur  des  Zusammenstosses  bestimmen- 
den Grössen  k,  /,  x,  >,  aber  nicht  von  der  Zeit  abhängen  kann, 
und  mit  A^^  bezeichnet  werden  mag.  Fassen  wir  alles  dieses 
zusammen,  so  haben  wir  also  : 

S:;l=r.w,.w,.A':,.  28) 

.  Jetzt  ist  die  Zahl  der  Znsammenstösse  ganz  analog  wie 
früher  (in  Formel  2)  bestimmt.  Die  Grösse  A  tritt  an  die  Stelle 
der  früher  mit  ^  bezeichneten.  W^ollen  wir  die  Analogie  voll- 
ständig machen,  so  müssen  wir  der  Grösse  A  auch  noch  dieselben 
Eigenschaften  beilegen,  welche  die  Grösse  1  hatte,  p  erfüllte 
die  Gleichnng 


;  j.\v''^(d*,  y,  t)= ';  c(.f-H j?' — £)  ^(Ej  .r-H.r' — c,  x).  2 0) 
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In  unserem  Falle  sind  die  lebendigen  Kräfte  vor  dem  Stossp 
kl,  Ity  die  nach  demselben  xe,  as;  in  unserem  Falle  ist  also 

x  =  ki,   x'=^lz,  ^=y'i,  .r-H.r— £=Xc. 

Der  Grösse  ^^(.r, .r, £)  entspricht  ^*^',  und  man  sielit  leicht,  dass 
der  Grösse  t{;(^,,r-f-.r' — |,.r)  die  Grösse  ^*';  entspricht.  Die  Glei- 
chung ^9)  geht  also  in  unserem  Falle  über  in 

Nun  ist  die  Analogie  eine  vollständige,  und  wir  brauchen 
nur  €  unendlich  klein,  pt  unendlich  gross  zu  setzen,  um  aus  der 
Lösung  dieses  Problems  die  des  früher  behandelten  physikali- 
schen zu  erhalten.  Die  Formeln  werden  etwas  einfacher ,  wenn 
wir  [/"Ä/^*',  was  ja  wieder  eine  von  den  vier  Zahlen  A:,  /,  x,  / 
abhängige  Constanle  ist ,  mit  Ä^^  bezeichnen.  Dann  geht  die 
Gleichung  ^50)  über  in 

und  die  Gleichung  28)  verwandelt  sich  in 

X).  ^j^j  X). 

Die  Quadratwurzeln  sind  nattlrlich  positiv  zunehmen,  da 
N^l  wie  die  w  wesentlich  positive  Zahlen  sind ,  und  wir  die  B 
auch  immer  positiv  wählen  wollen.  Nach  diesen  Vorbereitungen 
fragen  wir  uns ,  welche  Veränderung  die  Grösse  ?r,  während 
(itr  Zeit  r  erfahrt.  Wy  ist  die  Zahl  der  Moleküle  mit  der  leben- 
digen Kraft  £  in  der  Volumeinheit.  Wir  wissen,  dass  sich  diese 
Zahl  nur  in  Folge  der  Zusammenstösse  verändert.  So  oft  näm- 
lich zwei  Moleküle  so  zusammenstossen ,  dass  vor  dem  Stosse 
eines  derselben  die  lebendige  Kraft  s  hat,  während  nach  dem- 
selben keines  mehr  die  lebendige  Kraft  £  hat,  vnrA  diese  Zahl 
um  eins  vermindert.  Umgekehrt,  so  oft  zwei  Moleküle  so  zu- 
^^ammenstossen,  dass  vor  dem  Stosse  keines,  nach  dem  Stosse 
aber  eines  die  lebendige  Kraft  c  hat ,  wird  jene  Zahl  um  eins 
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vermehrt.  Ziehen  wir  also  die  erstere  Zahl  von  ?r,  ab ,  und  ad- 
diren  die  letztere  hinzu,  so  erhalten  wir  die  Zahl  der  Moleküle 
in  der  Volumeinheit,  welche  zur  Zeit  f-f-r  die  lebendige  Kraft  £ 
haben,  und  welche  wir  mit  w^  bezeichnen  wollen.  Es  handelt 
sich  also  jetzt  um  die  Zahl  der  Zusammenstösse ,    vor  denen 
eines  der  stossenden  Molekttle  die  lebendige  Kraft  e  hatte.  Wenn 
auch  das  andere  die  lebendige  Kraft  e  hatte ,  so  müssen  nach 
dem  Stosse  wieder  beide  die  lebendige  Kraft  e  haben ,  da  die 
Summe  der  lebendigen  Kraft  beider  nach  dem  Stosse  wieder  2b 
sein  muss  und  keine  anderen  lebendigen  Kräfte  als  die  in  der 
Reihe  26)  verzeichneten  vorkommen  können.    Hatte  vor  dem 
Stosse  ein  Molekül  die  lebendige  Kraft  e,  das  andere  2e,  so  muss 
aus  demselben  Grunde  auch  nach  dem  Stosse  eines  die  lebendige 
Kraft  £,  das  andere  2«  haben.  'Durch  alle  diese  Zusammenstösse 
ändert  sich  also  die  Zahl  der  Moleküle  mit  der  lebendigen  Kraft  e 
nicht.  Anders  aber  ist  die  Sache,  wenn  vor  dem  Stosse  ein  Mole- 
kül die  lebendige  Kraft  e,  das  andere  3s  hatte;  dann  können 
nach  dem  Stosse  beide  die  lebendige  Kraft  2s  haben.  Durch  jeden 
dieser  Zusammenstösse  wird  die  Zahl  dcrTMoleküle  mit  der  leben- 
digen Kraft  £y  also  w^,  um  eins  vermindert.  Im  Ganzen  geschehen 
Nil  solcher  Zusammenstösse  in  der  Volumeinheit  während  der 
Zeit  r;  durch  alle  diese  Zusammenstösse  zusammen  nimmt  alöo 
«?,  um  Nil  ab.   Es  ist  also  NU  von  'ir,  zu  subtrahiren.   Ebenso 
sind  N^y  N^,  ^'u^-  •  -^V-LiJ  ^o"  ^«^i  ^^^  subtrahiren.   Dagegen 
sind  die  Zahlen  ^^,'3*,  iV,^,...A'^^"*''^'dazu  zu  addiren,  weil  durch 
jeden  dieser  Zusammenstösse  die  Zahl  der  Moleküle  mit  der 
lebendigen  Kraft   &   um   eins   vermehrt   wird.    Es   ergibt   sich 
somit : 

Das  Gesetz,  welches  hier  herrscht,  ist  leicht  zu  übersehen. 
Zu  subtrahiren  sind  alle  N,  welche  oben  den  Index  1  habe», 
zu  addiren  alle,  welche  unten  den  Index  1  haben.  Diejeni- 
gen, welche  diesen  Index  sowohl  oben,  als  auch  unten  haben, 
sind  zu  addiren  und  subtrahiren,  können  also  ganz  weggelassen 
werden.  (Früher  im  Integrale  haben  wir  diese  sich  tilgenden 
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Glieder  beqnemlichkeitshalber  nicht  fortgehoben.)  Dabei  ist 
noch  zu  beachten,  dass  die  vier  Indices  der  N  die  Gleichnng  27) 
erfüllen  müssen,  und  dase  zwei  N,  welche  durch  gleichzeitige 
Verwechslung  der  obern  und  untern  Indices  auseinander  hervor- 
gehen (z.  B.  iVy,*  und  A^)  ganz  identischen  ZusammenstOssen 
entsprechen ,  daher  nur  einmal  addirt  (respective  subtrahirt) 
werden  dürfen.   Entwickeln  wir  w\  nach  dem  Taylor'schen 

Lehrsatze,  so  ergibt  sich  »p'-=jc,-HT--z-i.  Substituiren  wir  dies, 

dt 

sowie  die  durch  die  Gleichung  32)  gegebenen  Werthe  der  N  in 

die  Gleichnng  33),  so  ergibt  sich,  nachdem  mit  r  wegdividirt 

wurde 

'''Ci  =  _/?l3    ^"t'^  _ßU     "j^\'     JI4  JliJ^^_ßt:,    '«^i'Ps 


'it        "]fT]fÄ     "/r/4    "/r/i"  "iAT/5  ■*• 

"      2             »/2  /3        'V2  1^3  "/2  /4 

welche  Gleichung  unter  Berücksichtigung  der  Gleichnng  32) 
auch  so  geschrieben  werden  kann : 


V   n        3t  ^^^^2  1/3       /]    \f4) 


Ebenso  findet  man 


»3       =«'1^1/]   /4       '/2  /3; 


34) 
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Es  bedarf  höchstens  noch  einer  Erläntemng,  warum  das 

Glied  Bil , J  ,_  im  Ausdrucke  für  -^  den  Factor  2  hat.  Die- 

ses  Glied  rtlhrt  von  jenen  Zusammenstössen  her ,  fUr  welche 
vor  dem  Stosse  ein  Molekül  die  lebendige  Kraft  « ,  das  andere 
3ej  nach  dem  Stosse  beide  die  lebendige  Kraft  2c  haben ;  durch 
jeden  dieser  Stosse  wird  die  Zahl  der  Moleküle  mit  der  lebendi- 
gen Kraft  2e  nicht  um  eins ,  sondern  um  zwei  vermehrt ,  weil  ja 
durch  jeden  dieser  Stosse  gleichzeitig  zwei  Moleküle  die  leben- 
dige Kraft  2e  gewinnen.  Daher  müssen  alle  diese  Stosse  doppelt 

gezählt  werden.  Ebenso  zählen  im  Ausdrucke  für  —r-^  die  Glie- 

at 

der  J?'^^^  und  B^^  ~=?^  u.  s.  w.  doppelt.  Es  wäre  leicht, 

das  Gleichungssystem  34)  durch  Summenformeln  darzustellen ; 
ich  glaube  aber,  dass  dadurch  für  die  Deutlichkeit  nichts 
Wesentliches  gewonnen  würde;  das  Bildungsgesetz  ist  ja  nach 
dem  Auseinandergesetzten  klar.  Man  sieht  auch ,  dass  dies 
genau  das  Gleichungssystem  ist ,  in  welches  die  eine  partielle 
Diflferentialgleichung  18)  übergeht,  wenn  man  sie  nach  der  frü- 
her auseinandergesetzten  Lagr an ge'schen  Methode  durch  ein 
System  von  p  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ersetzt  und 
f(ktjt)  mit  Wk  bezeichnet.  Um  die  Gleichungen  34)  etwas  zu  ver- 
einfachen, setzen  wir 

Dieselben  verwandeln  sich  dann  in 

'J;«=    J?«(«f-«,«3)H-(Ä{»-HÄj»)(«,«3-«,'0^--  • 


/7^J =<X:;-.  -Hi?;L'..,)('v';^.-'v'.v 
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Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich  wieder  beweisen,  dass 


E=n^\ogu^-^  ]f2uj^logy2^' .  .-^^pUplog 


p 


beständig  abnehmen  muss,  so  lange  nicht  wj — w^i/j,  m^Mj — u^tt^... 
kurz  alle  in  den  Gleichungen  35)  mit  den  Coßfficienten  B  multi- 
plicirten  Ausdrücke  verschwinden.  Die  Gleichungen  35)  haben 
das  Unbequeme,  dass  sie  sich  höchstens  durch  Summenformeln 
nicht  aber  explicit  vollständig  hinschreiben  lassen.  Es  wird 
daher  ohne  Zweifel  die  Deutlichkeit  erhöhen,  wenn  wir,  mit 
den  einfachsten  Fällen  beginnend,  erst  allmälig  zum  allgemei- 
nen Falle  Übergehen.  Sei  zunächst  j»  =  3;  die  Molekttle  seien 
also  nur  f^hig,  drei  verschiedene  lebendige  Kräfte,  e,  2e  und  3c 
anzunehmen.  Dann  reducirt  sich  das  Gleichungssystem  35)  auf 
folgende  drei  Gleichungen : 

^^=    *iJ(«J-",«n) 
und  der  Ausdruck  für  E  geht  liber  in 

E  =  U^  lOgWj-f-  /2M,l0gW,-+-  ]f3H^l0gUy 

Die  Differentiation  liefert 

f  =  (10g«,^l)  ^«  H-  (10g,^^l)  ^*  ^  (log«,-*-])  '-^f 

oder  nach  veränderter  Anordnung  der  Glieder 


^.  ..,..*  ^^4-. 
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Die  Summe  der  letzten  drei  Glieder  verschwindet  gemäss 

(iE 
den  Gleichungen  36)  und  man  erhält  somit  -j  ,  indem  man  die 

erste  dieser  Gleichungen  mit  logw, ,  die  zweite  mit  log?!^,  die 
dritte  mit  log  1/3  omltiplicirt  und  alle  drei  addirt.  Führt  man  dies 
wirklich  aus,  so  erhält  man 


dF 

-^^  =  Äj».(j/J— «,W3).(l0g«,-Hl0g«j— iMogM,) 


oder 


|=fii?.(^'J-^Wlog|''^^)- 


dE 


Von  den  beiden  Factorcn ,  welche  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  mit  B^l  multiplicirt  sind,  ist  für  tt*>?/,W3  der 
erste  positiv ,  der  zweite  negativ ,  fltr  ul<cn^u^  aber  der  erste 
negativ  und  der  zweite  positiv ;   ihr  Product  ist  daher  immer 

dE 

negativ ,   und  da  JBJJ  wesentlich  positiv  ist ,   so  ist  ---  immer 

negativ  oder  gleich  Null;  letzteres  fWr  u\=n^ti^.  Nun  lässt  sich 
aber  leicht  beweisen ,  dass  E  nicht  negativ  unendlich  werden 
kann.  Selbstverständlich  kann  keine  der  drei  Grössen  u^ ,  v^ 
und  «3  negativ  oder  imaginär  werden.  Für  positive  n  aber  kann 

ulogu  bekanntlich  keinen  grösseren  negativen  Wert h  als , 

e 

die  Grösse  E  also  keinen  grösseren  negativen  Werth  als 


annehmen^  wobei  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist. 

Es  muss  sich  also,  E,  da  sein  Differentialquotient  nicht 
positiv  sein  kann,  immer  mehr  einem  Minimum  nähern,  für  wel- 

ehes  —-  =  0,  also  w!=w,Wa  ist.  Ganz  in  derselben  Weise  kann 
de         '  t       I  3 

der  Beweis  auch  geführt  werden,  wenn  w>-3  ist.  Ich  betrachte 
hier  nur  noch  den  Fall  «=4.  In  diesem  Falle  reduciren  sich  die 
Gleichungen  35)  auf 
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at  =  *«("J-«.«3)+(ÄiS-HJ?JJ)(«t«3-".«») 


M*m»\  ff« ff  «rCq  J— I— l  Mß»,%—T—Mßnm,  II  '««r«-« ff  «  fC  «.   I 

37) 
Für  E  aber  findet  man 

E  =  M,  log  W,  -h/^Twjj  log  Mjg-+- [/^.-i  ii,  log  ?/.,-H ]/4  u^  log M^ 
"    =log'/, -^/-f-/^21ogWj— ^H-l/^3Iog/i3— 3-+-i/^41ogii^^^^^  * 


Substituirt  man  hier  für  -  '  ,     -  *  ,  -  -^  ,  --i  ihre  Werthe 

dt       dt  '    dt  '    dt 

ans  den  Gleichungen  37),  so  ergibt  sich  nach  passender  Anord- 
nung der  Glieder 


dE 
dt 


=  *J?(''J-'VOJog|^3^^ 


-(*{3-^*iJ)0'2''3-'^'^)l«g 


H^U^ 


Ich  bemerke,  dass  die  Veränderung  der  Anordnung  der 
Summanden,  welche  hier  erforderlich  war,  nichts  anderes  ist, 
als  unsere  frühere  weitläufige  Transformation  des  bestimmten 
Integrals.  Aus  dem  obigen  Ausdrucke  sieht  man  sofort ,  dass 

-  wieder  nothwendig  negativ  ist,  wenn  nicht  gleichzeitig 

u\=u^u^^  wJ=Wj?/^,  H^u^r=n(Un 
iüt*  wofllr  man  auch  setzen  kann 

II,  ii\ 


h 
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dE 
Ebenso   findet  man  für  den  allgemeinen  Fall ,    dass  -- 

dt 

nothwendig  negativ  ist ,  daher  E  nothwendig  abnimmt ,  wenn 
nicht 

«3—-  ,    W^_-j,..  .  ,iö) 

ist.  Da  nun  E  wieder  keinen  grösseren  negativen  Werth  als 

e 

annehmen  kann,  so  muss  es  sich  nothwendig  einem  Minimum 
immer  mehr  und  mehr  nähern ,  für  welches  die  Gleichungen  38) 
bestehen  werden.  Es  nähert  sich  daher  die  Zustandvertheilung 
immer  mehr  der  durch  die  Gleichungen  38)  bestimmten.  Es  ist 
noch  zu  beweisen,  dass  die  Gleichungen  38)  die  Zustandsver- 
theilung  eindeutig  bestimmen.  Addiren  wir  alle  Gleichungen  35), 
80  ergibt  sich 

daher 

?i,  -+- 1^211,-+-  I/31/3-H . . .  -H  //?  Up=a  40j 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

11^-4-2  ]f2u^-^'d\[^u^-\- . . .  -Hp/^M^=*  ,  41) 

wobei  a  und  b  Constanten  sind.  Die  Bedeutung  dieser  Gleichun- 
gen liegt  auf  der  Hand.  Es  ist  nämlich 


tTj-H-iTj-Hfr^-f- . . .  =ttj-+-l/Yw,±  ]l^6u^ 


,=/! 


die  Gesammtzahl  der  Moleküle  in  der  Volnmeinheit,  b  aber  ist 
ihre  gesammte  lebendige  Kraft.  Die  Gleichungen  40)  und  4]) 
besagen  uns  also,  dass  jene  beiden  Grössen  constant  sind.  Seien 
uns  die  beiden  Grössen  a  und  b ,  also  die  Gesammtzahl  der  Mo- 
leküle in  der  Vdumeinheit  und  ihre  gesammte  lebendige  Kraft 
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gegeben.   Dann  wollen  wir  den  Quotienten  -?  =  7  setzen.   Die 
Gleichungen  38)  geben  dann  über  in 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  40)  und 
41),  go  findet  man  daraus  mit  Leichtigkeit 

42) 

Da  alle  u  nothwendig  positiv  sind,  so  sieht  man  unmittel- 
bar, dass a  positiv, pa  aber  negativ  sein  muss.   Es 

muss  daher  b  zwischen  ta  und  tpa  liegen.  In  der  Gleichung  42) 
ist  daher  der  Co^fficient  von  7^-'  positiv,  das  von  7  freie  Glied 
aber  negativ.  Ihr  Gleichungspolynom  ist  also  Itir  7=  od  positiv, 
tllr  7  =  0  negativ;  sie  liefert  also  eine  positive  Wurzel  für  7 
und  sie  liefert  nur  eine  ^  weil  die  Reihe  der  Coßfficienten  nur 
einen  Zeichen  Wechsel  hat.  Negative  oder  imaginäre  Werthe  für 
7  haben  natürlich  keinen  Sinn.  Aus  7  aber  lassen  sich  alle  u, 
mithin  auch  die  w  eindeutig  bestimmen.  Wie  immer  also  die  Zu- 
standsvertheiluug  zu  Anfang  der  Zeit  gewesen  sein  mag,  es  gibt 
eine ,  und  nur  eine ,  der  sie  sich  mit  wachsender  Zeit  immer 
mehr  nähert.  Dieselbe  hängt  blos  ab  von  den  Constanten  a  und 
// ,  also  der  Gesammtzahl  und  der  gesammteu  lebendigen  Kraft 
der  Moleküle  (Dichte  und  Temperatur  des  Gases),  Dieser  Satz 
wurde  zunächst  nur  für  den  Fall  bewiesen ,  dass  die  Zustands- 
vertheilung  schon  zu  Anfang  der  Zeit  eine  gleicht))rmige  war. 
Er  muss  also  auch  gelten,  wenn  dies  nicht  der  Fall  war,  wenn 
die  Moleküle  nur  so  vertheilt  waren,  dass  sie  sich  mit  wachsen- 
der Zeit  immer  mehr  mischen ,  dass  also  die  Znstandsverthei- 
lung  nach  Verlauf  einer  sehr  langen  Zeit  eine  gleichfürmige 
wird ,  und  dies  wird  immer  der  Fall  sein,  mit  Ausnahme  ganz 
specieller  Fälle,  z.  B.  wenn  die  Moleküle  anfaifgs  in  einer  gera- 
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den  Linie  angeordnet  gewesen  wären,  und  auch  von  den  Wän- 
den in  diese  Gerade  zurttekreflectirt  würden.  Da  wir  dies  für 
beliebige  p  und  e  bewiesen  haben,  so  können  wir  sofort  zu  dem 

Falle  übergehen,  wo  —  und  s  unendlich  klein  sind  ^  Wir  haben 
zunächst : 

^  Für  sehr  grosse  p  wird  den  Ausdruck  39)  sehr  gross  von  der  Ord- 
nung /^/s.  In  diesem  Falle  ist  es  also  nothwendig,  einen  kleineren  negati- 
ven Werth  aufzusuchen,  den  E  niemals  überschreiten  kann.  Die  hier  mit 
E  bezeichnete  Grösse  unterscheidet  sich  durch  eine  Constante  von  der  frü- 
her so  bezeichneten.  Wollen  wir  die  in  der  Anmerkung  7,  Gleichung  17  a) 
mit  £*!  bezeichnete  Grösse  erhalten ,  die  wieder  nur  durch  eine  Constante 
von  den  übrigen  mit  diesen  Buchstaben  bezeichneten  Grössen  verschie- 
den ist,  so  müssen  wir  zu  unserem  gegenwärtigen  E  noch 


3  log  c  .— 


addireu.  £s  ist  also 
3  log« 


E,=E- 


(«,H-t^2i/3-*-  ...)  =  '/,  log  [^)-^  ^^^t/a  log(^  j- 


£s  ist  zunächst  klar,  dass  E^  eine  für  alle  reellen  positiven  Werthe 
der  u  reelle  und  continuirliche  Function  derselben  ist.  Femer  kann 
(wenn  wir  eine  negative  Grösse  als  um  so  kleiner  bezeichnen,  je  grös- 
ser ihr  Zahlenwerth  ist) ,  E  nicht  kleiner  als  der  Ausdruck  39) ,  also  E^ 
nicht  kleiner  als 

werden.  Es  muss  daher  E^  ein  Minimum  haben,  wenn  die  u  alle  reellen 
positiven  mit  den  Gleichungen  40)  und  41)  verträglichen  Werthe  durch- 
lanfen.  Man  beweist  zunächst  leicht,  dass  für  dieses  Minimum  keines  der 
«  gleich  Null  sein  kann ,  dass  es  also  nicht  an  der  Grenze  der  von  den 
H  gebildeten  Mannigfaltigkeit  liegen  kann,  und  folglich  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  der  Differentialrechnung  gefunden  wird.  Addiren  wir  zum 
totalen  Differential  von  Ei  das  der  beiden  Gleichungen  40)  und  41) ;  erste- 
res  mit  dem  unbestimmten  Multiplicator  a  ,  letzteres  mit  dem  ebenfalls 
erst  zu  bestimmenden  Multiplicator  ja  multiplicirt,  so  ergibt  sich 

OogUi-hl-hii.)  rf//i-f- (log wa i- X-h2fx)1^2rfM24- . . .  =  0. 

Für  das  Minimum  muss  bekanntlich  der  Factor  jedes  Differentials 
verschwinden,  woraus  man  nach  Elimination  von  X  und  fx  erhält 
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Für  unendlich  kleine  e  setzen  wir  nun  wieder 


i  =  dw,  Ä-£=.i-,  7  =  ^-*«,  -yf  =  C  43) 


lo^j/o  — *og«i  =  lo^"3  — *ogu._,  =  ...oder  ws  =  ~~»  "4=~--m 

worin  man  sogleich  die  Gleichungen  38;  wieder  erkennt.'  Dieselben  be- 
stimmen also  in  der  That  den  kleinsten  Werth ,  den  E^  annehmen  kann, 
wenn  die  u  alle  möglichen  mit  den  Gleichungen  40)  und  41)  vereinbaren 
Werthe  annehmen.  Da  aber  die  u  während  des  ganzen  Vorganges  in 
der  That  an  die  Gleichungen  40)  und  41)  gebunden  sind,  so  ist  dies  der 
kleinste  Werth ,  den  E^  während  des  ganzen  Vorganges  anzunehmen  im 
Stande  ist.  Um  denselben  zu  berechnen,  setzen  wir  wieder 

Wir  wissen,  dass  wir  dann  aus  den  Gleichungen  38),  40)  und  41)  eineu 
einzigen  positiven  Werth  für  7  finden,  der  also  dem  wirklichen  Minimum 
von  E^  entsprechen  muss.  Dieser  Minimalwerth  von  E^  ist  also 


^  =  -  6  log7-h«  log  y^) ' 


Einen  kleineren  Werth  kann  Ei  nicht  annehmen.  Und  dieser  Werth  bleibt 
selbst  für  unendlich  kleine  c  und  unendliche  p  endlich.  £r  geht  nämlich 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  43)  über  in 

a\ogC—bhy 
oder  weil  a=%y  -ßC,  ö  =  ^  ist,  so  kann  man  hiefür  schreiben 


Va)//7r<^'0ogc-^/,), 

was ,  da  die  Constanten  C  und  h  nicht  unendlich  sind ,  eine  endliche 
Grösse  ist.  £s  kann  also  die  mit  E^  bezeichnete  Grösse  nicht  negativ 
unendlich  werden,  dagegen  könnte  JEj  positiv  unendlich  sein.  Doch  laust 
sich  leicht  zeigen,  dass  dann  unmöglich  Wärmegleichgewicht  herrschen 
kann.  Dies,  sowie  eine  ausführliche  Dlscussion  der  Ausnahmsfälle ,  wo 

lim^f/i;«,/4-T)log/i5,/-f-r)-h1^27);2e,£-f-r)log/\2f,/H-r>-+.  .  .  . 

-/te,  OlogA^  f)  -^'^n^h  0  log  A2«,  0  -  .  .  •  J 

ungleich  ausfallen  könnte,  je  nachdem  --  oder  —  verschwindet,  würde 
mich  jedoch  hier  zu  weit  führen. 
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und  erhalten 

also  wieder  die  MaxwelTsche  Zustandsvertheilung.  Ebenso 
überzeugt  man  sich ,  dass  die  Snnune ,  welche  wir  hier  mit  E 
bezeichnet  haben ,  abgesehen  von  einem  constanten  Adden- 
den, in  das  Integral  der  Formel  17  a)  tibergeht;  wir  erhalten 
also  nach  dieser  Methode  alle  Resultate  wieder,  welche  wir 
früher  durch  die  Transformation  der  bestimmten  Integrale  ge- 
wannen, und  sie  hat  den  Vortheil,  dass  sie  viel  einfacher  und 
durchsichtiger  ist.  Nur  muss  man  sich  dabei  an  die  Abstrac- 
tion,  dass  ein  Molekül  nur  im  Stande  sei,  eine  endliche  Anzahl 
lebendiger  Kräfte  anzunehmen,  als  Übergangsstadium  gewöhnt 
haben. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  35)  die  Difierentialquo- 
tienten  der  u  nach  der  Zeit  gleich  Null,  so  erhält  man  die 
Bedingungsgleichungen ,  dass  die  Zustandsvertheilung  sich  mit 
wachsender  Zeit  nicht  ändert,  also  stationär  ist.  Man  sieht  so- 
gleich, dass  die  Gleichungen  35)  dann  ausser  der  von  uns 
gefundenen  noch  zahlreiche  andere  Lösungen  haben,  welche 
aber  keine  denkbaren  stationären  Zustandsvertheilungen  dar- 
stellen ,  da  dabei  die  Wahrscheinlichkeit  gewisser  lebendiger 
Kräfte  nothwendig  negativ  oder  imaginär  ausfällt.  Ganz  analog 
verhält  es  sich  natürlich  auch ,  wenn ,  wie  es  in  der  Natur  der 
Fall  ist ,  jedes  Molekül  alle  lebendigen  Kräfte  von  Null  bis  oo 
annehmen  kann.  Die  Bedingung ,  dass  die  Zustandsvertheilung 
stationär  sei,  erhält  man  dann,  wenn  man  in  der  Gleichung  16) 

JS^l1=zQ  setzt.  Dieselbe  ist  also 
er 


0=     [Ag  K^-^^'-^i-m  n^')Y^'ua;,x'A)dx'd^, 

JJ.Ly^l    \l.v-^x'—£,         ][xx'    J 

Eine  Lösung  dieser  Gleichung  ist  f{x)  =  C^x€^^"^  also 
die  MaxwelTsche  Zustandsvertheilung.  Aus  dem  vorher  Ge- 
sagten aber  folgt,  dass  dieselbe  noch  unendlich  viele  andere 
Lösungen  hat,  welche  aber  nicht  brauchbar  sind,  da  dabei  f\x) 
immer  für  gewisse  x  negativ  oder  imaginär  ausfällt.  Daraus 

Mtxb.  d.  m«theiD.-naturw.  CI.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  2L 
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folgt  am  klarsten,  dass  MaxwelTs  Versuche,  a  priori  zu 
beweisen ,  dass  seine  Lösung  die  einzige  sei ,  fehlschlagen 
mussten.  Sie  ist  nicht  die  einzige,  sondern  es  kann  nun  bewie- 
sen werden,  dass  sie  allein  lauter  positive  Wahrscheinlichkeiten 
liefert,  dass  sie  also  allein  brauchbar  ist. 

III.  Diifiision^  Reibnng  und  Wärmeleitung  der  Gase. 

Hier  sollen  nur  noch  wenige  Bemerkungen  Platz  finden, 
die  sich  auf  den  Fall  beziehen ,  dass  die  Zustandsvertheilung 
zwar  nicht  ganz  regellos,  aber  doch  auch  nicht  das  ist,  was  wir 
gleichförmig  genannt  haben ,  und  dass  auch  nicht  alle  Ge- 
sehwindigkeitsrichtungen  gleichmässig  vertreten  sind ,  was  bei 
innerer  Reibung  und  Wärmeleitung  stattfindet.  Dann  sei 

/'(C,  »5,  ^,  A-,  y,  Zj  i)d^dri  r/C 

an  der  Stelle  im  Gase,  deren  Coordinaten  .i?,  y,  z  sind,  die 
auf  die  Volumeinheit  entfallende  Anzahl  der  Moleküle ,  für 
welche  die  Componente  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung 
der  a;-Axe  zwischen  4  und  ^-f-rf|,  die  in  der  Richtung  der 
y-Axe  zwischen  >j  und  vj-hz/vj  ,  die  in  der  Richtung  der  2-Axe 
zwischen  C  und  C-+-rfC  liegt.  Ein  Zusammeustoss  ist  durch  die 
Geschwindigkeitscomponenten  |,  yj,  C  und  ^„  yj,  ,  Ci  <ler  beiden 
stossenden  Moleküle  vor  demselben ,  sowie  durch  die  Grössen  h 
und  f  bestimmt.  (Letztere  beide  Grössen,  sowie  die  später  vor- 
kommenden F,  k^  A^j  X  etc.  sollen  dieselbe  Bedeutung  wie  in 
MaxwelTs  Abhandl.  Phil.  mag.  4.  ser.  vol.  35  haben.)  Func- 
tionen dieser  acht  Variabein  sind  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten C'j  >5',  C  wnd  Ij ,  r/j ,  tj  nach  dem  Stosse.  Schreiben  wir 
der  Kürze  halber  rfw,  für  d^yd-n^d^^ ,  und  bezeichnen  mit  f  den 
Werth  der  Function  /(|,  >?,  C,  ^',  y,  »,  0>  ^^^  f\y  f  "^^  f\  die 
Werthe  dieser  Function,  wenn  man  darin  für  ?t7C>  respective 
C,rj,  t,,  ^Yj'C'  oder  r,  ri\  t\  setzt;  dann  muss  die  Function  f  der 
Differentialgleichung 

8/"     ^8/*        8/*      M      ^8/      ^8/*      ^8/- 

It      ^Ix        iy        iz         8?  8>5  8C  44) 
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genügen ,  wie  man  leicht  sieht ,  wenn  man  ein  Volumelement 
sich  mit  den  Geschwindigkeiten  ?,  >3 ,  C  fortbewegt  denkt  und 
erwägt ,  wie  sich  in  demselben  die  Zustandsvertheilung  durch 
die  Zusammenstösse  verändert.  Ist  das  Gas  von  fixen  Wänden 
umgeben,  so  folgt  ans  der  Gleichung  44)  wieder,  dass  E  durch 
die  Molecularbewegung  nur  abnehmen  kann,  wenn  man  setzt 

E  =  JJM/'log/'^/.f  dy  dz  dUr,  dt , 

welcher  Ausdruck  der  Entropie  des  Gases  proportional  ist.  Um 
fltr  den  Fall  anderer  Grenzbedingungen  nur  ein  Beispiel  zu 
geben  ,  sei  die  Abstossung  zweier  Molekttle  der  5.  Potenz  ihrer 
Entfernung  verkehrt  proportional.  JT,  7,  Z  sollen  im  Folgenden 
immer  verschwinden.  Wir  wollen  setzen 

/•=  A  (1  -H2/i«vC-Kr|r,)tf-Ä(r+tj^+r) ,  45) 

wobei  die  beiden  Constanten  a  und  e  sehr  klein  sein  sollen. 
Substituiren  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  44)  ,  vernach- 
lässigen die  Quadrate  und  Producte  von  u  und  c  und  führen  die 
Integrationen  nach  b  und  ^  genau  so  durch,  wie  es  Maxwell 
in  der  citirten  Abjiandlung  (Seite  141  — 144)  lehrt,   so  finden 

wir,   dass  die  Gleichung  44)  erfüllt  ist,   wenn  c=  — 

gemacht  wird.  Die  Fonnel  45)  gibt  also  eine  mögliche  Zustands- 
vertheilung, und  zwar  diejenige,  wobei  sich  jede  der  ^r^-Ebene 
parallele  »Schicht  in  der  Richtung  der  a7-Axe  mit  der  Geschwin- 
digkeit ay  bewegt,  wenn  y  die  y-Coordinate  der  betreffenden 
Schicht  ist,  also  den  einfachsten  Fall  innerer  Reibung.  Die  Rei- 
bungsconstante  ist  das  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächenein- 
heit hindurchgehende  durch  —n  dividirte  Bewegungsmoment^ 
also 

pf^*  p  Sjj^rfd^dndj  _      ^      _     P     . 


a  a    lllfd^dr.dt;        ^A^kh       WA^k^ 

genau,  wie  sie  schon  Maxwell  gefunden  hat.  Die  Bezeich- 
nungen sind  durchaus  die  von  Maxwell  gebrauchten.  Ein  all- 
gemeinerer Ausdruck  ist  folgender : 

21* 
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-4-a?*H-i3n--4-7C*-4-aV,(r-4-ß'|C-H7'Crjj^-*(rM-r,«+c*;^ 


46) 


Derselbe  genügt  ebenfalls  der  Gleichung  44),  wenn  w,  r,  ir 
lineare  Functionen  von  ^r,  y,  z  sind,  und 

2A  .  U         ,  2A     f8r      3ir 

«  =  — .^  .   ,    ^ — ,     a  =- 


3^,*p8a.-'  3^2*15 


r3r      3ir] 


gesetzt  wird.  Analoge  Wertlie  habenp,  7,  ß'  und  7'.  Der  Aus- 
druck 46)  stellt  eine  beliebige  Bewegung  des  Gases  dar ,  bei 
der  die  Geschwindigkeitscomponenten  Uy  Vy  w  im  Punkte  mit 
den  Coordinaten  .r,  y,  %  lineare  Functionen  dieser  Coordinaten 
sind.  Wenn  nicht 

8m       8r      %w 
o.r       oy       ö« 

ist ,  so  ändert  sich  die  Dichte  und  Temperatur  mit  der  Zeit. 
Letztere  wie  bei  einem  Gase ,  dem  man  keine  Wärme  zuführt. 
Berechnet  man  mittelst  des  Ausdruckes  46) 

f  ^    >3  ,    4^»5, .  .  .  , 

80  erhält  man  wieder  die   schon  von  Maxwell  gefundenen 

Werthe.   Wäre  ^— =  von  Null  verschieden ,   so  erhielte  man  in 

die  Gleichung  44)  noch  ein  Glied,  das  sich  nicht  tilgen  würde, 
nämlich 

ex 
als  dessen  durchschnittlichen  Werth  wir  etwa 


47) 
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annehmen  können.  Man  sieht  leicht,  dass  dieser  Werth  gegen 
jedes  der  übrigen  Glieder,  aus  denen  die  Gleichung  44)  besteht, 
wenn  man  darin  den  Werth  von  f  aus  Gleichung  46)  substituirt, 
verschwindet ,  dass  also  die  Gleichung  44)  noch  nahe  erftlllt  ist, 
man  somit  bei  Berechnung  der  Zustandsvertheilung  die  Grössen 
Uy  Vy  w  nach  dem  Taylor'schen  Satze  entwickeln  und  bei  den 
ersten  Potenzen  von  o?,  y,  z  stehen  bleiben  kann.  Das  erste  Glied 
der  Gleichung  44)  nach  Substitution  des  Werthes  /  aus  Glei- 
chung 46)  wäre  z.  B. 

3^  ix 
Sein  mittlerer  Werth  also 

Berechnet  man  den  Quotienten  dieser  Grösse  in  die  Grösse  47- 
für  Luft  bei  0**  C.  und  dem  Normalbarometerstande  numerisch,  so 

findet  man  denselben  etwa  ==0'00009MiIlim.  X  — .  Derselbe  ist 

eil 

also  selbst  dann  noch  verschwindend  klein,  wenn  !l  etwa  1  Mil- 

Jim.  ist,  wenn  also  die  Werthe  von  ^— ,  die  um  1  Millim.  von  einan- 

der  abstehen,  durchschnittlich  sich  wie  1 : 2  verhalten.  Erst  wenn 

dies  schon  für  Werthe  von  ^—   der    Fall    ist ,    deren  Abstände 

nicht  mehr  gross  gegen  die  mittlere  Weglänge  sind,  würde  die- 
ser Quotient  erheblich.  Auch  der  Werth 

befriedigt  die  Gleichung  44).  Für  ein  Gemenge  zweier  Gasarten 
wollen  wir  die  auf  die  zweite  bezüglichen  Grössen  durch  'einen 
unten  angefügten  Stern  bezeichnen,  p  und  j»^  seien  die  Partial- 
drticke  ,  m  und  m^  die  Massen  eines  Moleküls  für  beide  Gas- 
arten.   Dann  tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  44)  folgende : 
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^  44*) 

^jrfa.jM*jrfyr(//;~/'/;')=o 

und  eine  analoge  Gleichung  für  die  zweite  Gasart.  Dem  einfach- 
sten Falle  der  Diffusion  entspricht  das  Integral 


f*=\/  ^^^ N^(l-h'2hm^H^^) ef-'-*(':'+V^C*^ , 


46*) 


wobei  N  und  A^  Functionen  von  o?,  Au  und  A^u^  aber  constant 
sein  sollen.  Keine  Grösse  soll  Function  der  Zeit  sein.  Die  Glei- 
chung 44*)  ist  befriedigt,  wenn 

(/A 
-~  -^AA^2hinm^  ("—»♦)  ^,  *  =  0 

ist.  Eine  analoge  Gleichung  mnss  fUr  A^  gelten.  Es  muss  also 
sein :  iV^-A^=  coust  =  der  Anzahl  der  Moleküle  beider  Gase  in 
der  Volumeinheit;  daraus  folgt:  Au  =  —A^u^=  der  Anzahl  der 
Moleküle  einer  Gasart,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Quer- 
schnitt 1  gehen.  Die  Diffusionsconstante  ist 

Au 1  pp^ 

(fX 

weil 

A-hAI      A      A^ 


u. 


'* ^^  '''* 


p-^p*     p     p* 

Will  man  die  Bewegungsgleichuugen  erhalten ,  so  mnlti- 
[jlicire  man  die  Gleichung  44)  oder  44*)  mit  m^r/cü  (wobei 
//t*>=T/^rfr/rf(J),  und  integrire  über  alle  f,  tq,  C-  Die  vier  ersten 
Crlieder  dieser  Gleichungen  verwandeln  sich  dann  in 

3^  3.r  ifß  iz    ' 


i 
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oder  weil 

8^        ix  iy  iz 

iu 

wobei 

gesetzt  wurde.  Die  übrigen  Glieder  aber  liefern  negativ  genom- 
men das  durch  die  Stösse  den  Molekülen  zugeftthrte  Bewe- 
gnngsmoment,  das  natürlich  versehwindet,  wenn  kein  zweites 
Gas  beigemischt  ist.  Das  zugeftthrte  Bewegungsmoment  mehr 
der  Besultirenden  aller  Druckkräfte 


(- 


Kp?')    »O^v)    ^G^') 

ix  Zy  iz 


ist  also  gleich  der  mit  der  Dichte  multiplicirten  Beschleunigung 

(iu         iu  iu  iu\ 

Ail^''-il^-^''i-y'^''izy 

Die  letzteren  Gleichungen  gelten  natürlich  für  jedes  beliebige 
Wirkungsgesetz.  Dagegen  haben  die  Ausdrücke  45),  46)  und 
46*)  nur  dann  Giltigkeit,  wenn  die  Abstossung  zweier  Moleküle 
der  fünften  Potenz  ihrer  Entfernung  verkehrt  proportional  ist. 
Für  jedes  andere  Wirkungsgesetz ,  z.  B.  wenn  die  Gasmoleküle 
wie  elastische  Kugeln  an  einander  abprallen ,  befriedigen  die 
Ausdrücke  45),  46)  und  46*)  die  Gleichungen  44)  und  44*) 
nicht ,  für  alle  anderen  Wirkungsgesetze  ist  also  bei  Diffusion, 
Reibung  etc.  die  Geschwindigkeitsvertheilung  durch  kein  so  ein- 
faches Gesetz  gegeben.  Für  den  Fall  der  Diffusion  mUsste  dann 
/  etwa  in  folgender  Form  dargestellt  werden : 

A[\  -4-«£-+-*|3-f-<v5*-4-C*)^-^rff'' ...  1  e-'^  ("--^V^r-;  ^        47*) 

und  ich  sehe  kein  anderes  Mittel  zur  Auflösung  der  Glei- 
chuDg  44*) ,   als  die  successive  Bestimmung  der  Coßfficienten 
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a,  b,  c. , .  FUr  alle  anderen  Wirkungsgesetze  ist  also  die  Ge- 
ßchwindigkeitsvertheilung  eines  diffundirenden  Gases  nicht  die- 
selbe y  als  ob  es  sich  allein  im  Baume  mit  seiner  Diffusions- 
geschwindigkeit u  fortbewegte.  Es  rührt  dies  daher,  dass  die 
Moleküle  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  auch  verschie- 
dene Diffusionsgeschwindigkeit  haben ,  wodurch  die  Geschwin- 
digkeitsvertheilung  fortwährend  gestört  wird.  Da  die  Glieder 
des  Ausdruckes  47*)  mit  4^,  f  ry*, ...  in  die  Diffiasionsconstante 
im  Allgemeinen  Glieder  von  derselben  Ordnung  liefern,  wie  die 
mit  ^,  so  kann  die  DiflFusionsconstante  nicht  numerisch  exact 
erhalten  werden ,  wenn  man  erstere  bei  Berechnung  des  mit- 
getheilten  Bewegungsmomentes  vernachlässigt.  Doch  dürfte  der 
hiedurch  herbeigeführte  Fehler  kaum  sehr  gross  sein.  Ähnliches 
gilt  natürlich  von  der  Reibung  und  Wärmeleitung.  Ja  es  wird 
nicht  nur  der  Werth,  sondern  auch  die  Constanz  der  Diffn- 
sions-,  Reibungsconstante  etc.  bei  anderen  als  dem  Maxwell'- 
sehen  Wirkungsgesetze  fraglich. 

Dem  Falle  der  Wärmeleitung  in  der  Richtung  der  j?-Axe 
entspricht  unter  Voraussetzung  des  Max welTschen  Wirkungs- 
gesetzes folgender  Werth  von  f\ 

woraus  folgt 

Das  letzte  Glied  der  Gleichung  44)  aber  reducirt  sich, 
wenn  man  darin  den  obigen  Werth  für  /  substituirt ,  und  alle 
Integrationen  nach  MaxwelTs  Vorschrilt  ausführt,  auf 

Damit  also  die  Gleichung  44)  erfüllt  sei,  muss 

1  ha 
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sein.  Die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  gehende 
Masse  ist 


P^=^p{] 


1.      -^1 


Soll  die  Wärmeleitung  mit  keiner  Massenbewegung  verbun- 
den sein ,  so  muss  also 

sein.  Bezeichnen  wir  mit  T  die  absolute  Temperatur,  mit  B  aber 
eine  Constante,  so  ist 

M  —    —    —  3MB  (       ^^1 

daher  mit  Yernachlässigang  von  ahendlich  kleinem 

dx       h 

Die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  gehende 
lebendige  Kraft  ist 


Die  Mittelwerthe  können  ohne  Schwierigkeit  mittelst  des 
angenommenen  Werthes  Ton  f  berechnet  werdend  Man  erhält, 
wenn  man  alle  dabei  vorkommenden  Integrale  von  der  Form 

ausrechnet,  was  am  besten  durch  Differentiation  von  N^  nach 
Ä  geschieht: 

Die  Wärmeleitungsconstante  ist 

_       L  _      bMNg    h  5 
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^  44*) 

^jrfo.jM*jrfyr(//;~/'/;')=o 

und  eine  analoge  Gleichung  für  die  zweite  Gasart.  Dem  einfach- 
sten Falle  der  Diffusion  entspricht  das  Integral 


46*) 


U  = 


wobei  iVund  A"^  Functionen  von  a?,  Nu  und  N^u^  aber  constaut 
sein  sollen.  Keine  Grösse  soll  Function  der  Zeit  sein.  Die  Glei- 
chung 44*)  ist  befriedigt,  wenn 

fIN 

ist.  Eine  analoge  Gleichung  muss  fUr  N^  gelten.  Es  muss  also 
sein:  iV-n A'^=  coust  =  der  Anzahl  der  Moleküle  beider  Gase  in 
der  Volumeinheit;  daraus  folgt:  Aa  =  — A^w^=  der  Anzahl  der 
Moleküle  einer  Gasai-t,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Quer- 
schnitt 1  gehen.  Die  Diffusionsconstante  ist 

Nu 1  pp^ 

""  ^  -  {N^N^)2hmm;Ä,k  ^  A,  kpp^{p^p^) ' 

weil 

N-^N^    N    a; 


2h  = 


'* ^'  -"* 


;>-+-/>*     p     p* 

ist. 

Will  man  die  Bewegungsgleichuugen  erhalten ,  so  multi- 
plicire  man  die  Gleichung  44)  oder  44*)  mit  m^dta  (wobei 
du}=rl^drtdt),  und  integrire  über  alle  ?,  tq,  C-  Die  vier  ersten 
Glieder  dieser  Gleichungen  verwandeln  sich  dann  in 

3(0«)  _  3(22)  ^  ^®  ^  ^(fl) 
Zf  8.r  8//  8s    ' 
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oder  weil 


■  8.r  Zy  iz     ' 


gesetzt  wurde.  Die  übrigen  Glieder  aber  liefern  negativ  genom- 
men das  durch  die  Stösae  den  Molekülen*  zugefttlirte  Bewe- 
gungsmoment,  das  natürlich  verschwindet^  wenn  kein  zweites 
Gas  beigemischt  ist.  Das  zugefttbrte  Bewegungsmoment  mehr 
der  Besultirenden  aller  Druckkräfte 


in 

du          iu         iu 
iiv         iy         iz  ^ 

wobei 

I      ijp?^)      3(p^V)      3C^0| 
V        8a-  8«  8«     ^ 


8y 
ist  also  gleich  der  mit  der  Dichte  mnltiplicirten  Beschleunigung 


(iu        8«         8u         du| 
n87-^«8^-^''8y-^"'8T> 


Die  letzteren  Gleichungen  gelten  natürlich  fltr  jedes  beliebige 
Wirkungsgesetz.  Dagegen  haben  die  Ausdrücke  45),  46)  und 
46*)  nur  dann  Giltigkeit,  wenn  die  Abstossung  zweier  Moleküle 
der  fünften  Potenz  ihrer  Entfernung  verkehrt  proportional  ist. 
Für  jedes  andere  Wirknngsgesetz ,  z.  B.  wenn  die  Gasmoleküle 
wie  elastische  Kugeln  an  einander  abprallen ,  befriedigen  die 
Ausdrücke  45),  46)  und  46*)  die  Gleichungen  44)  und  44*) 
nicht ,  für  alle  anderen  Wirkungsgesetze  ist  also  bei  Diffusion, 
Keibung  etc.  die  Geschwindigkeitsvertheilung  durch  kein  so  ein- 
faches Gesetz  gegeben.  Für  den  Fall  der  DiflFusion  mUsste  dann 
/  etwa  in  folgender  Form  dargestellt  werden : 

A[l  ^a^^b£'-hc{r^^i*)^-hd^\  .  .  |^-M^=-HV+C^;  ^        47*) 

und  ich  sehe  kein  anderes  Mittel  zur  Auflösung  der  Glei- 
chung 44*) ,   als  die  successive  Bestimmung  der  Coßfficienten 
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a,  ft,  c, , .  Für  alle  anderen  Wirknngsgesetze  ist  also  die  Ge- 
schwindigkeitsvertheilnng  eines  diffnndirenden  Gases  nicht  die- 
selbe j  als  ob  es  sieh  allein  im  Räume  mit  seiner  Diffusions- 
geschwindigkeit u  fortbewegte.  Es  rührt  dies  daher,  dass  die 
Moleküle  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  auch  verschie- 
dene Diffusionsgeschwindigkeit  haben ,  wodurch  die  Geschwin- 
digkeitsvertheilung  fortwährend  gestört  wird.  Da  die  Glieder 
des  Ausdruckes  47*)  mit  ^,  ^  r/, ...  in  die  Diffasionsconstante 
im  Allgemeineti  Glieder  von  derselben  Ordnung  liefern,  wie  die 
mit  ^,  so  kann  die  Diffnsionsconstante  nicht  numerisch  exact 
erhalten  werden ,  wenn  man  erstere  bei  Berechnung  des  mit- 
getheilten  Bewegungsmomentes  vernachlässigt.  Doch  dtlrite  der 
hiedurch  herbeigeführte  Fehler  kaum  sehr  gross  sein.  Ähnliches 
gilt  nattlrlich  von  der  Reibung  und  Wärmeleitung.  Ja  es  wird 
nicht  nur  der  Werth,  sondern  auch  die  Constanz  der  Diffu- 
sions-, Reibungsconstante  etc.  bei  anderen  als  dem  MaxwelT- 
schen  Wirkungsgesetze  fraglich. 

Dem  Falle  der  Wärmeleitung  in  der  Richtung  der  j?-Axe 
entspricht  unter  Voraussetzung  des  Max welTschen  Wirkungs- 
gesetzes folgender  Werth  von  f\ 

woraus  folgt 

Das  letzte  Glied  der  Gleichung  44)  aber  reducirt  sich, 
wenn  man  darin  den  obigen  Werth  für  /  substituirt ,  und  alle 
Integrationen  nach  MaxwelTs  Vorschrilt  ausführt,  auf 

Damit  also  die  Gleichung  44)  erfüllt  sei,  muss 
a=  ^2gAJcMNy    b=^bgAJcMN.j  =  -j. 
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sein.  Die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  gehende 
Masse  ist 


f^=f(ä-^-4F} 


Soll  die  Warmeleitnng  mit  keiner  Massenbewegung  verbun- 
den sein ,  so  mnss  also 


"^  2A 

sein.  Bezeichnen  wir  mit  T  die  absolute  Temperatur,  mit  B  aber 
eine  Constante,  so  ist 

daher  mit  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinem 

da:       h 

Die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  gehende 
lebendige  Kraft  ist 

Die  Mittelwerthe  können  ohne  Schwierigkeit  mittelst  des 
angenommenen  Werthes  Ton  f  berechnet  werdend  Man  erhält, 
wenn  man  alle  dabei  vorkommenden  Integrale  von  der  Form 

ausrechnet,  was  am  besten  durch  Differentiation  von  N^  nach 
h  geschieht: 

8.  h^  ~    8A-^   • 

Die  Wärmeleitungsconstante  ist 

^__  L hMNg    h  _         5 

1^~        8Ä^  '^~16A«r^,i,* 
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Beachtet  man  y  dass 

p  ~^        2h 
int,  so  ergibt  sich  endlich 


Da  ich  die  Gasmolekttle  dabei  als  einfache  materielle 
Punkte  betrachtete,  so  ist  bei  mir  die  MaxwelTsche  Grösse 
j3  =  l,  das  Verhältniss  der  Wärmecapacitäten  7  =  173.  Wird 
daher  die  specifische  Wärme  (der  Gewichtseinheit  des  Gases) 
bei  constantem  Volumen  in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten  ge- 
messen mit  M?,  das  mechanische  Wärmeäquivalent  mit  —  be- 
zeichnet, so  ist  nach  einer  bekannten  Formel 

Die  Wärmeleitungsconstante  in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten 
gemessen  ist  also 

wobei  IX  der  Reibungscoöfficient  ist.  Dieser  Werth  der  Wärme- 
leitungsconstante ist  %mal  so  gross,  als  der  von  Maxwell 
gefundene,  was  in  einem  Versehen  MaxwelTs  bei  Ableitung 
seiner  Gleichung  43)  aus  39)  seinen  Grund  hat.  Die  Gasmole- 
kttle sind  dabei  von  mir  als  einfache  materielle  Punkte  voraus- 
gesetzt ,  weil  sich  unter  dieser  Annahme  allein  die  Rechnungen 
exact  durchführen  lassen.  In  der  Natur  ist  diese  Annahme  frei- 
lich nicht  erfüllt,  und  wttrden  daher  die  obigen  Formeln  bei 
ihrer  Anwendung  auf  Experimente  noch  einer  Modification  be- 
dürfen. Zieht  man  die  intramoleculare  Bewegung  nach  der  Art 
MaxwelTs  in  Rechnung,  so  wUrde  man  erhalten 

r       ^^P*       f-  ^  ,^,, 
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Doch  scheint  mir  dies  sehr  willkürlich  zu  sein ,  und  man  könnte 
leicht ,  wenn  man  die  intramoleculare  Bewegung  in  anderer 
Weise  in  Rechnung  zieht,  erheblich  andere  Werthe  für  die 
Wänneleitungsconstante  erhalten.  Aus  diesem  Grunde  scheint 
mir  eine  numerisch  exacte  Berechnung  derselben  aus  der  Theo- 
rie, so  lange  man  nicht  mehr  über  die  intramoleculare  Bewe- 
gung w^eiss,  unmöglich  zu  sein,  und  seit  daher  die  Wännelei- 
tungsconstante,  deren  Grössenwerth  man  früher  kaum  für  be- 
stimmbar hielt,  durch  Stefan  in  so  genauer  Weise  experimen- 
tell bestimmt  wurde,  scheint  mir  ihre  experimentelle  Bestimmung 
die  theoretische  an  Genauigkeit  weit  zu  übertreffen. 

Wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn  die  Function  f  keine 
lineare  Function  von  x  ist,  oder  wenn  gleichzeitig  W^äiineleitung 
in  anderen  Richtungen  oder  Bewegungen  stattfinden,  wird  kaum 
einer  weiteren  Erläuterung  bedürfen. 

IT.  Betrachtung  mehratojmiger  Gasiuolekfile, 

Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  jedes  Molekül  ein 
einzelner  materieller  Punkt  sei.  Dies  ist  bei  den  in  der  Natur 
vorkommenden  Gasen  sicher  nicht  der  Fall.  W^ir  werden  der 
Wahrheit  offenbar  weit  näher  kommen ,  wenn  wir  voraussetzen, 
dass  jedes  Molekül  aus  mehreren  materiellen  Punkten  (Atomen) 
besteht.  Das  Verhalten  solcher  mehratomiger  Gasmoleküle  soll 
im  gegenwärtigen  Abschnitte  der  Betrachtung  unterzogen  wer- 
den. Ich  bemerke,  dass  die  früher  eingeführten  Bedeutungen 
der  Buchstaben  in  diesem  Abschnitte  nicht  mehr  gelten. 

Die  Anzahl  der  materiellen  Punkte ,  also  der  Atome  eines 
Moleküls,  sei  r:  Dieselben  mögen  durch  ganz  beliebige  Kräfte 
zusammengehalten  werden ,  von  denen  wir  blos  voraussetzen, 
dass  die  zwischen  je  zwei  Atomen  wirksame  Kraft  eine  Func- 
tion des  Abstandes  der  beiden  Atome  sei ,  und  ihre  Richtung  in 
die  Verbindungslinie  derselben  fällt,  und  dass  sie  so  beschaffen 
sind,  dass  sich  die  Atome  eines  und  desselben  Moleküls  niemals 
ganz  von  einander  trennen  können.  Ich  will  diese  Kräfte  als  die 
inneren  Kräfte  des  Moleküls  bezeichnen.  Während  der  weitaus 
grössten  Zeit  der  Bewegung  eines  Moleküls  sollen  auf  die 
Atome  desselben  blos  diese  inneren  Kräfte  wirken.  Nur  wenn 
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da8  Molekül  eiDem  anderen  zufällig  sehr  nahe  kommt,  sollen 
auch  die  Atome  jenes  andern  auf  die  Atome  dieses  Moleküls 
wirken  und  vice  versa.  Ich  nenne  diesen  Vorgang,  während 
dessen  beide  Moleküle  so  nahe  sind,  dass  sie  aufeinander  eine 
bemerkbare  Wirkung  ausüben,  eineji  Zusammenstoss,  und  die 
Kräfte,  welche  dabei  die  Atome  des  einen  Moleküls  auf  die  des 
andern  und  umgekehrt  ausüben,  sollen  die  Kräfte  des  Zusam- 
menstosses  heisseu.  Von  ihnen  setze  ich  wieder  blos  voraus, 
dass  sie  Functionen  der  Entfernung  sind,  und  längs  der  Verbin- 
dungslinie wirken,  sowie  dass  sie  so  beschaffen  sind,  dass  sieb 
die  Atome  der  beiden  Moleküle  nicht  austauschen,  sondern  dass 
nach  dem  Stosse  jedes  Molekül  wieder  aus  denselben  Atomen 
besteht ,  wie  vor  demselben.  Um  den  Moment  des  Beginnes 
eines  Zusammenstosses  scharf  definiren  zu  können ,  will  ich 
voraussetzen ,  die  Wechselwirkung  zweier  Moleküle  beginne 
jedesmal ,  wenn  die  Distanz  der  Schwerpunkte  beider  Moleküle 
gleich  einer  gewissen  Grösse  /  wird.  Diese  Distanz  wird  dann 
kleiner  als  l,  wächst  dann  wieder,  und  wenn  sie  wieder  gleich  l 
geworden  ist,  so  hört  die  Wechselwirkung,  also  der  Zusammen- 
stoss wieder  auf.  Der  Moment  des  Beginns  des  Zusammen- 
stosses ist  freilich  in  der  Natur  wahrscheinlich  nicht  so  scharf 
markirt.  Unsere  Schlüsse  würden  nicht  alterirt,  wenn  ich  den- 
selben so  charakterisiren  würde,  wie  ich  es  in  der  Abhandlung 
„Über  d.  Wärmegleichgewicht  zw.  mehratom.  Gasmol,"  S.  IJ 
that.  Ich  will  jedoch  hier  der  Einfachheit  halber  die  oben  aus- 
gesprochene Voraussetzung  beibehalten,  welche  übrigens  jener 
andern  an  Allgemeinheit  nicht  einmal  nachsteht,  da  wir  ja  blos 
angenommen  haben ,  dass ,  so  lange  die  Distanz  der  Schwer- 
punkte >/  ist,  keine  Wechselwirkung  stattfindet.  Ist  dieselbe 
:=  /  geworden ,  so  kann  in  manchen  Fällen  anfangs  die  Wech- 
selwirkung noch  immer  gleich  Null  sein  und  erst  später  begin- 
nen. Um  den  Zustand  eines  Moleküls  zu  einer  gewissen  Zeit  t 
zu  definiren,  denken  wir  uns  ein  für  alle  Mal  drei  auf  einander 
senkrechte  Richtungen  fix  im  Baume  angenommen.  Wir  ziehen 
durch  den  Punkt,  an  dem  sich  der  Schwerpunkt  unseres  Mole- 
küls zur  Zeit  t  befindet,  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen 
parallel  jenen  drei  Richtungen,  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
der  materiellen  Punkte  unseres  Moleküls  bezüglich  jener  Axen 
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zur  Zeit  t  mit  ;, ,  r,j,  (T, ,  ?j,. .  .t^.  Ferner  sei  c,  die  Geschwin- 
digkeit des  ersten  Atoms,  Wj,  t?j,  ir,  ihre  Componenten  in  den 
Richtungen  der  Coordinatenaxen ;  dieselben  Grössen  seien  für  das 
zweite  Atom  t\,  w^,  rj^,  ir^;  ftir  das  dritte  C3,  Wg,  t'g,  t(?3  u.  s.  w. 
Dann  ist  der  Zustand  unseres  Moleküls  zur  Zeit  t  vollständig 
bestimmt,  wenn  wir  die  Werthe  der  6r — 3  Grössen 

^   ^'p    C„   ?:j.  .  .fr-l,   >5r-l,   Cr-1,   Wp   r,,   ?r„   ?/, .  .  .  tP^  A) 

zur  Zeit  /  kennen.  ?^  r,^,  ^^  sind  Functionen  der  übrigen  ?,  >;,  t, 
weil  der  Schwerpunkt  Coordinatenanfangspunkt  ist.  Die  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes  unseres  Moleküls  bezüglich  der  fixen 
Coordinatenaxen  bestinmien  nicht  den  Zustand ,  sondern  Mos 
die  Lage  unseres  Moleküls.  Wenn  nun  unser  Molekül  nicht 
gerade  mit  einem  andern  im  Zusammenstosse  begriffen  ist ,  so 
sind  zwischen  den  Atomen  desselben  blos  die  inneren  Kräfte 
thätig.  Wir  können  also ,  wenn  dieselben  gegeben  sind ,  zwi- 
schen der  Zeit  und  den  Gr — 3  Grössen  A)  eben  so  \iele  Diffe- 
rentialgleichungen aufstellen ,  welche  wir  die  Bewegungsglei- 
chungen des  Moleküls  nennen  wollen.  Dieselben  werden  6r— 3 
Integrale  haben,  durch  welche  die  Werthe  der  Variabein  A)  als 
Functionen  der  Zeit  und  der  Werthe  dieser  Grössen  zu  Anfang 
der  Zeit  ausgedrückt  werden  können.  Eliminiren  wir  aus  den- 
selben die  Zeit,  so  bleiben  noch  6r — 4  Gleichungen  mit  eben  so 
viel  willkürlichen  Integrationsconstanten  übrig.  Dieselben  seien 

wobei  die  a  die  Integrationsconstanten,  die  f  aber  Functionen 
der  Variabein  A)  sind,  f  ist  gleich  6r— 4.  Aus  diesen  Gleichun- 
gen können  daher  alle  Variabein  A)  bis  auf  eine  als  Functionen 
dieser  einen  und  der  6r— 4  Integrationsconstanten  ausgedrückt 
werden.  Ich  will  diese  eine  Variable  ein  für  allemal  mit  x 
bezeichnen;  sie  kann  sowohl  eine  der  ^,  >;,  C?  als  auch  der 
u,  V,  w  sein.  So  lange  das  Molekül  nicht  mit  einem  andern  zu-, 
sammenstösst ,  erfüllen  die  Variabein  A)  die  Bewegungsglei- 
chungen des  Moleküls,  bleiben  daher  die  a  constant  und  die 
Werthe  jeder  der  Variabein  A)  hängen  blos  von  dem  Werthe 
von  X  ab.  Ich  will  daher  «,,  a,,...ap  als  die  die  Bewegungs- 
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art  des  Moleküls  bestimmenden  Constanten ,  x  aber  als  die  die 
Bewegungsphase  bestimmende  Variable  bezeichnen.  So  lange 
also  das  Molekül  nicht  mit  anderen  zusampienstösst,  ändert  sich 
blos  die  die  Phase  bestimmende  Variable  x.  Wenn  dagegen  das 
Molekül  mit  einem  andern  zusammenstösst,  so  ändern  auch  die 
mit  a  bezeichneten  Grössen  ihre  Werthe ;  dann  ändert  sich  auch 
die  Bewegungsart  des  Moleküls.  Wir  wollen  nun  annehmen, 
wir  hätten  wieder  einen  Raum  St ,  in  welchem  sich  ^ehr  viele 
Moleküle  befinden.  Alle  diese  Moleküle  seien  gleichartig,  d.  h. 
alle  bestehen  aus  gleichviel  materiellen  Punkten  und  die  zwi- 
schen ihnen  wirksamen  Kräfte  seien  Itlr  alle  identische  Functio- 
nen ihrer  relativen  Lage.  Beschreiben  wir  im  Räume  SJ 
irgendwo  einen  kleineren,  aber  doch  gegen  die  Distanz  zweier 
Moleküle  grossen  Raum  vom  Volumen  Ä,  so  mögen  sich  in  dem- 
selben, wo  er  sich  immer  befinden  mag,  ÄiV  Moleküle  befin- 
den, von  denen 

zu  einer  gewissen  Zeit  t  so  beschaflFen  sein  sollen ,  dass  för 
dieselben 

9,  zwischen  a.  und  a.-\-ria,, 

f,,  zwischen  «,  und  a^-^da^ . . . 

liegt.  Die  Constanten  a  bestimmen  die  Bewegungsart  eines 
Moleküls ;  ist  demnach  die  Function  f  gegeben,  so  ist  damit  be- 
stimmt, wie  viele  Moleküle  von  jeder  der  verschiedenen  Bewe- 
gungsarten sich  zur  Zeit  t  im  Räume  R  befinden.  Wir  sagen 
daher,  die  Function  /*  bestimmt  die  Vertheilung  der  verschiede- 
nen Bewegungsarten  zur  Zeit  t  unter  den  Molekülen.  Ich  nehme 
wieder  an,  dieselbe  sei  schon  zu  Anfang,  daher  auch  fllr  alle 
folgenden  Zeiten  eine  gleichförmige,  d.  h.  die  Function  f  sei 
unabhängig  von  der  Lage  des  Raumes  Ä,  sobald  derselbe  nur 
sehr  gross  gegen  die  durchschnittliche  Distanz  zweier  Nachbar- 
moleküle  ist.  Ich  sage  Kürze  halber  immer,  ein  Molekül  befindet 
sich  in  einem  Räume,  wenn  sieh  der  Schwerpunkt  desselben  in 
jenem  Räume  befindet.  Wir  nehmen  nun  an ,  der  Werth  der 
Function  /*  für  ^=Null,  also  f{o,  a, ,  u.^, ..)  sei  gegeben;    es 
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soll  daraus  der  Werth  der  Function  f  fttr  irgend  eine  andere  Zeit 
berechnet  werden.  Die  Constanten  a  ändern  ihre  Werthe  blos  in 
Folge  der  Zusamraenstösse ;  es  kann  sich  daher  auch  die  Func- 
tion f  blos  in  Folge  der  Zusammenstösse  verändern,  und  unsere 
Aufgabe  ist  zunächst ,  die  Gleichungen  aufzustellen ,  durch 
welche  die  Veränderung  der  Function  f  bestimmt  ist.  Wir  müs- 
sen da  wieder  berechnen ,  wie  viele  Zusammenstösse  während 
einer  gewissen  Zeit  M  so  geschehen,  dass  vor  denselben  die 
Grössen  n  für  eines  der  zusammenstossenden  Moleküle  zwischen 
den  Grenzen  B)  liegen,  femer,  wie  viele  so,  dass  nach  densel- 
ben die  Grössen  a  für  eines  der  Moleküle  zwischen  den  Gren- 
zen B)  liegen.  Addiren  wir  die  erstere  Zahl  zu  /(^,  «,  n^.  .  .) 
daida^. .  und  subtrahiren  die  letztere  davon,  so  erhalten  wir 
die  Zahl  der  Moleküle,  fllr  welche  nach  der  Zeit  A^  die  Grös- 
sen H  zwischen  den  Grenzen  B)  liegen,  also  die  Grösse  fit-^äh 
a^j  a^. . , ^da^da^ .... 

Betrachten  wir  nun  irgend  einen  Zusammenstoss  zweier 
Moleküle;  t\lr  das  erste  der  stossenden  Moleküle  mögen  die 
Constanten  a  vor  dem  Stosse  zwischen  den  Grenzen  B)  liegen. 
Für  das  zweite  mag 

j/,  zwischen  a\  und  a[-\'da\ , 

^2  zwischen  a^  und  a'^--\-da^  u.  s.  f. 

liegen.  Dadurch  ist  der  Zusammenstoss  noch  keineswegs  voll- 
ständig bestimmt;  es  rauss  auch  noch  die  Phase  der  beiden 
zusammenstossenden  Moleküle,  sowie  ihre  relative  Lage  im 
Momente  des  Beginnes  des  Zusammenstosses  gegeben  sein.  Sei 
die  Phase  des  ersten  Moleküls  dadurch  gegeben ,  dass  für 
dasselbe 

X  zwischen  jc  und  x-^dx  D) 

liegt,  während  für  das  zweite  der  zusammenstossenden  Moleküle 

X  zwischen  x'  und  x'-^dx'  E) 

liege.  Um  die  relative  Lage  beider  Moleküle  im  Momente  des 
Beginnes  des  Zusammenstosses  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir 
den  Winkel  zwischen  der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte 
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derselben  und  der  a?-Axe  mit  5,  den  zwischen  der  .ry-Ebene 
und  einer  parallel  jener  Verbindungslinie  durch  die  or-Axe 
gelegten  Ebene  mit  co  und  es  mag  im  Momente  des  Beginnes 
des  Zusammenstosses 

^  zwischen  5  und  ^-t-rf3, 

F) 
ot)  zwischen  a>  und  oj-f-^o) 


liegen.  Alle  Zusammenstösse,  welche  so  geschehen ,  dans  dabei 
die  Bedingungen  B),  C),  D),  E)  und  F)  erfüllt  sind,  will  ich  als 
Zusammenstösse  von  der  Gattung  6)  bezeichnen.  Es  fragt  sich 
jetzt  zunächst,  wie  viele  Zusammenstösse  von  der  Gattung  6) 
geschehen  in  der  Volumeinheit  während  einer  gewissen  Zeit  A/? 
Wir  wollen  da  die  Annahme  machen ,  die  innere  Bewegung  der 
Moleküle  sei  sehr  rasch ,  die  Stösse  dagegen  geschehen  so  sel- 
ten, dass  ein  Molekül  von  einem  Zusammenstösse  bis  zum  näch- 
sten oftmal  alle  möglichen  Bewegungsphasen  durchläuft.  Wir 
können  dann  At  so  gross  wählen,  dass  während  At  jedes  Mole- 
kül öfter  alle  möglichen  Bewegungsphasen  durchläuft,  aber 
doch  wieder  so  klein,  dass  während  A/  nur  wenige  Zusammen- 
stösse stattfinden ,  dass  sich  also  f  nur  sehr  wenig  verändert. 
Betrachten  wir  irgend  eines  der  Moleküle ,  deren  Bewegungsart 
zwischen  den  Grenzen  B)  liegt;  wir  wollen  es  kurz  das  Mole- 
kül B)  nennen.  Wir  nahmen  an,  dass  es  während  der  Zeit  It 
alle  möglichen  Phasen  oftmals  durchläuft ;  daraus  lässt  sich  be- 
weisen, dass  sich  die  Summe  aller  jener  Zeitmomente,  während 
welcher  es  im  Verlaufe  der  Zeit  Af  die  Phase  D)  hat,  zur  gan- 
zen Zeit  Aty  wie  sd^  zu  jade  verhält,  dass  also  die  Summe 
aller  dieser  Zeitmomente 

r=.At{^  48) 

ist,  wobei  s  durch  folgende  Gleichnng  gegeben  ist: 

1  =  2+—«'^"»         —' 
8  —l^^'ir,\  ■  •     Sit/ 
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Die  Integration  ist  über  alle  möglichen  x,  also  über  alle  mög- 
liehen Phasen  zu  erstrecken.  Das  Product  sdx  ist  immer  mit 
positiven  Zeichen  zu  nehmen. 

In  der  Functionaldeterminante  kommen  die  Differeutialquo- 
tienten ,  nach  allen  Variabein  £^,17,..  ?r-i ,  w, ,  r, ,  .  .  .  Wr  bis 
auf  X  vor;  sie  kann  also  als  Function  von  x  und  den  Integra t 
tionsconstanten  a  ausgedrückt  werden.  Der  eben  ausgesprochene 
Satz  lässt  sich  ganz  ähnlich  wie  Jacobi's  Princip  des  letzten 
Multiplicators  beweisen;  da  ich  jedoch  den  Beweis  bereits  in 
der  Abhandlung:  „Einige  allgemeine  Sätze  über  Wärmegleich 
gewicht"  (Sitzung8b.Bd.63)  geführt  habe  (siehe  daselbst  die  An- 
merkung auf  H.  15) ,  so  will  ich  ihn  hier  nicht  noch  einmal  wie- 
derholen. Ich  habe  daselbst  gezeigt,  dass  sich  die  Sache  nicht 
verändert ,  wenn  zur  Bestimmung  der  Phase  eine  Variable  nicht 
ausreicht.  Die  Summe  aller  Wege ,  welche  während  der  ganzen 
oben  mit  t  bezefchneten  Zeit  der  Schwerpunkt  des  Moleküls  B) 
relativ  gegen  den  Schwerpunkt  eines  Moleküls  von  der  Beschaf- 
fenheit C)  zurücklegt ,  ist  gleich  yr ,  wobei  7  die  relative  Ge- 
schwindigkeit der  Schwerpunkte 
beider  Moleküle  ist.  Beschreiben 
wir  nun  um  den  Schwerpunkt  des 
Moleküls  B)  eine  Kugel  vom  Radius 
/ ,  so  bildet  der  Inbegriff  aller 
Punkte  dieser  Kugel,  für  welche 
die  Winkel  3*  und  co  zwischen  den 
Grenzen  F  liegen,  ein  unendlich 
kleines  Rechteck  ABCD  (siehe  ne- 
benstehende Figur)  vom  Flächen- 
inhalte /^sin^rf^rfcü.  Denken  wir 
uns  dieses  Rechteck  fest  mit  dem  Schwerpunkte  des  Mole- 
küls B)  verbunden,  so  ist  also  die  Summe  der  Wege,  welche  es 
während  t  relativ  gegen  die  Moleküle  von  der  Beschaffenheit  C) 
zurücklegt,  ebenfalls  yr.  Alle  diese  Wege  bilden  mit  Vernach- 
lässigung von  Unendlichkleinem  gleiche  Winkel  mit  den  Coordi- 
natenaxen;  sie  bilden  daher  auch  denselben  Winkel  (t)  mit  der 
Ebene  des  Rechtecks  ABCD,  da  ja  die  Geschwindigkeiten 
sämmtlicher  Atome  des  Moleküls  B  durch  die  Bedingungen  B) 
und  D)  zwischen  unendlich  nahe  Grenzen  eingeschlossen  sind. 

Sitxb.  d.  mathem.-nÄtonr.  CI.  LXVI.  Bd.  II   Abth.  22 
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Das  ganze  Volumen ,  welches  daher  unser  Rechteck  während 
der  Summe  aller  Zeitmomente  r  durchwandern  würde,  wenn  es 
sich  blos  mit  seiner  relativen  Geschwindigkeit  gegen  die  Mole- 
küle von  der  BeschaflFenheit  C)  bewegte,  ist 

V=  l'  sin  3  d^  doi .  sin  e.yr,  49) 

und  es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  alle  Moleküle ,  welche  sieh 
innerhalb  dieses  Volumens  befinden ,  mit  dem  Moleküle  B)  so 
zusammenstossen,  dass  dabei  die  Bedingungen  F)  erfüllt  sind. 
Es  fragt  sich  daher  nur  noch,  wie  viele  Moleküle  von  der  Bevve- 
gungsart  C)  und  der  Phase  E)  in  diesem  Volumen  liegen  wer- 
den. Wir  wissen,  dsiss  in  äer  Yolnmeinheit  f(ta\n^...)da\da^,., 
Moleküle  von  der  Bewegungsart  C),  daher,  weil  die  Vertheilung 
der  Bewegungsarten  eine  gleichförmige  ist,  V/ (ta[a^, . .)dfi\da^. ,. 
im  Volumen  V  liegen.  Alle  diese  Moleküle  werden  jedoch  nicht 
die  Phase  E)  haben.  Vielmehr  wird  sich  die  Zahl  derjenigen, 
welche  diese  Phase  haben,  zu  ihrer  Gesammtzahl  verhalten  wie 
die  Zeit,  während  welcher  ein  Molekül  die  Phase  E)  besitzt, 
zur  Zeit,  während  welcher  es  alle  möglichen  Phasen  durchläuft, 
also  entsprechend  der  Gleichung  48)  wie  8'd.v'  zu^  js'd.v';  wobei 

ist.  Diese  Zahl  ist  also 

Hiebei  wurde  vorausgesetzt,  dass  unter  den  Molekülen  von 
der  BeschaflFenheit  C)  die  verschiedenen  Phasen  während  der 
Zeit  T  gerade  so  vertheilt  sind,  wie  während  der  Zeit  Af ,  dass 
also  nicht  immer  die  Phase  D)  gerade  mit  der  Phase  E)  coYnci- 
dirt  oder  eben  so  wenig  die  Phase  E)  niemals  oder  beson- 
ders selten  mit  der  D)  gleichzeitig  stattfindet.  Wenn  die 
Schwingungsdauer  der  Moleküle  von  der  Beschaflfenheit  C) 
nicht  commensurabel  ist  mit  der  der  Moleküle  von  der  Beschaf- 
enheit  B) ,  so  ist  dies  selbstverständlich.  Wären  jedoch  diese 
beiden  Schwingunjgsdauern  für  alle  oder  eine  endliche  Zahl  von 
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Molekttlpaaren  commensiirabel,  so  mttsste  dies  als  eine  Eigen- 
schaft der  zu  Anfang  hergestellten  Zustandsvertheilung  voraus- 
gesetzt werden ,  welche  sich  dann  für  alle  folgenden  Zeiten  er- 
halten würde.  Der  Ausdruck  50)  gibt  uns  die  Zahl  der  Moleküle 
im  Volumen  F,  flir  welche  die  Bedingungen  C)  und  E)  eifüllt 
8ind ,  und  wir  wissen ,  daös  alle  diese  und  nur  diese  wäh- 
rend It  mit  dem  betrachteten  Moleküle  von  der  Beschaffen- 
heit B),  das  wir  immer  das  Molekül  B)  nannten,  so  zusammen- 
stossen,  dass  dabei  die  Bedingungen  C),  D),  E)  und  F)  erftlllt 
sind.  Nun  sind  aber  /(^,f<„Y/,...)r/rf,f///,... Moleküle  von  der  Be- 
schaffenheit B)  in  der  Volumeinheit ;  multipliciren  wir  daher 
noch  mit  dieser  Zahl,  so  erhalten  wir  fln=vf{fy a^y a^..,) da^da^ , , . 
flir  die  Zahl  der  Molekülpaiire,  welche  in  der  Volumeinheit  wäh- 
rend der  Zeit  A^  so  zusammenstossen ,  dass  alle  5  Bedingun- 
gen B),  C),  D),  E)  und  F)  erfüllt  sind,  also  ftir  die  Zahl  der 
Zusammenstösse  von  der  Gattung  G)  während  dieser  Zeit.  Un- 
ter Berücksichtigung  der  Gleichungen  48),  49)  und  50)  erhalten 
wir  für  diese  Zahl  den  Werth : 

du  =  '^  '  ^\*  ,     i\^\ Pl sitt ^ 81"  s dS; doj At X 

\8dx  \sd,v 

hl) 

X^dxda^dn^,  .  .a'd.v'da\da'^. . . 

Wenn  die  Werthe  der  GWissen 

r/p //j  . . .  a\j a\.  ,  , .V, x'y^y  w  J) 

im  Momente  des  Beginnes  des  Zusammenstosses  gegeben  sind, 
so  ist  damit  die  Natur  des  Zusammenstosses  vollkommen  cha- 
rakterisirt;  es  können  also  die  Werthe  derselben  (jrOssen  im 
Momente  des  Endes  jenes  Zusammenstosses  berechnet  werden. 
Es  sollen  diese  Werthe  im  Momente  des  Endes  mit  den  entspre- 
chenden grossen  Buchstaben  bezeichnet  werden.  Es  können  also 
dann   die  Grössen 

A^j  A^,  .  *  A^y  A^»  .  .Jt,  X', H,  ü  K) 

als  Functionen  der  Variabein  J)  ausgedrückt  werden.  Ich  will 
den  Inbegriff  der  Bedingungen  B),  ( ),  D),  E)  und  F)  kurz  als 

2-2* 
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die  Bedingungen  G)  bezeichnen.  Alle  Zusammenstösse ,  ftlr 
welche  die  Werthe  der  Variabein  im  Momente  ihres  Beginnen 
den  Bedingungen  6)  gentigten ,  verlaufen  in  sehr  ähnlicher 
Weise.  Für  dieselben  werden  daher  auch  im  Momente  des  Endes 
die  Werthe  der  Variabein  zwischen  gewissen  unendlich  nahen 
Grenzen  liegen.  Wir  wollen  annehmen,  ftlr  alle  diese  und  nur 
diese  Zusammenstösse  sollen  die  Variabein  im  Momente  des 
Endes  zwischen 

A^  und  A^'^(^A^ ,  A^  und  A^-^dA^. .  .A[  und  A\-h(IA\ , 

4  und  ^;-4-rf4. . .  Xund  X-4-rfX,  X  und  X'-ndJC,       H) 

B  upd  B-HrfB,  il  und  ö-hrfü 
liegen. 

Da  die  Grössen  K)  Functionen  der  Variabein  J)  sind ,  so 
können  wir  im  Ausdrucke  51)  statt  einiger  Differentiale  der 
Grössen  J)  auch  Differentiale  der  Grössen  K)  einfWhren ;  wir 
wollen  z.  B.  statt  der  vier  Differentiale  dx,  dx',  d^  und  rfw  die 
Differentiale  von  ^, ,  A^,  A\  und  ^!^  einführen,  wobei  ich  übri- 
gens bemerke,  dass  die  vier  Grössen  A^y  A^y  A[,  A^  nur  bei- 
spielsweise genommen  wurden ;  wir  könnten  an  ihre  Stelle  eben 
so  gut  vier  andere  der  Grössen  K)  setzen.  Wir  erhalten  dann 

jsdx  .   js'd.v'  *    '  *     *  52) 

dfip d(iy .  .  dftpdA^dA^dA^dA^ , 
wobei 

ist. 

Dies  ist  die  Zahl  der  Zusammenstösse,  welche  in  der 
Volumeinheit  während  It  so  geschehen ,  dass  vor  denselben  die 
Grössen  y„  y,.  .yp  zwischen  den  Grenzen  B)  und  C)  und  aosser- 
dem  nach  denselben  A^y  A^,  A[,  und  Ä^  zwischen 

Ai  und  A^'-^dA^ . .  .Ä^  und  A^-hdA^ 

liegen.   Lassen  wir  in  diesem  Ausdrucke  a^ya^...ap  eonstant 
und  integriren  bezüglich  n[ja^...a'p,  A^ )  ^}A[  und  A^  tlber  alle 
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möglichen  Werthe  dieser  Grössen,  so  erhalten  wir  alle  Zusam- 
menstösse,  welche  in  der  Volumeinheit  während  A^  so  gesche- 
hen, dass  vor  denselben  die  a  Itlr  eines  der  zusammenstossen- 
den  Moleküle  zwischen  den  Grenzen  B)  lagen,  ohne  dass  hiezu 
noch  irgend  eine  andere  Bedingung  hinzukäme.  Diese  Zahl  ist 
also: 

'  JJ  Ssdv   .   ^sd.v  '  53) 

X sin 3- sin s da[dn^ . . dA[dA'^. 

Durch  jeden  dieser  Zusammenstösse  wird  die  Zahl  der 
Moleküle  in  der  Volumeinheit,  für  welche  die  n  zwischen  den 
Grenzen  B)  liegen,  also  die  Zahl  f{ta^a^.  .)du^da^.  .da^  um 
eins  vermindert;  es  ist  also  die  Zahl  dn'  von  f{ta^  a^.  .)da^da^. . 
zu  subtrahiren;  dann  bleibt  die  Zahl  der  Moleküle  übrig,  für 
welche  während  \t  die  Grössen  a  nicht  aufgehört  haben ,  zwi- 
schen den  Grenzen  B)  zu  liegen.  Hiezu  muss  noch  die  Zahl  der 
Zusammenstösse  addirt  werden ,  welche  so  geschehen ,  dass 
nicht  vor,  wohl  aber  nach  denselben  die  Grössen  a  zwischen  den 
Grenzen  B)  liegen.  Sie  heisse  dN\  Dann  ist  also 

f{tj  a, ,  a^.  .yiu^da^,  .da.^ — dn'-^dN' 

die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit ,  für  welche  zur  Zeit 
f-^lt  die  «  zwischen  den  Grenzen  B)  liegen.  Es  ist  also 

/(f,  a^ ,  //g •  •  )dH^da^ .  . da^ —  dn-\-  dN' 
=  f^t-hAt,  u^^a^,., )da^da^ . . . da^ . 

Die  Zahl  dN'  kann  in  folgender  Weise  gefunden  werden. 
Für  die  Anzahl  der  Zusammenstösse  ,  welche  in  der  Volumein- 
heit während  It  so  geschehen,  dass  bei  Beginn  derselben  die 
Bedingimgen  G)  erftlUt  sind,  fanden  wir  oben  den  Ausdruck  51). 
Für  alle  diese  erfüllen  die  Variabein  im  Momente  des  Endes  die 
Bedingungen  H).  Wir  brauchen  in  diesem  Ausdrucke  blos  die 
kleinen  Buchstaben  mit  den  grossen  zu  vertauschen ,  um  die 
Zahl  der  Zusammenstösse  zu  finden ,  für  welche  die  Werthe  der 
Variabein  im  Momente  des  Beginnes  Bedinguugen  erfüllen ,  die 
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»onst  g;aiiz  ideutiHch  mit  den  Bedingungen  H)  sind,  nur  dass 
die  Plätze  der  Schwerpunkte  beider  Moleküle  vertauscht  er- 
schemen,  deren  Verbindungslinie  also  gleiche  Richtung,  aber 
den  entgegengesetzten  Sinn  hat.  Letztere  Zahl  ist  also 

•*  OD) 

Xd^diiltdXdA^ffA^. .  .dA^dr dÄ\dA'^. .  .dA;, 

wobei  iS',  S\  K . . .  aus  «,  ä,  6 . . .  gebildet  werden ,  indem  man 
darin  die  Variabein  J)  mit  den  Variabein  K)  vertauscht.  Für  alle 
diese  Zusammenstösse  aber  werden  umgekehrt  die  Werthe  der 
Variabein  im  Momente  des  Endes  zwischen  den  Grenzen  G)  lie- 
gen. Denn  es  ist  klar ,  dass  ein  Zusammenstoss ,  fttr  den  im 
Momente  des  Beginnes  die  Bedingungen  G)  erflillt  sind,  gerade 
umgekehrt  verläuft,  wie  einer,  bei  dem  im  Momente  des  Be- 
ginnes jene  mit  H)  analogen  Bedingungen  erttllh  sind.  Wäh- 
rend also  fUr  den  erstercn  Zusammenstoss  im  Momente  des  En- 
des die  Bedingungen  H)  erflillt  sind,  so  sind  für  den  letzteren 
umgekehrt  im  Momente  des  Endes  ähnliche  wie  die  Bedingun- 
gen G)  ei-fülh.  Die  Formel  55)  gibt  uns  also  die  Zahl  der  Zusam-  , 
menstösse,  welche  in  der  Volumeinheit  während  It  so  gesche- 
hen ,  dass  im  Momente  des  Endes  derselben  die  Werthe  der 
Variabein  den  Bedingungen  G)  genügen.  Wir  wollen  zunächst 
wieder  statt  der  Differentiale  von  X,  X',  B  und  il  die  von  ^z,,  «,, 
//,',  a^  einftlhren,  so  erhalten  wir 

J  ödÄ     J  o  dA 
X^ldA^dA^.  .dA^,dA\,  .dAlda^da^da[da^. 

In  riieser  Formel  ist 

1        ^,      Za,    8«,    ial   ia' 

Ä,  —  8A'    aX'   8H    812' 

wobei  njaa  sich  bei  Bildung  der  partiellen  DiflFerentialquotienten 
in  der  FnncHoualdeterminante  die  n  als  Functionen  der  als 
imlipoHrlcut    zu  denkenden   Grössen   G)   ausgedrückt    denkeu 
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mus8.  Führen  wir  ausserdem  noch  «tatt  der  Ditferentiale  von 
A^,  Af^..Apj  A'^.,,A'^  die  von  u^  a^.  .«p  a^^-^a^  ein,  so  erhal- 
ten wir: 

rf^-^/(^>-<»>^t';)AMp^»>  0  sSS.^i^r sin H sin E X 

J5rfA     ^SdX  56) 

X^tda^da^.  .d({pdA^dA^dA[dA'^j 
wobei 

~   Sf/g    8ri^         8r/p  ' 

in  welcher  Functionaldeterniinante  A^,  A^.-.Al  als  Functionen 
der  als  independent  zu  betrachtenden  Variabein  «, ,  ö,...rtp, 
^, ,  4j,  ^|,  ^j  anzusehen  sind.  In  dem  Ausdrucke  56)  wollen 
wir  uns  alle  Grössen  als  Functionen  von 

fi,,  «j.  .ttpy  «(.../ip ,  A^,  A^,  A\,  A^ 

ausgedrückt  denken.  Ferner  betrachten  wir  «, ,  //,... «p  als  con- 
stant  und  integriren  bezüglich  a[^  a'^...A!^  über  alle  möglichen 
Werthe  dieser  Grössen.  Dadurch  erhalten  wir  die  Anzahl  der 
Zusammenstösse,  nach  denen  für  eines  der  stossenden  Moleküle 
die  Grössen  a  zwischen  den  Grenzen  B)  liegen,  während  sonst 
alles  beliebig  ist;  also  genau  die  mit  dN'  bezeichnete  Grösse. 
Es  ist  also 


dN'  =  da^dn^ .  .  da^  \t 


f{t.A,..)f{t,A[..) 

•       ISdX     IS'dX'     '^'^  *^'^'  ^ 

57) 

X V sin e sin K da^da^ .  . da\dA^dA^dA[dA'^. 


Wir  wollen  nun  die  rechte  Seite  der  Gleichung  54)  nach 
Potenzen  von  A^  entwickeln  und  bei  der  ersten  Potenz  stehen 
bleiben  ,  was  für  sehr  kleine  M  gestattet  ist.  Sie  geht  dann 
über  in 

8/(/,qpft,..)  ^^^^  ^^^^      ^^^^ ^^ ^  _^,, '^rfA-.  5J^) 
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Bevor  ich  hier  die  Werthe  von  dn'  und  dN'  substituire, 
will  ich  noch  an  eine  Relation  erinnern,  welche  ich  bereits  in 
meiner  Abhandlung  „Über  das  Wärmegleichgewicht  mehratomi- 
ger GasmolekUle"  (Sitzungsb.  d.  Wiener  Akad.  Bd.  63)  bewie- 
sen habe.  Die  in  jener  Abhandlung  entwickelte  Gleichung  19) 
lautet  nämlich  nach  Einführung  unserer  Bezeichnungsweise: 

7  sin  3"  sin  £  rff,  //>},.  .  dtr-\  du^  dv^ . .  dwr  d3^  rfw 
=  r8inHsinErfH,rfH,. .  .rfö, 

wenn  H„  H, ...  die  Werthe  von  fj,  >;,...  im  Momente  des  Endes 
des  Zusammenstosses  bezeichnen.  Führen  wir  in  diese  Glei- 
chung zunächst  a^^  a^,jily,x^  .i/  statt  f„  r,^.,.Wr  ein,  so  geht 
sie  über  in 

sh'  7  sin  3-  sin  £  dn^  da^ . . .  dn^  dx  dx'dä  rfw 
=  5'S'rsinesinErf^,//^,...rf4rfXrfX'rfe//Ö, 

wobei  s  und  S  dieselben  Bedeutungen  wie  früher  haben.  Führen 
wir  ferner  links  dA^^  dA^j  dA[,  dA^  statt  dxy  dx'j  däj  rfw  ein, 
und  ähnlich  rechts,  so  erhalten  wir 

ss's^'^  sin ä  sin  £ da^  ^n^ . .  dn^ dA^dA^dA\dA^ 
=  «SiSiSiT  sin  H  sin  E  dA^  dA^ . . .  dÄ^  dn^  da^  da[da'^. 

Fuhren  wir  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  statt  der 
Differentiale  von  ^3,  A^,.A^yA'^.,A'^  wieder  die  von  a^^  a^.M^^a'^.M^ 
ein,  so  können  wir  durch  alle  Differentiale  wegdividiren,  und  es 
bleibt  uns  nur  noch : 

8s'8^^miäBmi=^SSSx  rasinHsinE..  59) 

Nun  wollen  wir  die  Werthe  53)  und  57)  für  dn'  und  dN'  in 
die  Gleichung  58)  substituireu.  Dividiren  wir  dabei  durch 
duida^.  ,dap  It  weg,  ziehen  die  beiden  Integrale  rechts  in  ein 
einziges  zusammen,  und  beachten  endlieh  noch  die  Gleichung  59), 
so  ergibt  sich 
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i..,f 


60) 


iSdX    IS'dX'  jsfU'    js'dx' 

X  ss's^  /*7  sin  ^  sin  *  daldn^ . . .  da^dA^dA^dA[dA^ , 

und  dies  ist  als  die  Grundgleichung  anzusehen,  welche  die  Ver- 
änderung der  Function  f(tya^^a^. ,)  mit  wachsender  Zeit  be- 
stimmt. Alle  Grössen  hat  man  sich  hier  als  Functionen  der 
2p-h4  den  Zusammenstoss  (ausser  seiner  absoluten  Lage  im 
Räume)  vollkommen  bestimmenden  Grössen  a^a^.  .r/p  u[,  . 
a^A^A^A[A'^  ausgedrückt  zu  denken.  \  SdX  ist  die  Grösse, 
welche  man  erhält,  wenn  man  J,vrfa*  als  Function  dieser  2p-f-4 
Variabein  ausdrückt;  dann  die  kleinen  und  grossen  Buchstaben 
vertauscht,  und  schliesslich  wieder  die  ^3^4.  .  als  Functionen 
der  2p-f-4  Variabein  ausdrückt,  ebenso  ^SdX'.  Man  sieht  sofort, 
dass  diese  Veränderung  gleich  Null  ist,  sobald  der  Ausdruck  in 
der  eckigen  Klammer  für  alle  Werthe  der  Variabein  verschwin- 
det ;  denn  dann  verschwindet  nothwendig  auch  das  Integral, 
und  dies  ist  nichts  anderes ,  als  was  ich  schon  in  der  bereits 
citirten  Abhandlung  über  das  Wärmegleichgewicht  zwischen 
mehratomigen  Gasmolekülen  in  einer  etwas  anderen  Form  ge- 
funden. Allein  hiemit  ist  noch  nicht  bewiesen,  'dass  das  Integral 
der  linken  Seite  der  Formel  üO)  nur  verschwinden  kann ,  wenn 
der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  für  alle  Werthe  der 
Variabein  verschwindet.  Es  könnte  vielmehr  das  Integrale  auch 
verschwinden ,  wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen 
bald  positiv,  bald  negativ  würde.  Um  diesen  letzteren  Beweis 
zu  liefern,  verfahren  wir  ganz  in  derselben  Weise ,  wie  wir  dies 
früher  in  der  Theorie  des  Verhaltens  einatomiger  Gasmoleküle 
thaten.  Da  die  Functionaldeterminante  s  nur  eine  Function  von 
Xja^a^..a^  ist,  und  die  Grenzen  des  Integrals  ^sdx  nur  von 
den  «  abhängen,  so  folgt,  dass  letzteres  Integral  eine  Function 

von  II,,  rtj.  .(u  ist.   Es  ist  daher  '^     '  /'  '^  eine  Function  von 
*  \8d.v 

iyU^yH^,  .</p,  und  wir  wollen  setzen: 

/'Uya.yUg.    .«0) 
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Ferner  werde  zur  Abkürzung: 

KH'it^  /*  7  sin  ä-  sin  £  =  p 

gesetzt.  Dann  können  wir  die  Gleichung  13)  etwas  kürzer  so 
schreiben : 

—  f(f  //j  öj .  . )  5?(^ «,'  «2 . . . )\p  da\  fia^ . . .  dapflA^dA^dAlf/A^, 

Die  (irösse  j:>  besitzt  zwei  Eigenschaften ,  die  wir  später 
benutzen  werden.  Erstlich,  sie  ist  symmetrisch  bezüglich  der 
Variabein  a,,  «,.  .«p  A^A^  und  «,',  a^.  ,n^,  Al,A^,  d.  h.  sie  ändert 
ihren  Werth  nicht,  wenn  man  gleichzeitig  a[  mit  a^  und  umgekehrt ; 
rtj  mit  f/j  und  umgekehrt  u.  s.  w.  vertauscht.  Denn  hierdurch 
schreibt  man  blos  dem  zweiten  der  zusammenstossenden  Moleküle 
den  Zustand  zu,  den  vor  der  Vertauschung  das  erste  hatte,  und  um- 
gekehrt, und  es  ist  klar,  dass  sich  hiedurch  relative  Geschwin- 
digkeit etc.  beider  Moleküle  nicht  ändert.  Dass  aber  das  Pro- 
duct  88'  und  die  Grösse  »,  ebenfalls  in  dieser  Weise  symmetrisch 
sind,  lehrt  der  blosse  Anblick  der  Ausdrücke  für  diese  Grössen. 
Zweitens,  p  ist  nothwendig  positiv;  denn  die  durch  die  For- 
mel 52)  dargestellte  Zahl  dn  kann  nicht  anders  als  positiv  sein  ; 
dieselbe  enthält  aber  nebst  p  lauter  positive  Factoren  (die  Dif- 
ferentiale setzen  wir  ebenfalls  durchweg  positiv  voraus),  folglich 
muss  p  ebenfalls  i)08itiv  sein.  Setzen  wir  jetzt 

E  =  ^j  '"^{f  ttx^i  •  • )  •  W^**^" •  '^o  f  (^>  *^v  *^t  •  •  )^^h^^i •  •  •  ^^h  y     ^'^) 

wobei  log  wieder  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet  und  die 
Integrationen  über  alle  möglichen  Werthe  der  a  zu  erstrecken 
sind ,  so  dass  also  E  nur  mehr  eine  Function  der  Zeit  ist ,  und 
suchen  den  DiflFerentialquotienten  von  E  nach  der  Zeit  t.  Da  die 
Grenzen  der  Integrale ,  durch  welche  E  bestimmt  ist ,   f  nicht 

I  jr  1 

enthalten ,  so  finden  wir  -1 ,   indem  wir  unter  dem  Integral- 

df 

zeichen  nach  t  ditferentiiren ,  und  zwar  blos  insoferne  die  Grös- 
sen unter  dem  Integi-alzeichen  t  explicit  enthalten,  denn  die  a 
sind  nichts  anderes  als  die  Variabein,  nach  denen  integrirt  wer- 
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den  soll.  Wir  wissen,  dass  ^sda^  die  Zeit  auch  nicht  enthält 
dieselbe  ist  also  nur  in  (p{t,  a^a^,  .)  enthalten.  Berttcksichtigen 
wir  noch,  dass 

die  Gesamnitzahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit,  also  sein 
Differentialquotient  nach  t  gleich  Null  ist,  so  erhalten  wir 

Substituiren  wir  hier  flir  ^^  J  ' '  seinen  Werth  aus 
Gleichung  02)  und  setzen  Kürze  halber 

so  ergibt  sich 

dE 

—  =  JJJ  ..  log  y .  [c|)i|>'— '^ j,'J  p  da^  d(L, .  .  da^^  da\ . .      .64) 

da'pdA^dA^dA\dAy 

In  dem  bestimmten  Integrale,  welches  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  64)  bildet,  können  wir  wieder  die  Variabein,  nach 
denen  zu  integriren  ist,  bezeichnen,  wie  wir  wollen.  Wir  kön- 
nen also  z.  B.  rfjrtj.  .A^  mit  a[(i'^.  .A'^  und  umgekehrt  vertau- 
schen. Dadurch  ändert  sich  weder  p,  noch  die  Grösse  in  der 
eckigen  Klammer,  nur  logy  verwandelt  sich  in  logy',  und  wir 
erhalten  also,  wenn  wir  zum  Schlüsse  auch  noch  die  Integrations- 
ordnung umkehren,  so  dass  wieder  in  der  alten  Reihenfolge  in- 
tegrirt  wird : 

dE 

~-  =  j^. . log y '[<l>cl>'—  y ^'J jrdai da^ . . . da'^dAydA^dA^dA'^.    65) 

Nun  wollen  wir  diejenigen  «,  welche  in  Formel  64)  mit 
den  kleinen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet  wurden,  mit  den 
grossen  und  umgekehrt  bezeichnen,  so  erhalten  wir : 
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dE 

-—  =  JJ .. log a>[^y  — ^a>'] PdA^dA^ . . . dA;da^d(udalda'^,    66) 

wobei  P=ÄÄ'5,/=*r8inOsinE  ist.  Man  erhält  also  P,  indem  man 
p  als  Function  der  2p-+-4  Grössen  a^Oj^.  .apA^.  .A'^  ausdrückt 
und  dann  die  grossen  und  kleinen  Buchstaben  vertauscht.  Nun 
wissen  wir  aber,  dass  A^A^.  ,ApA^.  ,Ap  als  Functionen  von 
r/,  a.^.  .apA^  A^A[  und  A*^  ausgedrückt  werden  können.  Wir  kön- 
nen also  in  der  Foimel  66)  statt  der  Differentiale  von  ^3^4^.. 
ApA*^A'^,  .A'p  wieder  die  von  «ja^.  .«p/ig.  .«p  einführen,  was 
natürlich  wieder  blos  eine  rein  formelle  Veränderung  ist.  Wir 
können  ja  unter  dem  Integralzeichen  statt  der  Variabein ,  nach 
denen  die  Integration  zu  geschehen  hat,  beliebige  andere  Func- 
tionen derselben  einführen,  folglich  auch,  wenn  wir  wollen,  die- 
jenigen, welche  uns  früher  «3^4. .  durch  ^3^4.  .  ausdrückten. 
Dadurch  geht  die  Gleichung  66)  über  in 

dE 

—  =  jj.,  log<I>[y  y '— <I><l)']P<7  rf«,  da^ . . .  daldA^dA^dA^dA^ , 

oder  wegen  der  Gleichung  59)  in 
dE 


dt 


=  II* ' log<I>[^5>'— 4><I>']/; rf«,rfrt, . . . daldA^dA^dA'^dA"^.    67) 


Die  Integrationen  sind  in  allen  diesen  Formeln  über  alle 
möglichen  Werthe  der  Variabein  zu  erstrecken.  Vertauschen  wir 
hier  endlich  wieder  a^a^,.,A^  mit  a[a^.,,A'^j  so  ergibt  sich 

^^  =JJ..logcI)' . [ j.5>'_<|)a>'J^ da^da^ . . . daldA^dA^dA[dA'^.    68) 

Addiren  wir  nun  die  Gleichungen  64),  65),  67)  und  68) 
und  dividiren  durch  4,  so  bekommen  wir 


(IE 


=  i  ^-f-  •  '^^  ll&J  •  ["^"^'-rfy  d^i^'^'z  •  •  •  ^'^r 


Da  nun  p  immer  positiv  ist,  so  folgt  aus  diesem  Ausdrucke 

dE 
sofort  wieder,  dass  -  -     niemals  positiv  sein  kann,  also  E  selbst 
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nur  abnehmen  oder  oonstant  bleiben  kann.  Letzteres  kann  nur 
der  Fall  sein,  wenn  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  also 

<f{t,  ri,//,...//p) . <f{t tt[a'^ . . . a;)-tf{t A^A^,..A;) . <f{t A[Ä^ . . . ^;)  61») 

fttr  alle  Werthc  der  Variabein  verschwindet.  Es  kann  daher  die 
Zustandsvertheilung  nicht  periodisch  zwischen  gewissen  Gren- 
zen hin  und  her  schwanken,  und  ftlr  die  Grenze,  der  sie  sich  mit 
wachsender  Zeit  nähert,  muss  der  Ausdruck  69)  allgemein  ver- 
schwinden. 

Die  Bedeutung  der  eben  vorgenommenen  Transformation 
der  Gleichung  64)  kann  wie  im  Falle  einatomiger  GasmolekUlc 
durch  Zerlegung  des  Integrals  in  eine  Summe  veranschaulicht 
werden.  Setzen  wir  etwa 

f/,  =  6,£,  u^=b^t  .  •  .  u^=b'^ij  A^=B^s     .  .  , 

wobei  s  eine  beliebige  sehr  kleine  Grösse ,  die  h  aber  ganze 
Zahlen  sind;  ferner 

Da  p  von  allen  Variabein  abhängt ,  so  müssen  ihm  2p-+-4 
Indices  gegeben  werden ;  die  übrigen  Indices  wurden  ihm  der 
Symmetrie  wegen  beigefügt.  Die  v  sind  Constanten,  deren 
Werth  im  Allgemeinen  von  den  Indices  abhängt;  die  w  sind 
Functionen  der  Zeit.  Das  System  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen, welche  dann  an  die  Stelle  der  Gleichung  64)  ti*e- 
ten,  igt  dann  folgendes: 

Die  Summation  ist  über  alle  möglichen  Werthe  der  b^b^. . 
ä,jBj  ...  zu  erstrecken.  In  der  Gleichung  70)  selbst  können 
b^b^..b^  die  verschiedensten  Werthe  haben ;  sie  repräsentirt  uns 
daher  ein  System  vieler  Differentialgleichungen.  Die  Gleichung 
50)  lautet  in  unserer  gegenwärtigen  Bezeichnungsweise 

■^Ä,ß,..Ä/Ä,'..  ^B^'B^\.b,B^..  ^6tb...bt'b.\. 
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lind  man  findet  aus  derselben  und  dem  Gleichlingssystem  70) 
leicht,  dass  der  DiflFerentialquotient  von 

niemals  positiv  sein  kann.  Die  Siinimation  in  diesem  letzten 
Ausdrucke  ist  über  alle  möglichen  Werthe  von  h^h^..,hp  zu  er- 
strecken. Diese  Grösse  nimmt  also  beständig  ab,  bis 

ist  für  alle  möglichen  Werthe  von  h^h^.  .Äp  und  für  alle  mit  die- 
sen vereinbaren  Werthe  von  B^  B^B\  B'^.  Denn  D  kann  für  keine 
Gruppe  von  Indices,  der  mögliche  Zustände  der  Moleküle  ent- 
sprechen, gleich  Null  werden.  Es  mttsste  ja  sonst  ein  Zusani- 
menstoss  die  Wahrscheinlichkeit  Null  haben.  Die  durch  die 
Gleichung  03)  gegebene  Grösse  E  können  wir  noch  etwas  an- 
ders schreiben.  Wir  sahen,,  dass 

sd'V 

zur  Zeit  /  die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit  ist,  für 
welche  die  Bedingungen  B)  und  D)  erfüllt  sind.  Führen  wir  statt 
der  Differentiale  von  a^  a^,,. a^  die  von  ?,>3, . . . C,._i  H^  r, .  . Wr  ein, 
so  geht  dieser  Ausdruck  über  in 

f(t  a^a^ .  .  Up)  d^^dr,^ .  .  ^Cr-i  dUy .  .  dw^- 

Denke  n  wir  uns  jetzt  wieder  //,  a^ . . .  «p  durch  ^^rt^ . . .  Wr  aus- 
gedrückt, so  wird  f  eine  Function  der  letzten  Variabein.  Es 
gehe  f{ta^a^.  .a^)  in  F(f,?,,y,j.  .Wr)  über,  so  dass  also 

F  .  dE^dr,^  .  ,  .  rfC,._i  du^  .  .  .  dw,. 

die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit  ist,  für  welche 

tj  /.wischen  f,  und  f,-Hrf?  .  .  .  w,.  zwischen  w,.  und  Wr-^dWr 

liegt.  Den  Ausdruck  für  E  können  wir  dann  schreiben 

E=^ll  .  .  .  FXo^Fsdxdaydfi^  .  .  .  rff^p, 

oder  wenn  wir  auch  die  Differentiale  von  f, ,  r,,  ...?i?^  einführen 
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fi:=jj  ,  .  .  F\o^Fd^^dr,^  .  .  .  //?,_irf//, ...  rfir,.  71) 

Ich  bemerke  noch,  dasö  die  Rechuiiiig  in  derselben  Weise 
geführt  werden  kann ,  wenn  im  Räume  R  mehrere  Gattungen 
von  MolekWlen  vorhanden  sind.  Bezeichnen  wir  die  entsprechen- 
den Grössen  fllr  die  zweite  Gattung  von  Molekülen  durch  Bei- 
fügung eines  Sternes  u.  s.  w.*  so  kann  dann  die  Grösse 

Ai'=  rj...FlogFrf?,r/>;,...rfw,-4-JJ...F*logFVff  rfr*  ..fiwf  -^ 

u.  8.  w.  niemals  zunehmen. 

y«    Die  Moleküle  machen  von  einem  Znsammenstosse  bis 
znni  nächsten  nicht  sehr  viele  Schwingungen« 

Im  vorigen  Abschnitte  machte  ich  die  Annahme,  dass  jedes 
Molekül  von  einem  Znsammenstosse  bis  zum  nächsten  sehr  viele 
Schwingungen  macht.  Es  lässt  sich  jedoch  auch,  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist,  n)it  Leichtigkeit  beweisen ,  dass  die  durch  die 
Gleichung  71)  definirte  Grösse  E  nicht  zunehmen  kann.  Es  ist 
ist  hier  bequemer ,  wenn  wir  die  Zahl  der  Moleküle  in  der 
Volumeinheit,  für  welche  zur  Zeit  t  die  Variabein  ^^,r^^..,Wr  zwi- 
schen den  Grenzen 

£,  und  c,-f-rf|,  .  .  .  Wr  und  w^-^dwr  L) 

liegen,  mit  /^^,  !„>;,.  .//?r)r/£,  rfr;, ,  .f/nj^  bezeichnen;  /'sei  also 
jetzt  dieselbe  Function ,  welche  im  vorigen  Abschnitte  F  hiess. 
Es  kann  zunächst  bewiesen  werden ,  dass  die  Grösse  E  durch 
die  innere  Bewegung  der  Atome  in  den  Molekülen  nicht  ver- 
ändert wird,  dass  sie  also  constant  bliebe,  wenn  die  Moleküle 
nicht  unter  einander  zusammenstiessen.  Es  wären  dann  die 
Variabein  ^j,  >?,... ir^  durch  die  Differentialgleichungen  bestimmt, 
welche  wir  die  Bewegungsgleichungen  eines  Moleküls  genannt 
haben.  In  Folge  dieser  Gleichungen  sollen  zur  Zeit  t-\--öt  die 
Variabein  für  diese  und  nur  diese  Moleküle,  für  die  sie  zur  Zeit 
t  zwischen  den  Grenzen  L)  lagen ,  zwischen  folgenden  Grenzen 
liegen : 

cj  und  ;j-+-f/cj  .  .  .  Wr  und  w'r-hdw'r*  M) 
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Ich  habe  bereits  in  der  Abhandlung  über  das  Wärmegleich- 
gewieht  zwischen  mehratomigen  Gasmolekttlen  gezeigt,  dass  man 
dann  hat 

rfcjf/nj  .  .  .  ^?r,!  =  rfc,  rfr^,  .  .     (iwr  *. 

Fänden  keine  Zusamnienstösse  statt ,  so  lägen  zur  Zeit 
t^8t  genau  fllr  jene  Molektile  die  Variabein  zwischen  den  Gren- 
zen M),  für  welche  sie  zur  Zeit  t  zwischen  den  Grenzen  L)  lagen. 
Die  Zahl  der  ersteren  und  letzteren  Moleküle  wäre  daher  gleich, 
weil  beides  ganz  dieselben  Moleküle  wären.  Nun  ist  aber  die 
Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit ,  fllr  welche  zur  Zeit 
t-\-^t  die  Variabein  zwischen  den  Grenzen  M)  liegen 

f{f-f-of ,  f j . ;.  w'r) rfcj . . (fw'r ; 

die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit  aber,  für  welche  zur 
Zeit  t  die  Variabein  zwischen  den  Grenzen  L)  Hegen,  ist 

Es  wäre  also 

(Wir  setzen  hier  wieder  voraus ,  dass  die  Zustandsvertheilung 
eine  gleichförmige  an  allen  Stellen  des  Gases  sei.)  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  72)  erhalten  wir 

also  aucli 

f'\osf'd^\dr,[,  .dw;=^flogfd^^ .  .dwr,  73) 

wenn  wir  /  für /(ff,.  .u\)',  f  für /(f-+-5f,f,.  ,w'r)  schreiben.  Da 
die  Gleichung  73)  l\ir  jedes  »System  von  Differentialen  besteht, 
80  erhalten  wir  auch  gleiche  Ausdrücke,  wenn  wir  beiderseits 


1  Wenn  man  mit  endlichen  Grössen  rechnen  will,  lautet  diese  Glei- 
chung 

,.      d^\dY,'.  .  .  .  dlCr         ^ 

lim  — IL — ! =  1. 

^f  (ic^dr^^  ...  difr 
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über  alle  möglichen  Werthe  der  Variabein  integriren.  Es  ist 
also 

wobei  beiderseits  über  alle  mögliehen  Werthe  der  Variabelu  zu 
integriren  ist,  weshalb  es  gleichgiltig  ist,  wie  die  Integrations- 
variabein bezeichnet  werden.  Man  könnte  daher  auch  schreiben : 

JS   ^    .    .  f(t-h$t,  ^,  .  .  Wr)  l0g/(f-+-rjf,  f  j  .  .  10,)  rff ,  ,.dWr  = 

Hier  ist  die  Grösse  rechts  der  Werth  des  E  zur  Zeit  t-^ot, 
die  links  der  Werth  des  E  zur  Zeit  t.  Beide  sind  also  gleich. 
Die  Grösse  E  würde  also  ihren  Werth  gar  nicht  ändern ,  wenn 
sich  die  Atome  der  Moleküle  ihren  Bewegungsgleichungen  ge- 
mäss bewegten,  ohne  dass  die  Moleküle  unter  einander  zusam- 
menstiessen.  Es  handelt  sich  noch  darum,  zu  finden,  um  wie 
viel  sich  die  Grösse  E  in  Folge  der  Zusammenstösse  verändert. 
Wenn  dann  8t  sehr  klein  genommen  wird,  so  ist  die  Gesammt- 
veränderung  der  Grösse  E  die  Summe  der  Einzelveränderungen. 
Bezeichnen  wir  den  Zuwachs,  welchen  E  durch  die  Zusammen- 
stösse  erfährt,  mit  oEy  so  ist  zunächst 

dE^jj  .  .log f^fd^,   ,dwr,  74) 

wobei  df  der  Zuwachs  ist,  den  /'  während  der  Zeit  dt  durch  die 
Znsanunenstösse  erfährt,  so  dass  die  Zahl  (5N)  der  Moleküle, 
welche  während  der  Zeit  r^t  in  der  Volumeinheit  den  Zustand  L) 
dnrch  die  Zusammenstösse  gewinnen,  um  5fd^^dri^..,dwr  grös- 
ser ist,  als  die  Zahl  {871)  der  Moleküle,  welche  während  der- 
selben Zeit  durch  die  Zusammenstösse  diesen  Zustand  verlieren, 
dass  also 

dN-On  =  $fd^^dri^  .  .  .dwr  75) 

ist.  Ein  Molekül  hat  den  Zustand  L),  ist  dabei  ein  abgekürzter 
Ausdruck  statt  des  längeren:  Die  den  Zustand  bestimmenden 
Variabein  C,>j,  .  .Wr  liegen  fttr  dieses  Molekül  zwischen  den 
Grenzen  L).  Ich  nehme  wieder  an ,  der  Zusammenstoss  zweier 

Siub.  d.  mathem.-natonr.  CI.  LXVI.  Bd.  IT.  Abth.  23 
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Moleküle  beginne ,  wenn  die  Schwerpunkte  derselben  in  die 
Distanz  /  gelangen.  Der  Winkel  zwischen  der  Verbindungslinie 
beider  Schwerpunkte  und  der  a?-Axe  heisse  wieder  ^,  der  zwi- 
schen der  ary-Eheue  und  einer  parallel  jener  Verbindungslinie 
durch  die  a?-Axe  gelegten  Ebene  w.  Dann  ist  die  Zahl  der  Zu- 
sammenstösse  in  der  Volumeinheit  während  der  Zeit  öt ,  für 
welche  im  Momente  des  Beginnes  die  Variabein  3-  und  w 

zwischen  5  und  J^-hd^,  w  und  w-f-rfoj,  N) 

ferner  die  Variabein  |,  tj,  .  .  Wr  für  das  eine  stossende  Molekül 
zwischen  den  Grenzen  L) ,  für  das  andere  aber  zwischen  irgend 
welchen  anderen  Grenzen    z.  B. 

c[  und  fi'H-rfl,'     .  .  Wr  und  Wr-^dtcl  P) 

liegen, 

fd^^ . .  dwrf  d£,[ . .  dwlgl}  sin  ^  d^  rfw  $t , 

wobei  g  die  relative  Geschwindigkeit  der  Schwerpunkte  der 
Moleküle  ist.  Für  alle  diese  und  nur  diese  Moleküle  sollen  im 
Momente  des  Endes  des  Stosses  ^  und  w  zwischen  den  Grenzen 

e  und  e-Hrfe,  H  und  ß-+-rfß,  N*) 

ferner  die  Variabein  f, ,  >;, .  .ir^  für  das  erste  Molekül  zwischen 
den  Grenzen 

El  und^Ä,-HrfHi  ,  .  .Wr  und  Tt;-f-rfW;,  L*) 

für  das  andere  aber  zwischen  den  Grenzen 

H;  und  Z[-hdS.[  .  .  .  TF;  und  Wl-^-dlK  P*) 

liegen.  Durch  jeden  dieser  Zusammenstösse  verliert  ein  Molekül 
den  Zustand  L).  Im  Ganzen  verlieren  daher  in  der  Volumeinbeit 
während  der  Zeit  dt 

Ö7i=fd^^..dwrOtll,  'f'dS,[,  .dwrgP sin ^dJ^d(xi 

Moleküle  den  Zustand  L),  wobei  wieder  die  Integrationen  über 
alle  möglichen  Werthe  der  Differentiale  zu  erstrecken  sind.  Die 
Anzahl  der  Zusammenstösse,  welche  während  der  Zeit  dt  in  der 
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Volumeinheit  so  geschehen,  dass  im  Momente  ihres  Beginnes 
die  Variabein  zwischen  den  Grenzen  L*),  N*)  und  P*)  lie- 
gen, ist 

dv=FrfÄ,...rffr,F'rf2;;...rfiF;e/*sinerfe//ööY       76) 

Für  alle  diese  Zusammenstösse  liegen  die  Variabein  im 
Momente  des  Endes  zwischen  den  Grenzen  L),  N)  und  P) ,  weil 
diese  Zusammenstösse  gerade  umgekehrt  wie  die  früher  betrach- 
teten verlaufen  *.  Da  die  Variabein 


Functionen  von 


E,...w;,  H;...Tr;,  e,ü  r) 


ij..«?^,  t,'. ..«?;, ^,  w  Q) 


sind,  so  kann  man  in  den  Ausdruck  76)  statt  der  ersteren  auch 
die  letztem  Variabein  einführen.  Es  wird  dann 

G  sin  erfHj . . .  dWixiedü = g  sin  ädS,^ . .  dtcld^do) , 

wie  aus  dem  allgemeinen  Theoreme  folgt ,  das  ich  im  2.  Ab- 
schnitte meiner  Abhandlung  ^Über  das  Wärmegleichgewicht  zwi- 
schen mehratomigen  Gasmoleküleu"  bewiesen  habe.  In  Folge 
dessen  wird 

(Jv  =  FF'  rff,  ...dw'r  sin  ^gPd^  rfco  ol.  7  7) 

Im  Obigen  wurde  F,  F,  f  für  f{t,  H, . . .  W\  f{t,  Ej . . .  K), 
f{t,i['  -tOr)  geschrieben.  G  ist  die  Grösse,  die  man  erhält,  wenn 
man  in  g  die  Variabein  Q)  mit  den  Variabehi  R)  vertauscht.  Im 
Ausdrucke  77)  hat  man  sich  überall  die  Variabeln  R)  als  Func- 
tionen der  Variabdn  Q)  ausgedrückt  zu  denken.  Integriren  wir 
denselben  bezüglich  ^...ti?^,  3-,  cu  über  alle  möglichen  Werthe, 
so  erhalten  wir  die  Zahl  aller  Moleküle,  welche  in  der  Volum- 
einheit während  der  Zeiteinheit  durch  die  Zusammenstösse  den 


1  Natürlich  sind  beim  Vergleich  des  Endzustandes  eines  Zusammen - 
«tosses  mit  dem  Anfangszustande  eines  anderen  die  Plätze  der  Schwer- 
punkte beider  Moleküle  zu  vertauschen,  weil  sich  dieselben  zu  Anfang 
^egen  einander,  zu  Ende  aber  von  einander  bewegen. 

23* 
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Zustand  L)  gewinnen,  also  die  Zahl,  die  schon  früher  mit  oN 
bezeichnet  wurde.  Es  ist  also 

^N=dE^ .  .dwrot  ^l.  ..FF'gp9in:öri£[.  ..dwldädoi. 

Setzen  wir  diese  Werthe  fllr  5w  und  «JJV  in  die  Gleichung  75) 
ein,  so  erhalten  wir 

5/= ot  II...  (^FF'—ff')gP  sin  ^d^[ . . .  dwidJ^  rfw , 

und  wenn  wir  dies  in  die  Gleichung  74)  substituiren, 

$E=$tSS.  .log  f {FF'— ff ')gP  sin  :^d^^..dwrd^\  .dwrdJ^du). 

Die  Verwechslung  des  ersten  und  zweiten  der  zusammen- 
stossenden  Moleküle  liefert,  wie  früher 

$£=  St  j^ . .  log/  '{FF'—ff')gP'  sin  ^rf?, . .  dwr  d^[ . .  dw^  d3^  rfw. 

Führen  wir  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  statt  der  In- 
tegrationsvariabeln  Q)  die  Variabein  R)  ein,  was  immer  mög- 
lich ist,  da  man  in  einem  bestimmten  Integrale  statt  der  Inte- 
tegrationsvariabeln  beliebige  Functionen  derselben  einführen 
kann ,  und  vertauschen  dann  die  grossen  und  kleinen  Buch- 
staben, was  wieder  erlaubt  ist,  da  man  in  einem  bestimmten  In- 
tegrale die  Variabein  bezeichnen  kann  wie  man  will,  so  erhält 
man  die  beiden  Gleichungen 

ö£=  ''Qtll.AogF{FF'—ff')gPmiäd^...dw'rdädo> 

m=—itl^,.\ogF'{FF'''ff')gPsmäd^^...dWrdädta. 

(Dabei  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  Variabein  K)  dieselben 
Functionen  der  Q) ,  wie  umgekehrt  die  Q)  von  den  R)  sind.) 
Die  Addition  aller  dieser  vier  Gleichungen  aber  liefert 

m^^Sill.  Aos[ßp^.(FF'—fr)gPBm:^d^...dWrdäd^, 

woraus  wieder  ersichtlich  ist,  dass  die  Grösse  E  durch  die  Zu- 
sammenstösse  nur  abnehmen  kann ,  und  da  sie  durch  die  Bewe- 
gung der  Atome  in  den  Molekülen  nicht  verändert  wird,  so  folgt^ 
dass  sie  auch  im  Ganzen  nur  abnehmen  kann. 
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Wenn  die  Zustandsvertheilung  zu  Anfang  der  Zeit  keine 
gleichförmige  war ,  so  enthält  die  Function  f  auch  die  Coordi- 
naten  ^r,  y,  z  derjenigen  Stelle  des  Gases ,  für  welche  sie  die 
Geschwindigkeitsvertheilung  darstellt.  Alsdann  tritt  an  die  Stelle 
von  E  ein  etwas  allgemeinerer  Ausdruck.  Wenn 

/(^,  07,  y,  «,  fp  >;,  .    .  wi)  (ix  dy  dz  rf£, .  .  dw, 

die  Zahl  der  Moleküle  ist,  welche  sich  zur  Zeit  t  im  Volumele- 
mente dxdydz  mit  den  Coordinaten  .r,  y,  z  befinden,  und  für 
welche  die  den  Zustand  bestimmenden  Variabein  zwischen  den 
Grenzen  L)  liegen,  so  kann  die  Grösse 

Ärrrjf  .    .  f\ogf.d.Tdydzd£^  ,  .  .  dwr  78) 

nicht  zunehmen.  Um  hiefÜr  den  Beweis  zu  liefern,  wollen  wir 
das  Problem  noch  etwas  allgemeiner  auffassen.  Gesetzt,  wir 
hätten  sehr  viele  Systeme  materieller  Punkte  (Moleküle).  Jedes 
derselben  bestehe  aus  r  materiellen  Punkten  w,  ?w,  .  .  nir  (die  m 
sollen  zugleich  die  Massen  derselben  sein).  Die  Masse  m^  sei 
für  alle  Systeme  gleich;  ebenso  die  Masse  m.^  u.  s.  w.  a?„  y„  «, 
seien  die  Coordinaten,  w,,  r„  w^  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  von  m^,  Analoge  Bedeutung  haben  x^y^  .  .  .  ;  und  zwar 
ist  es  gleichgiltig ,  ob  der  Coordinatenanfangspunkt  für  die  ver- 
schiedenen Systeme  derselbe  oder  verschieden  ist.  Die  Kräfte, 
welche  auf  irgend  einen  der  materiellen  Punkte  wirken ,  seien 
solche  Functionen  der  Coordinaten  iv^y^z^a^^  .  .  .  Zr,  dass  eine 
Kraftfunction  existirt,  und  zwar  sei  diese  Kraftfunction  für  alle 
Systeme  dieselbe  Function  von  x^y^. . Zr*  Bezeichnen  wir  dann 
wieder  mit  ({tx^y^z^.  .  .w^dx^dy^.  .  .dwr  die  Anzahl  der  Sy- 
steme, für  welche  die  Variabein  x^y^z^x^.,.ZrU^.,,Wr  zwischen 
den  Grenzen 

x^  und  .r,-+-rfa?|  .  .  .  ir^  und  Wr-^dwr  S) 

liegen  und  setzen 

E  =  ll     .  .  flogfdx^dy,  .  .  .  dwry  79) 

so  kann  genau  wie  früher  bewiesen  werden ,    dass  sich   die 
Grösse   E   durch   die  Bewegung   der  materiellen  Punkte   der 
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Systeme  nicht  ändert,  so  lange  zwischen  denselben  nur  die  in- 
neren Kräfte  des  betreffenden  Systems  thätig  sind.  Es  soll  nun 
auch  zwischen  den  materiellen  Punkten  verschiedener  Systeme 
Wechselwirkung  stattfinden,  und  zwar  soll  die  zwischen  je  zwei 
Punkten  thätige  Kraft  Function  ihrer  Entfernung  sein  und  in 
der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  wirken.  Die  Bedingungen^ 
wann  die  Wechselwirkung  zweier  verschiedener  Systeme  be- 
ginnt, sollen  so  sein,  dass  niemals  (oder  doch  nur  höchst  selten) 
drei  Systeme  gleichzeitig  in  Wechselwirkung  kommen.  Sonst 
aber  können  sie  beliebig  sein.  (Es  kann,  um  ein  Beispiel  zu 
geben,  die  Wechselwirkung  zweier  Systeme  eintreten,  so  oft 
ein  materieller  Punkt  des  einen  irgend  einem  des  andern  unge- 
wöhnlich nahe  kommt.)  Die  Anzahl  der  Paare  von  Systemen, 
welche  während  der  Zeit  ot  so  in  Wechselwirkung  konumen, 
dass  im  Momente  des  Beginnes  der  Wechselwirkung  die  den 
Zustand  bestimmenden  Variabein  fllr  das  eine  System  zwischen 
den  Grenzen  S),  fllr  das  andere  aber  zwischen  den  Grenzen 

»f|  und  a?jH-rfa;,'  .  .  .  Wr  und  wl-^dwr 

liegen,  ist  dann  wieder 

/{(,  o.', . .  Wr)  f\t,  z[ . .  w'i) dxy .  .xlwr dx[ . . dw'r St . c>.  80) 

f  ist  eine  Function  der  relativen  Lage  und  der  Geschwin- 
digkeiten der  Atome  beider  Systeme.  Berücksichtigt  man,  dass 
diese  Function  wieder  die  allgemeine  durch  die  Gleichung  19) 
meiner  Abhandlung  „Über  das  Wärmegleichgewicht  mehrato- 
miger Gasmolekttle"  ausgedrückte  Eigenschaft  besitzen  muss,  so 
kann  man  ganz  wie  früher  beweisen,  dass  die  Grösse  E  durch 
die  Wechselwirkung  der  verschiedenen  Systeme  nur  abnehmen 
kann.  Der  Beweis  kann  auch  geführt  werden ,  wenn  nicht  alle 
Systeme  gleich  beschaffen  sind,  sondern  wenn  sie  zwei  oder 
mehreren  Gattungen  angehören,  aber  von  jeder  Gattung  sehr 
viele  Individuen  vorhanden  sind.  (Man  übersieht  sofort,  dass 
ein  Gemisch  von  Gasmolekttlen  mit  ungleichförmiger  Geschwin- 
digkeitsvertheilung  nur  ein  specieller  Fall  hievon  ist.)  Wenn 
die  Kraftfnnctjon  den  Wcrth  gz  hat,  findet  man  ftlr  einatomige 

Gasmoleküle  f  =  Ae^^'{^'-^^f)'  Die  bekannten  Formeln  für  das 
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barometrische  Höhenmesser,  sowie  alle  aerostatischen  erweisen 
sich  also  ebenfalls  als  specielle  Fälle  der  Formeln  für  das 
Wärmegleichgewicht. 


YI.  Auflösung  der  Gleichung  81)  und  Berechnnng  der 

Entropie. 

Wir  haben  bewiesen,  dass  für  mehratomige  GasmolekUle  im 
Falle  des  Gleichgewichts  der  lebendigen  Kraft  der  Ansdnick  69) 
verschwinden  muss,  dass  also  fUr  dasselbe 

fia,,a,.  .)'f{a[,n,..,)-^(A,A,...)f(^A\Ai  .)  =  0         81) 

sein  muss  für  alle  möglichen  Werthe  der  Variabein 

a^n^. . n[ n^ .  .A^A^,  .A[A'^,,, A^  82) 

Es  handelt  sich  noch  darum ,  eine  Function  f  zu  finden, 
welche  diese  Gleichung  erfüllt.  Es  ist  klar,  dass,  wenn  X  die 
gesammte  in  einem  Moleküle  enthaltene  lebendige  Kraft 
und  Arbeit,  A  und  h  Constanten  sind,  der  Werth  ^  =  J^-'*^ 
nothwendig  die  Gleichung  81)  erfüllt.  Es  ist  dies  die  Lösung 
des  Problems ,  welche  ich  schon  in  der  Abhandlung  „Über  das 
Wärmegleichgewicht  mehrjitomiger  GasmolekUle^  fand.  Allein 
es  wäre  noch  der  Beweis  zu  liefern ,  dass  dies  die  einzig  mög- 
liche Lösung  der  Gleichung  81)  ist.  Während  dieser  Beweis  für 
einatomige  Gasmolekttle  der  allerleichtestc  Schritt  ist,  so  ist  er 
hier  unstreitig  der  schwierigste,  da  es  hier  nicht  möglich  ist,  die 
verschiedenen  Gleichungen ,  welche  die  Werthe  der  Variabein 
vor  und  nach  dem  Stosse  mit  einander  verbinden,  wirklich  all- 
gemein anzugeben.  Doch  lässt  sich  wenigstens  fllr  zweiatomige 
Moleküle  unter  Voraussetzung  einer  bestimmten  Art  der  Wech- 
selwirkung der  Moleküle  während  des  Zusammenstosses  bewei- 
sen ,  dass  es  die  einzig  mögliehe  Lösung  ist.  Nehmen  wir  an, 
jedes  Molekül  bestehe  aus  zwei  Atomen,    r  sei  ihre  Distanz, 

~  xXO  ^^'®  Kraft,  mit  der  sie  sich  anziehen,  wenn  das  Molekül 

mit  keinem  anderen  im  Zusammenstosse  begriflfen  ist,  so  dass 
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^yj^r)  die  Kraftfunction  ist.  Damit  die  Formeln  nicht  zu  weit- 
läufig werden,  nehme  ich  an,  dass  alle  Atome  gleiche  Massen 
haben  (der  allgemeinere  Fall  kann  dann  sofort  in  ganz  analoger 
Weise  berechnet  werden).  Die  Summe  des  Werthes  der  Kraft- 
function und  der  lebendigen  Kraft  beider  Atome  eines  Moleküls 
bleibt  von  einem  Zusammenstosse  bis  zum  nächsten  constant. 
Bezeichnen  wir  die  Grösse,  welche  man  erhält,  wenn  man  diese 
Summe  mit  der  halben  Masse  eines  Atoms  dividirt,  mit  a,  das 
vierfache  Geschwindigkeitsquadrat  des  Schwerpunktes  des  Mole- 
kttles  mit  ft,  und  den  vierfachen  Flächenraum,  den  der  vom  Schwer- 
punkte zu  einem  Atome  gezogene  Radiusvector  ip  der  Zeiteinheit 
zurücklegt,  mit  c,  so  sind  //,  ä,  c  die  einzigen  die  Natur  der 
Atombahn  bestimmenden  Integrationsconstanten.  Die  übrigen 
bestimmen  blos  deren  Lage  im  Baume.  Man  kann  durch  die 
Verbindungslinie  der  beiden  Moleküle  eine  Ebene  so  legen, 
dass  die  Geschwindigkeitsconiponente  w  senkrecht  zu  dieser 
Ebene  für  beide  Atome  gleich  ist.  Diese  Ebene  soll  die  Bahn- 
ebene heissen.  a  sei  ihr  Winkel  mit  irgend  einer  fixen  Ebene, 
/3  der  Winkel  zwischen  ihrer  Durchschnittslinie  mit  der  fixen 
Ebene  und  einer  in  der  fixen  Ebene  gezogenen  fixen  Geraden. 
7  sei  der  Winkel,  welchen  diejenige  Geschwindigkeitscompo- 
nente  des  Schwerpunktes  des  Moleküls,  welche  parallel  der 
Bahnebenc  ist ,  o  der  Winkel ,  welchen  die  Apsidenlinie  der 
Bahncurve  der  Atome  bei  ihrer  Bewegung  um  den  Schwerpunkt 
mit  der  Durchschnittslinie  der  Bahnebene  nnd  der  fixen  Ebene 
einschlicsscn.  Das  Gas  sei  nach  allen  Richtungen  gleich  be- 
schaffen ;  von  einem  Zusammenstosse  eines  Moleküls  bis  zum 
nächsten  sollen  sehr  viele  Maxima  und  Minima  der  Entfernung 
seiner  Atome  (Apsidenstellungen)  eintreten.  Endlich  soll  der 
Winkel  zweier  sich  folgender  Apsidenlinien  in  keinem  rationa- 
len Verhältnisse  zu  ;:  stehen  (mit  Ausnahme  unendlich  weniger 
Bpecieller  Bahnfonnen).  Dann  sind  r/,  />,  r,  ir,  a,  ß,  7,  o  die 
im  von^f eil  Abschnitte  mit  a^  a^,..a^  bezeichneten  Integrations- 
constanten^ r  ist  gleich  i^,  p=:6r — 4  =  8,  die  Grösse  y(/]r, ,«3... 
ür^  du^  .  .  .  dftp  muss  dann  die  Form 

y  (a,  b,  c,  w)Bmadadhdcd7tdo:dßdydo 
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haben.  In  Folge  der  Gleicbberechtigung  aller  Richtungen  im 
Räume  kann  y  die  Winkel  a,  ß,  7  nicht  enthalten.  In  Folge 
unserer  Annahme  ttber  die  Apsidenlinien  sind  auch  alle  Werthe 
des  S  gleichberechtigt.  Wir  wollen  jetzt  blos  solche  Zusanunen- 
stösse  der  Betrachtung  unterziehen,  bei  denen  ?r  und  die  Bahn- 
ebene, für  beide  zusammenstossende  Moleküle  identisch  gind. 
Die  Gleichung  81)  mnss  für  alle  Zusammenstösse,  also  auch  für 
diese  gelten.  Nun  wird  aber  a  durch  die  Zusammenstösse  nicht 
verändert,  die  Gleichung  81)  verwandelt  sich  daher  in 

f(a,  b,  e,  w) .  fia'y  h\  c\  w)  =  y(^,  Ä,  C,  vi) .  f(A\  B%  C,  w')     83) 

Wir  wollen  noch  eine  specielle  Annahme  über  die  Wechsel- 
wirkung zweier  Moleküle  während  des  Zusammenstosses  ma- 
chen. Der  Stoss  zweier  Moleküle  soll  darin  bestehen,  dass  ein 
Atom  des  einen  Moleküls  sich  mit  einem  des  andern  wie  ela- 
stische Kugeln  stösst.  (Wir  bezeichnen  die  zusammenstossenden 
Atome  als  die  ersten  der  betreffenden  Moleküle.)  Legen  wir  jetzt 
parallel  der  Verbindungslinie  der  Centra  der  stossenden  Atome 
im  Momente  des  Stosses  eine  fixe  a?-Axe  (jene  \^erbindung8linie 
soll  in  die  Bahnebene  fallen)  und  senkrecht  darauf  aber  parallel 
derBahnebenc  eine  fixe  y-Axe.  Im  Momente  des  Beginnes  des  Zu- 
sammenstosses seien  w,  v  die  Geschwindigkeitscomponenten  des 
ersten  Atoms  des  ersten  der  beiden  stossenden  Moleküle  in  der 
Richtung  dieser  beiden  Coordinatenaxen;  C>  ^  die  Coordinaten 
desselben  bezüglich  eines  Systems ,  das  seinen  Ursprung  im 
Schwerpunkte  des  Moleküls  hat ,  und  dessen  Axen  parallel  un- 
seren fixen  sind.  Wj,  r,  seien  die  Geschwindigkeitscomponenten 
des  zweiten  Atoms  des  ersten  Moleküls.  Die  Bezeichnung  der 
auf  das  andere  Molekül  und  auf  den  Moment  des  Endes  des 
Zusammenstosses  bezüglichen  Grössen  leiten  wir  hieraus  in  der 
immer  gebrauchten  Weise  ab.  Dann  ist 


b  =  (m  -+-?/j)*-h(i?   -+-r,)*-H4fr* 
b'=  (?/'  -HW,')*-H(t?'  -+-t?,')*-f-4ir'* 


84) 
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Durch  den  Zusammeustoss  kehren  sieh  blos  die  a?-Compo- 
nenten  der  Geschwindigkeit  der  stossenden  Atome  um;  es  ist 
also  t7=?£',  {/'  =  m;  alle  anderen  grossen  Buchstaben  haben 
denselben  Werth  wie  die  entsprechenden  kleinen.  Es  ist  also 

B=  (n'  -4-M,)*H-(r  -+-t^,)*-H4?(?* 

85) 

B'  =  {u  -Hw;)«-f-(r'  -f-r,7-H4tr'* 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dasa,  wenn  beliebige  Werthe  der 
Grössen 

ri,  by  Cj  a',  b',  c'j  Wj  w'  86) 

gegeben  sind,  diejenigen  von  den  den  Zustand  des  Systems  im 
Momente  des  Beginnes  des  Zusammenstosses  definirenden  Grös- 
sen M,  t7,  I  .  .  .  ,  welche  hiedurch  noch  nicht  bestimmt  sind, 
immer  so  gewählt  werden  können ,   dass  gegebene  Werthe  von 

Ay  By  Cy  A'j  B,  C  87) 

nach  dem  »Stosse  zum  Vorschein  kommen,  wenn  nur  die  Grössen 
86)  und  87)  die  einzige  Bedingung 

a-^a'^A-i-A^  88) 

also  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  erfüllen,  dass  also  zwi- 
schen den  Grössen  86)  und  87)  keine  andere  als  diese  Gleichung 
besteht. 

Setzen  wir  zur  Abkllrzung 

b^a — B-\-A=g,  b' — a' — B'-^A^g', 

Äü  mn\  g  und  g'  ebenfalls  gegebene  Grössen. 
Wir  finden 

g=2u^{H—n') ,  g'=2u[{ii'—H) , 
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daraus  ^ 


n'=u^^,  u:=^^u,  89) 


und  folglich 


90) 


b—B  =  (u—/ — ^  u,y-(n—^u,y. 

2m,       .9     '        ^        9 
Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 
h — B-^b' — B'  ^=g'^g' , 

also  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft.  Diese  muss  erfüllt 
sein.  Man  kann  dann  m,  willkllrlich  wählen.  Die  andere  Glei- 
chung 90)  bestimmt  u  quadratisch,  die  Gleichungen  89)  aber  be- 
stimmen u'  und  u[.  Die  Gleichungen  89)  und  90)  aber  ersetzen 
vier  der  Gleichungen  84)  und  85)  vollkommen.  Es  bleiben  noch 
die  vier  anderen  übrig.  Dazu  kommen  aber  die  Gleichungen  für 
die  r.  Sie  lauten : 

o=f(p — «?,) — Yt{ti  — w,)  ,     e'==£'(«''— *'t') — ^'(''' — ^'i) 

91) 
r=f(r — r,)— ■r,(w' — Hy)  ,     C=^l'{p' — I?,') — r/(M  — ?/,)  , 


woraus  folgt 


'         h' — U   '      '  H' — H  ' 


was  wieder  zwei  der  Gleichungen  91)  ersetzt,  und  yj  und  yj'  be- 
stimmt. Es  bleiben  noch  vier  der  Gleichungen  84)  und  85)  und 
zwei  der  Gleichungen  91)  zn  erfüllen,  also  z.  B. 


t,_t.^   =jk-^>;(w— w,)] 


92) 
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r— r»    =-[r'-H>;(w— w,)] 


in  welchen  Gleiclmngen  auch  die  n  und  r^  als  gegeben  zu  be- 
trachten sind,  weil  wir  sie  durch  gegebene  Grössen  ausdruck- 
ten. Elimirt  man  aus  den  Gleichungen  92)  die  Vj  so  bleibt  eine 
einzige  Gleichung  für  |,  welche  dann  auch  die  r  zu  bestimmen 
gestattet;  ebenso  bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  93)  f',  r' 
und  v[.  Wenn  also  nun  die  Gleichung  88)  erfüllt  ist,  so  können 
wir  jede  der  Variabein  ^,  r^,  ?/,  i? . . .  gesondert  durch  die  gegebe- 
nen Grössen 

fl,  *,  r,  tr,  a\  *',  &,  w',  A,  B,  C,  Ay  B\  C  T) 

ausdrücken ;  zwischen  den  letzteren  kann  also  nur  die  Glei- 
chung 88)  bestehen.  Die  Gleichung  85)  muss  also  für  alle 
Werthe  der  Variabein  T),  welche  die  Gleichung  88)  befriedigen, 
erfüllt  sein.  Es  muss  also  fAie  Form  Ae-^^  haben.  Dass  auch  tr 
iu  f  nicht  vorkommen  darf,  beweist  man  leicht  aus  den  übrigen 
Zusammenstössen.  Da  schon  bei  den  eben  betrachteten  Zusam- 
nienstössen  u^  völlig  willkürlich  war,  und  bei  Betrachtung  aller 
Zusammenstösse  natürlich  noch  mehr  willkürliche  Grössen  hin- 
einkommen ,  so  ist  es  nicht  wahrscheinlich ,  dass  für  andere 
Wirkungsgesetze  während  des  Zusammenstosses  andere  Lösun- 
gen möglich  werden.  Doch  weiss  ich  vorläufig  kein  anderes  Mit- 
tel des  Beweises ,  als  dass  man  jedes  Wirkungsgesetz  speciell 
behandelt. 

Indem  wir  als  sehr  wahrscheinlich  annehmen,  dass  für  den 
Fall  des  Wärmegleichgewichts  die  Function  (p  immer  die  Form 
Ae^^^  haben  muss,  können  wir  jetzt  die  Grösse  E  für  Körper 
liürcrhaen,  zwischen  deren  Atomen  sich  bereits  das  Wärme- 
^lcielij[^ewicht  hergestellt  hat.  Als  den  allgemein  giltigen  Werth 
i\\T  E  (aus  dem  nicht  gewisse,  wegen  der  speciellen  Natur  des 
Problems  constante  Grössen  weggelassen  wurden)  bezeichneten 
wir  den  Werth  79). 
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Würden  wir  denselben  als  Entropie  bezeichnen,  so  hätte 
dies  jedoch  den  Ubelstand,  dass  die  Gesammtentropie  zweier 
Körper  durch  eine  Constante  von  der  8umme  der  Entropie  bei- 
der einzelnen  verschieden  wäre.  Wir  betrachten  dahier  lieber 
folgenden,  nur  durch  eine  Constante  vom  Ausdrucke  79)  ver- 
schiedenen : 


£*=JJ.../log[|]rfa.,...rftr.. 


Hiebei  ist  iV^  die  gesammte  Zahl  der  Moleküle  des  Gases, 
fdoi\,  .  dwr  die  Zahl  derjenigen,  für  welche  a?„  y,  ,  .  Wr  zwi- 
schen den  Grenzen 

0?,  und  a7j-t-<ir,  .  .  .  i^r  und  Wr-^dwr  S) 

liegen.  Setzen  wir 

dx^dy^  .    .  dZr=dGy  du^dv^  .    .  dwr=^d8j  j^=:f*y 

so  hat  /**  auch  eme  einfache  Bedeutung.    Es  ist  f^dsda  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Molekül  den  Zustand  S)  hat  (die 
Zeit,  während  der  es  ihn  hat,  dividirt  durch  die  ganze  Zeit,  wäh- 
rend der  es  sich  bewegte). 
Es  wird  dann 

E*^Nlir\osrd8dfj.  94) 

Für  einatomige  Gase  ist ,  wenn  N  die  Gesammtzahl  der 
Moleküle  des  Gases,  V  der  von  ihnen  eingenommene  Raum,  m 
die  Masse ,  T  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Atoms  ist. 


daher 


E^  =  Nll,    ./*\ogf*da:dydzdudvdw  = 
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was,  da  m  und  A^  coustant  sind,  bis  auf  einen  eonstanten  Factor 
und  Addenden  mit  dem  Ausdrucke  für  die  Entropie  einatomiger 
Gase  übereinstimmt.  Für  Gase  mit  r- atomigen  Molekülen  ist 


/•  =  ^^-*(x+2T-'), 


wobei  y^  die  Kraftfunction,  2-^  die  gesanunte  lebendige  Kraft 
eines  Moleküls  ist.  Dabei  ist  wegen  j^f*dsd^  =  l 

1 


Man  findet  also 

E*  =  N\osA-hN^^£^-lrN.  95) 

Um  die  Beziehung  der  Grösse  £•  zum  zweiten  Hauptsatze 

in  der  Form     -^<:0  zu  erkennen,  wollen  wir  uns  unter  einem 

System  von  r  materiellen  Punkten,  wie  wir  es  bis  jetzt  betrach- 
teten, nicht  ein  Gasmolekül,  sondern  einen  ganzen  Köi-per  vor- 
stellen. (Wir  wollen  ihn  das  System  A  nennen.)  Mit  ihm  sei 
während  einer  gewissen  Zeit  ein  zweites  System  (B)  materieller 
Punkte,  also  ein  zweiter  Körper  in  Wechselwirkung.  Die  beiden 
Körper  können  von  gleicher  oder  verschiedener  BeschaflFenheit 
sein.  Theoretisch  wird  der  EfiFect  der  Wechselwirkung  nicht  blos 
von  der  Art  und  Weise  der  Einwirkung,  sondern  auch  von  den 
Phasen  abhängen ,  in  denen  sich  beide  Körper  im  Momente  des 
Beginnes  der  Wechselwirkung  befinden.  Hievon  ist  nun  erfah- 
rungsmässig  nichts  zu  merken,  was  zweifellos  daher  rührt,  dass 
der  Effect  der  Phase  durch  die  grosse  Anzahl  der  in  Wechsel- 
wirkung tretenden  Moleküle  compensirt  wird.  (Eine  ähnliche  An- 
sicht hat  bereits  Claus  ins  unlängst  ausgesprochen.)  Um  den 
Effect  der  Phase  zu  eliminiren,  wollen  wir  statt  eines  Systems  A) 
sehr  viele  {N\  gleichbeschaffeue,  aber  in  verschiedenen  Phasen 
befindliche,  betrachten,  die  übrigens  unter  einander  in  gar  kei- 
ner Wechselwirkung  stehen  sollen.  f{tyX^.  ,w^dsd^  sei  wieder 
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f 
die  Zahl  der  Systeme  mit  dem  Zustande  5,  und  wir  setzen  ~ 

gleich  /**.  Auch  von  der  Gattung  (B)  seien  sehr  viele  Systeme 
vorhanden.  Eine  der  Function  /  analoge  Bedeutung  für  die- 
selben habe  die  Function  f'{tx[  .  .  w'^.  Die  Functionen  f^ 
und  f  können  auch  discontinuirlich  sein ,  so  dass  sie  nur, 
wenn  die  Variabein  sehr  nahe  gewissen  durch  eine  oder 
mehrere  Gleichungen  verbundenen  Werthen  liegen ,  gross, 
sonst  aber  verschwindend  sind.  Als  diese  Gleichungen  können 
diejenigen  gewählt  werden ,  die  den  äusseren  sichtbaren  Bewe- 
gnngszustand  des  Körpers  und  die  in  ihm  enthaltene  leben- 
dige Kraft  charakterisiren ,  wobei  zu  beachten  ist ,  dass 
lebendige  Kraft  sichtbarer  Bewegung  in  ihrer  Vertheilung  au 
die  Atome  so  weit  von  der  schliesslich  sich  bildenden  statio- 
nären Vertheilung  abweicht,  dass  sie  Unendliches  in  E*  liefert, 
weshalb  sie  auch  beim  zweiten  Hauptsatze  als  Wärme  von  un- 
endlicher Temperatur  zählt.  Auf  jedes  der  Systeme  A)  soll  eines 
der  Systeme  B)  wirken,  und  zwar  soll  der  Beginn  der  Wechsel- 
wirkung mit  den  verschiedensten  Phasen  zusammenfallen.  Alle 
EflFecte ,  welche  nicht  von  der  Phase  abhängen ,  müssen  dann 
gerade  so  ausfallen,  als  ob  nur  ein  System  A)  auf  ein  System  B) 
in  einer  beliebigen  Phase  wirkte ,  und  wir  wissen ,  dass  die 
Wärmeerscheinungen  in  der  That  nicht  von  der  Phase  abhängen. 
Die  Function  f  kann  dabei,  sofern  sie  nicht  durch  die  gesammte 
lebendige  Kraft  oder  sichtbare  Bewegung  der  Köri)er  bedingt  ist, 
beliebig  gewählt  werden.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Sy- 
stem A)  mit  dem  Zustande  S)  mit  einem  Systeme  B),  dessen  Zu- 
stand durch  ganz  analoge  Bedingungen  gegeben  ist,  in  Wech- 
selwirkung tritt,  ist  wieder  durch  einen  der  Formel  52)  ganz 
analogen  Ausdruck  gegeben ,  woraus  wie  früher  bewiesen  wer- 
den kann,  dass  die  Grösse  £*  nur  abnehmen  kann.  Nach  lange 
fortgesetzter  Wechselwirkung  (für  das  Temperaturgleichgewicht) 
erlangt  £*  sein  Minimum,  was  eintritt,  wenn  allgemein  ff'=FF' 
ist.  Wenn  der  Körper  ruht,  so  ist  die  Lösung  dieser  Gleichung 

/•=-4<?""*(^"^^^) ,   wobei  f'dsda  die  Wahrscheinlichkeit   ist, 

dass  ein  System  A)  den  Zustand  S)  hat.  Die  der  Entropie  aller 
iV  Systeme  A)  proportionale  Grösse  E  ist  wieder  durch  die  Glei- 
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chung  95)  gegeben.  Die  Entropie  eines  einzigen  Systems  A)  ist 
daher  dem  iVte  Theil  davon,  also  der  Grösse 

proportional,  was  bis  auf  einen  constanten  Factor  und  Adden- 
den mit  dem  von  mir  schon  in  der  Abhandlung  „Analytischer 
Beweis  des  zweiten  Hauptsatzes  aus  den  Sätzen  über  Wärme- 
gleichgewicht'*  (s.  dort  Gleichung  18)  gefundenen  Ausdrucke 
übereinstimmt. 
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XXni.  SITZUNG  VOM  24.  OCTOBER  1872. 


Herr  Geheimrath  Dr.  Hennann  Helmholtzzn  Berlin  dankt, 
mit  Schreiben  vom  16.  October,  für  seine  Wahl  znm  ausländi- 
schen Efarenmitgliede  der  dasse. 

Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Krems  tibersendet  ein^ 
Abhandlung,  betitelt:  „Integralausdrticke  für  die  Functionen  1^." 

Herr  Dr.  Pey ritsch  legt  eine  Abhandlung:  „Über  Pelo- 
rienbildungen"  vor. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Akademie  der  Wissenschaften,  Eönigl.  Preuss.,  zu  Berlin: 
Monatsbericht.  Mai  und  Juni  1872.  Berlin;  8®. 

Apotheker -Verein,  AUgem.  österr. :  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 
Nr.  30.  Wien,  1872;  S». 

Blanford,  W.  T.,  Observations  on  the  Geology  and  Zoalogy  of 
Abyssinia.  Made  during  the  Progress  of  the  British  Expedi- 
tion to  that  CouBtry  in  1867—68.  London,  J870;  8^ 

California  Academy  of  Sciences:  Memoirs.  Vol.  I,  Part  1.  San 
Francisco,  1868;  4».  —  Proceedings.  Vol.  HI,  Parts  1  &  5. 
(1863  &  1867.);  Vol.  IV,  Parts  2—4.  (1870  &  1871).  San 
Francisco;  8^ 

Comptes  rendus  des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences. 
Tome  LXXV,  Nr.  15.  Paris,  1872;  4P. 

Dudley  Observatory:  Aunals.  Vol.  H.  Albany,  1871;  8». 

Gesellschaft,  Naturforschende,  in  Emden:  LVH.  Jahres- 
bericht. 1871.  Emden,  1872;  8«. 

—  allgemeine  Schweizerische,  für  die  gesammten  Naturwissen- 
schaften: Neue  Denkschriften.  Band  XXIV.  (Dritte  Dekade. 
Bd.  IV.)  Zürich,  1871;  4P.  —  Verhandlungen.  54.  Jahres- 
versammlung. Jahresbericht  1871.  Frauenfeld,  1872;  8®. 

81Ub.  <L  inaÜieiD.-Dfttiirir.  Cl.  LYVI.  Bd.  U.  Abth.  24 
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Gesellschaft,  Physikal. - medicin.,  in  Wttrzburg :  Verhandlan- 
gen. N.  F.  III.  Band,  1.  &  2.  Heft.  Wttrzburg,  1872;  8«. 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXm.  Jahrgang, 
Nr.  42.  Wien,  1872;  4«. 

Gottingen,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften 
aus  d.  J.  1869—1871.  4P  &  8«. 

Henwood,  William  Joiy,  Observations  on  Hetalliferoos  Depo- 
sits, and  on  Subterranean  Temperature  etc.  Parts  I  &  11. 
Penzance,  1871 ;  8^. 

Isis:  Sitzungsberichte.  Jahrgang  1872,  Nr.  1—3.  Dresden;  8®. 

Museum,  The  Geological,  of  Calcutta:  Memoirs.  (Palaeonlologia 
Indica.)  Sen  VI  &  VE.  Calcutt«,  1871;  4«.  —  Records. 
Vol.  VI,  Parts  3  &  4.  (1871.)  Calcutta;  kl.  4o. 

Nature.  Nr.  155,  Vol.  VI.  London,  1872;  4\ 

Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 
1872,  Nr.  13.  Wien;  40, 

„Revue  politique  et  littiraire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 
France  et  de  Titranger".  II"'  Annde.  2*  sörie.  Nr.  16.  Paris 
&Bruxelles,  1872;  4«. 

SocietaSj  Begia,  %cienHamm  Upsalensis:  Nova  acta.  Serlei 
IW^^,  Vol,  Vlll  Fase,  L  18? i.  Upsaliae;  in  4».  —  Bulletin 
mdtöorologique  mensuel  de  TObservatoire  de  rUniversit6 
dTpsal.  Vol.  I,  Nrs.  1—12;  Vol.  II,  Nrs.  7—12;  Vol.  ID, 
Nrs.  1— 12.  üpsal,  1871;  4«. 

Sociötö  Imperiale  des  naturalistes  de  Moscou:  Bulletin.  Annde 
1872.  Tome  XLV,  1"  Partie.  Moscou,  1872;  S^ 

—  Linn^enne  du  Nord  de  la  France:  Hdmoires:  Amiäes  1868 
&  1869.  Amiens,  1870;  8^  —  Bulletin  mensuel.  Nrs.  1—4. 
Juillet-Octobre  1872.  Amiens;  8«. 

Society,  The  American  Philosophical:  Transactions.  VoL  XIV. 
N.  S.  Part  III.  Philadelphia,  1871;  4».  —  Proceedings, 
Vol.  Xn.  2.  Nr.  87,  Philadelphia,  1871;  8». 

—  The  Royal  of  Edinburgh :  Transactions.  Vol.  XXVI,  Parts  II— 
III.  For  the  Session  1870 — 71.  4«.  —  Proceedings.  Session 
1870—71.  Vol.  VII,  Nrs.  82—83;  8». 

Üpsala,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus 
d.  J.  1871/2.  4P  &  80. 
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Verein,  naturhistorischer ^  der  preuss.  Rheinlande  and  West- 
phalens:  Verhandlangen.  XXVni.  Jahrgang.  (Dritte  Folge: 
8.  Jahrgang)  I.  &  IL  Hälfte.  1871;  XXEX.  Jahrgang.  (Dritte 
Folge:  9.  Jahrg.)  I.  Hälfte.  1872.  Bonn;  8^. 
—  ftir  Erdknnde  za  Dresden:  Vm.  und  IX.  Jahresbericht. 
Dresden,  1872;  8o. 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift;.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  42.  Wien, 
1872;  4«. 


24* 
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Integralausdriwke  für  die  Functionen  Y^. 

Ton  Leopold  Gegenbaaer  in  Krems. 

Trangfonnirt  man  die  Differentialgleiehung: 
1.)  (1 — a^y" — (m-+-l)xy'-hn{n-^m)y  =  0 
durch  die  Substitution : 

2.)  2ar=?-f-?-S 

3.)  2/5^=T  =  C-e-S 

so  verwandelt  sie  sich  in : 

4.)  ^(l^^)y"^[(m-^l)^^m  -  l]fy'— «(«H-m)(l -^)y=0. 

Integrirt  man  diese  Gleichung  durch  eine  nach  ^  abstei- 
gende Reihe : 

5.)  y  =  C^-^-a,C'-«H-a4^''"*-*-  -  '  y 

so  liefern  die  bekannten  Methoden  die  beiden  particulären  Inte- 
grale : 

6-)  y,=l*./q^2'~"' 2 '  ^   J' 

wo  mit  F  die  hypergeometrische  Reihe  bezeichnet  wird.  Da  bei 
einer  Entwicklung  nach  absteigendem  ?  die  Function  X^  nur 
die  wte,  {ri — 2)te,  (n— 4)te  .  .  .  ,  die  Function  7*  hingegen  nur 
die  — (w-t-m)te,  — (M-i-m-i-2)te,  — (w+-m-h4)te. . .  Potenz  von 
^  enthalten  kann,  so  müssen  diese  zwei  particulären  Integrale 
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bis  auf  constante  Factoren  bezüglich  mit  den  Functionen  A* 
and  Y^  ttber^stimmen.  Man  hat  daher  die  zwei  Gleichungen  : 

8.)  i:=c..|».F[|,-«,-^±f=?^  C-), 

9.)  r;=c,|-(»^«).F[|,«-H«,,!^5i|±?,  C-), 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  8)  mit  o?-*,  die  Gleichung  9) 
mit  a?""*-"»  und  setzt  dann  ^=oo,  so  erhält  man,  da: 

iA\     -«  in»      »i(w-f-2)..(mH-2a— 2)    .  . 

10.)  o?-.  jr=  -^^ <jjj^^ -^ ,  [.r=ooJ, 

11  -v  ,gn+m  r»^      n(»i-«-«~i)       r^_oo1 

ist,  flir  die  Constanten  (7,  und  C,  folgende  Werthe: 
19  N  ^  _  m(m-i-2)...(m-t-2n—2) 

2'^"n(m-H«-l) 
''     »~»i(»n-2) .  .(»h-2m)" 

Es  ist  also: 
..    ^_  m(;m-h2) . . .  (m-<-2«— 2)  r»» 

2«+m-2  ] 

2  '^    J' 


.        2'»^''n(m-4-«-l)  ^«. 

2        '^     )' 


Die  Gleichung  15.)  benutzen  wir-  nun  znr  Ableitung  eines 
Integralausdruckes  fttr  die  Function  y", 
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376  Oegenbauer. 

Sind  et  und  ß  zwei  positive  Zahlen,  so  ist  bekanntlich: 


50     *—'.(l— *)?-».(!-«  C-» 


16.)  I  ««-'.(1— *)?-».(!-« ?-»)-(-+-)  .  dx= 

0 

n(a-i)n(ß-i)    „  -  . ,. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung: 
17.)  «=|-;  ß=»-Hi, 
so  verwandelt  sie  sich  in  : 


Jo 


18.)  I  »'      .(1— «)».(1— «C-V^^  •  «'«^ 

2»+'n(ii)               rm             2»-HOT-t-2        ■) 
»i(m-h2) . . . (m-t-2n) ' ^l 2' '""^'*' 2 '^    1 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dem  Ausdrucke : 
2»-i.n(m-t-«-l)  , 

80  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  in  Y^  und  man  hat  daher: 


19. 


^=?!:ü!gpap-(:_.).(l_f-'... 


Durch  die  Substitution : 
20.)«  =  ^ 

geht  diese  Gleichung  ttber  in : 

01N   V «      2^*  n (m-t-n-1)  r        (>i*-l)T-  •  du 
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oder 

^_n(m-H»-l)r  («»-l)T-^rf« 

'''''>'-     n(«)     Jjar4-«/^=T| 

Setzt  man  endlich: 
23.)  tt  =  cosf^, 
80  erhält  man  schliesslich: 


(sinfV)*'-^^^ 


[a?-f-COSö/;r*— 1} 
Um  ein  neues  Integral  flir  Y^  zu  finden,  setzen  wir: 


a?C08tV-i-  l/^ar* — 1 
COSft?=— 


-ismft?  = 


a?-+-cosÄ^a;* — 1 
— isini^ 


0? — COSit?  /o?* — 1  = 


a?-HC08iV/^*— 1 
1 


rfp  = 


oTH-cosi^/a?* — 1 


a?-HC08iVy^j;* — 1 

tsintt?  1"»-'  .  .  .^v,^- 
-— =  =(smiO--*. 
—  costt^lrj;* — U 

Es  ist  alsdann: 

26.)  ,:=(_o-.!iö^«=i) 

(a?—  cosfV  ^a^ — 1)*  -  (sin  ir)*-*  rfr , 

0 
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378  Gegenbauer. 

wo  die  obere  Grenze  den  Logarithmus  der  mit  positivem  reellen 
Theile  genommenen  Wurzelgrösse  bezeichnet,  dessen  lateraler 

Theil  <-5-;r  ist. 

Ist  üo  rein  lateral,  so  kann  man  dem  Integrale  25.)  eine 
andere  Gestalt  geben.  Setzt  man  nämlich  in  diesem  Falle: 

x  =  iy 


VC08iV-+-l/^V*H-l 
C08t?=  — -^ 


smt?  = 


y-HCostV  ^y^-^l 
fiiniV 


y — cosi?/y*-i-T= 
dv  = 


i(y-^C0Bit  l/^y*-+-l) 
—1 


y-^coBÜ^y^-hl 
dt 


y-t-costVl/^y2-+-l 


(f8intV)*~S 


\y  —  cost?/y*-t-l 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  24.)  in : 

26.)  i:(^)=(-i)«..w.2(^^) 

rare  eotang  y 


(y  —  cos  V  |/y2-t-l)» .  (sin r)«»-^ .  dv. 

Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  wir  in  unseren 
obigen  Entwicklungen  voraussetzten,  dass  j?  und  /a?* — 1  mit 
demselben  Zeichen  genommen  werden. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  24.),  25.)  und  26.)  m=  1 ,  so 
erhält  man  die  bekannten  Formeln : 


27.)  (?»  = 


dt 


[;r-h-  cos  ü  I/o?*— 1]"-^-^ 
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Kfjf 

28.)  0"  = 


a— t 


(x  —  COS  iv  '^x^ — 1)» .  dv , 


379 


29.)  Q\iy)  =  —i^' 


are  coiong  y 


(ff — coBv  ^y^-hiy.dv. 


24** 
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SITZUNGSBERICHTE 


DES 


HATHKHATISCH-NiTDRWISSENSCHAFniCHE  CliSSE. 


LXVI.  Band. 
ZWEITE  ABTHEILÜNÖ. 

9. 

Enthält  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physik,  Chemie, 
Mechanik,  Meteorologie  und  Astronomie. 
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XXIV.  SITZUNG  VOM  7.  NOVEMBER  1«72. 


Herr  Prof.  Dr.  Eduard  Linnemann  in  BrUnn  dankt,  mit 
Schreiben  vom  1.  November,  für  seine  Wahl  zum  correspondiren- 
äen  Mitgliede  der  Akademie. 

Herr  Prof.  Dr.  Th.  Ritter  v.  Oppolzer  legt  eine  Abhand- 
lung vor,  betitelt:  „Nachweis  fftr  die  im  BerHner  Jahrbnche  für 
1875   enthaltenen  Ephemeriden    der  Planeten    (58)  Coneordia, 

(S)  Elpis,   (62)  Erato,  (64)  Angelina  und   @  Amalthea". 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Acad^mie  Imperiale  des  Sciences  de  St.  Pätersbonrg:  Mörooi- 
res.  VIP  S^rie.  Tome  XVI,  Nrs.  9—14  (1871);  Tome  XVH, 
Nrs.  1—12  (1872);  Tome  XVffl,  Nrs.  1—7  (1872).  St.  P^- 
tersbourg;  4®.  —  Bulletin.  Tome  XV^  Nrs.  2—6  (1871); 
Tome  XVII,  Nrs.  1-3  (1871—72).  St  Pßtersbourg;  4P. 

Accademia,  Reale,  dei  Lincei:  Atti.  TomoXXV.,  Anno XXV., 
Sessione  1»— 3*.  Roma,  1871—72;  4«. 

Akademie  der  Wissenschaften,  Königl.  Schwedische:  Hand- 
lingar.  Ny  Följd.  VU.  Bd.  2.  Hft.  (1868);  VIH.  Bd.  (1869); 
IX.  Bd.  (1870).  Stockholm,  1869-1871;  4«.  —  Öf^rersi^ 
XXVI.  &  XXVn.  Ärgangen.  Stockholm,  1870  &  1871;  8^ 
—  Leftiadsteckningar.  Bd.  I,  Hft.  2.  Stockholm,  1870;  8^.  — 
Meteorologiska  Jakttagelser  i  Sverige.  IX- -XL  Bd.  1867 — 
1869.  Stockhohn,  1869  —  1871;  Quer-4<>.  —  ÜÄrlson, 
F.F.,  Minnesteckning  öfver  Erik  Gustaf  Geijer.  Stockholm, 
1870;  80. 

Academy,  The  Wisconsin,  of  Sciences,  Art«,  and  Letters--  Bul- 
letm.  Nrs.  2 — 5.  Madison.  1871;  8*.  —  Act  of  Ineoipera- 
tion.  8^ 

Apotheker-Verein,  Allgem,  österr«:  ZeitschiifL  10.  iahi^.^ 
Nr.  31.  Wien,  1872;  8^ 

«5* 
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Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1908—1909.  (Bd.  80.  12— 
13.)  Altona,  1872;  4». 

Bericht  über  den  Handel,  die  Industrie  und  die  Verkehrsver- 
hältnisse in  Nieder -Österreich  während  des  Jahres  187L 
Erstattet  von  der  Handels-  und  Gewerbekammer  in  Wien. 
Wien,  1872;  8^ 

Gesellschaft,  physikalische,  zu  Berlin:  Die  Fortschritte  der 
Physik  im  Jahre  1868.  XXIV.  Jahrgang,  1.  &  2.  Abtheilung. 
Berlin,  1872;  8^  —  Namen-  und  Sach-Register  zu  den 
Fortschritten  der  Physik.  Band  I  bis  XX.  Berlin,  1872;  8». 

—  naturforschende,  in  Bern:  Mittheilungen  aus  den  Jahren 
1870  und  1871.  Nr.  711—791.  Bern,  1871  &  1872;  8«. 

—  der  Wissenschaften,  k.  panische:  Skrifter.  öRaekke,  natur- 
vidensk.  og  mathem.  Afd.  IX.  Bd.  5.  Kj^benhavn,  1871 ;  4*^. 
—  Oversigt  i  Aaret  1871,  Nr.  2.  Kjjlbenhavn;  8^ 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXHI.  Jahrgang, 

Nr.  43—44.  Wien,  1872;  4^ 
Hayden,  F.  V.,  Preliminary  Report  of  the  United  States  Geo- 

logical  Survey  of  Montana  and  Portions  of  adjacent  Terri- 

tories  etc.  Washington,  1872;  8^  —  On  the  Yellowstone 

Park.  80. 
Institut  Egyptien:  Mimoires  ou  travaux  originaux.  Tome  I*'. 

Paris,  1862;  4».  —  Bulletin.  Ann^es  1859—1871,  Nrs.  1— 

11.  Alexandrie,  1859—1872;  8^ 
Jahrbuch,  Neues,  für  Pharmacie  und  verwandte  Fächer,  von  F. 

Vorwerk.  Band  XXXVIH,  Heft  2.  Speyer,  1872;  S9. 
Journal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  VI, 

3.  Heft.  Leipzig,  1872;  8o. 
Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrg,  Nr.  22.  Graz,  1872;  4^ 
Landwirthschafts -Gesellschaft,  k.  k.;  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  20 — 21. 

Wien;  8\ 
Lütt  ich,  Universität:  Akademische  Gelegenheitssohriften  aus 

d.  J.  1868—1869.  8^  &  4«. 
Nature.  Nrs.  156—157,  Vol.  VL  London,  1872;  49. 
Report,  Annual»  of  the  Board  of  Supervisors  of  the  Louisiana 

State  üniversity,  for  the  Year  ending  Deoember  31,  1870. 

Session  of  1871.  New  Orleans,  1871;  8^ 
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„Revue  politique  et  littiraire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  Tfitranger.  IP  Ann6e,  2*  S6rie,  Nrs.  17—18. 

Paris  &  Bruxellps,  1872;  4«. 
Riccardi,  P.,  Biblioteca  matematica  Italiana.  Fase.  4**.  Modena- 

1872;  4«. 
Society,  The  Wisconsin  State  Agricultural :  Transactions.  Vol. 

VIU  &  IX.  (1869  &  1870.)  Madison,  1870—71 ;  8». 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  43 — 44. 

Wien,  1872;  4o. 
Young,  Edward,  Special  Report  on  Immigration ;  accompanying 

Information  for  Immigrants  etc.  Washington,  1872;  8®. 
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Nachweis  für  ^e  im  Berliner  Jahrbuche  für  1875  enthalteneii 

Ephemeriden  der  Planeten  @Concordia,  @)Elpis,  (62)Erato^ 

@Angeüna  und  (^AmaJthea. 

Von  dem  c.  M.  Prof.  Theodor  R.  y«  Oppolzer. 

Ich  habe  im  LXIV.  Bande,  Oetober-Heft  der  Sitzungsberichte 
die  Grundlagen  veröflfentlicht,  die  mir  zur  Ableitung  der  von  mir 
im  Berliner  Jahrbuche  für  1874  veröffentlichten  Planeten-Ephe- 
meriden  dienten  und  gebe  nun  die  Fortsetzung  der  in  dieser 
Richtung  unternommenen  Arbeiten.  Vorerst  will  ich  voraus- 
schicken, dass  ich  die  Bearbeitung  des  Planeten  (91)  Ägina 
nicht  weiter  geführt  habe,  indem  für  diesen  verlorenen  Plane- 
ten nur  seine  Wiederauffindung  erstrebt  werden  sollte,  und  nach- 
dem dieses  Ziel  erreicht  wurde,  meine  Rechnungen  ihren  Ab- 
schluBS  gefunden  haben ;  es  erübrigte  daher  nur  für  die  fünf  oben 
genannten  Planeten  das  seitdem  gewonnene  Bechnungsmaterial 
hier  ttbersiehtlich  zusammenzustellen. 

I.   (5B)  Coneordia« 


Für  die  weiteren  Sechnungen  dienten  mir  die  folgenden,  fünf 
beobachteten  Oppositionen  zwischen  den  Jahren  1860  und  1867 
angeschlossenen,  Elemente. 
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@  Concordia. 
Epoche,  Oscnl.  nnd  mittl.  Äqninoct  1865  Jfin.  7-0  Berl.  Zeit 
L  =  210'U'  9'2.   ^5 
M  =    21  24    4-2  1  a^ 


ff  =  189  10    5-Oi 


1- 


Ä  =  161  19  50-31    S  5^ 
»  =      5    1  50-5/|-|.§ 
y  =      2  26  21-81    g;|| 
IX  =  799'59642      1  <=>  | 
loga  =  0-4314238.    /  ^  S 

Die  Darstellung  der  Oppositionen  durch  dieses  System  ge- 
staltet sich  wie  folgt: 

da  d8 


1860  April  19-5 

— 0'3 

H-0'2 

1864  Febr.    6-5 

H-0-4 

-0-2 

1865  Mai     23*5 

-Ol 

—0-6 

1866  Sept.  16-5 

H-0-2 

0-0 

1867  Dec.   15-5 

-0-3 

-0-6 

1869  April    5-5 

—2' 2 

—0*2 

— O'lJ  (vö'^»^8t)erechiiet). 

1870  Juli     24-5 

— 2'9 

Eine  Beobachtung  aus  dem  Jahre  1871  ist  mir  bisher  nicht 
bekannt  geworden. 

Um  die  Ephemeriden  fttr  das  Jahr  1873  herzustellen,  konn- 
ten die  Stömngswerthe,  die  ich  in  der  oben  citirten  Abhandlung 
(Nachweis  fttr  das  Jahrbuch  1874)  mitgetheilt  habe,  bentltzt 
werden.  Es  finden  sich  zunächst  die  StOrungswerthe  fttr  1873 
Febr.  140. 

21  n 

dL        -+-0'17'0  -f     33'5 

dTt  — 3»41'35'0  —    2'  3'0 

ds,        —9     7-2  —    12-2 

di           -1-29-3  -+-      0-1 

rfy         -*-8  16-2  —      3-9 

rffx        — 0'470  H-0'012 


und  hiemit  die  folgenden  Zahlen: 
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Angewuidte  Elemente. 

Epoche  und  Osculation  1873  Febr.  14-0  Bett  Zeit 
mittl.  Äq.  1870-0. 

1  =  14%'  b'bb'S 
M=322  35  18  0 
ff  =185  30  37-3 
Ä  =  161  14  35-5 
1=  5  2  17'5 
f=  2  34  34-1 
(ii  =  799'138 
log  a  =  0-431590 

X  =  [0-431412]  sin  (fi-t-275»34'19'7)-t-0- 120797 
y  =  [0-407662]  sin  (ß-Hl86  7,51  -8)-i-0-012273 
«  =  [9-938287]  sin  (£-4-180  48  19 -0)-+-0- 000548. 

(58^  Concordia  1873. 


Jahresephemeride. 

O^Berl.  Zeit 

A.R. 

Decl. 

log  A 

logr 

Jan.     5 

10"  8-0 

-h  8no' 

0-265 

0-418 

«      25 

9  59-3 

-h  9  17 

0-225 

0-417 

Febr.  14 

9  43-4 

-hll  16 

0-209 

0-416 

März     6 

9  27-9 

4-13  18 

0-223 

0-415 

«       26 

9  20-0 

4-14  41 

0-260 

0-414 

April  15 

9  22-8 

4-15    8 

0-308 

0-413 

Mai      5 

9  34-9 

4-14  41 

0-357 

0-413 

n         25 

9  54-1 

4-13  29 

0-402 

0-412 

Juni    14 

10  18-2 

4-11  39 

0-442 

0-412 

Juli      4     • 

10  45-5 

4-  9  17 

0-476 

0-412 

n        24 

11  14-9 

4-  6  31 

0-503 

0-412 

Aug.  13 

11  45-7 

4-  3  28 

0-525 

0-412 

Sept    2 

12  17-7 

4-  0  14 

0-540 

0-412 

n       22 

12  50-6 

-  3    3 

0-550 

0-412 

Oct     12 

13  24-2 

—  6  16 

0-554 

0-413 

Nov.     1 

13  58-5 

-  9  17 

0-552 

0-413 

n        21 

14  33-2 

-12    0 

0-544 

0-414 

Dec.   11 

15    8-1 

—14  17 

0-530 

0-414 

n       31 

15  42-3 

-16    4 

0-510 

0-415 
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(58)  Concordia  1873. 
Oppositionsephemeride. 


2^  m.  Berl.  Zeit 

a 

d 

logA 

Abrrzt 

1873  Jänn.  25 
26 
27 

28 

9^58-59-60 
9  58  18-74 
9  57  36-80 
9  56  53-83 

-f.  9'*19'49'7 
H-  9  24  53-8 
-f.  9  30    5-7 
H-  9  35  25-1 

0-224449 
0-223035 
0-221685 
0-220399 

13-55 • 
13  52 
13^49 
13  47 

29 

30 

31 

Febr.    1 

9  56    9-89 
9  55  25-03 
9  54  39-30 
9  53  52-77 

-H  9  40  51-5 
-h  9  46  24-6 
-h  9  52    4-1 
-H  9  57  49-6 

0-219179 
0-218026 
0-216942 
0-215928 

13  45 
13  42 
13  40 
13  38 

2 
3 
4 
5 

9  53    5-49 
9  52  17-53 
9  51  28-94 
9  50  39-79 

H-10    3  40-6 
-f-10    9  36-9 
H-10  15  38-1 
+10-21  43-8 

0-214985 
0-214114 
0-213316 
0-212591 

13  37 
13  35 
13  34 
13  32 

6 

7 
8 
9 

9  49  50- 15 
9  49    0-06 
9  48    9-60 
9  47  18-83 

4-10  27  53-6 
4-10  34    6-9 
-HlO  40  23-3 
H-10  46  42-6 

0-211940 
0-211364 
0-210862 
0-210436 

13  31 
13  30 
13  29 
13  28 

10 
11 

o^  13 

9  46  27-80 
9  45  36-58 
9  44  45-23 
9  43  53-83 

H-10  53    4-3 
-+-10  59  28-1 
H-11     5  53-6 
-+-11  12  20-2 

0-210086 
0-209812 
0-209614 
0-209492 

13  27 
13  27 
13  27 
13  26 

14 
15 
16 
17 

9  43    2-44 
9  42  11-13 
9  41  19-97 
9  40  29-01 

H-11  18  47-6 
H-11  25  15-3 
H-11  31  42-9 
-+-11  38  10-2 

0-209447 
0-209479 
0-209587 
0-209771 

13  26 
13  26 
13  27 
13  27 

18 
19 
20 
21 

9  39  38-33 
9  38  47-97 
9  37  58-00 
9  37    8-50 

H-11  44  36-6 
H-U  51     1-8 
H-11  57  25-4 
H-12    3  47-1 

0-210031 
0-210367 
0-210777 
0-211262 

13  27 
13  28 
13  29 
13  30 

22 
23 
24 
25 

9  36  19-54 
9  35  31-19 
9  34  43-51 
9  33  56-55 

H-12  10    6-4 
H-12  16  22-9 
H-12  22  36-3 
H-12  28  46-1 

0-211821 
0-212453 
0-213158 
0-213934 

13  31 
13  32 
13  33 
13  35 

26 

27 

28 

März    1 

2 

9  33  10-38 
9  32  2507 
9  3i  40-67 
9  80  57-24 
9  30  14-84 

-+-12  34  52-1 
H-12  40  53-8 
H-12  46  50-8 
H-12  52  42-9 
H-12  58  29-6 

0-214780 
0-215696 
0-216681 
0-217733 
0-218852 

13  36 
13  38 
13  40 
13  42 
13  44 

(58)cp©Febr.  12;  18^ 

Lichtstärke  =  1-21 

Grösse  =11-4 
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U.   (^  Elpte. 

Über  die  Elemente  dieses  Planeten  worden  die  folgenden 
Annahmen  gemacht. 

(59)  Elpis. 

Epoche,  Oscnlation  nnd  mittl.  Äqninoct.  1865  J&n.  7-0  m.  Berl.  Zeit 
1<  =  362»37'40'7  n  §5 
^=334  18  57-1   j  j^ 
;r=    18  18  43-6  /  JH® 
fl  =  170  20  26-9  (  £  g* 
i=     8  37  14-6/|t| 
f=     6  44    2-7  l   £|-3 
^=7p3'97881       1  ®S* 
log  a  =  0-4334651.      /  5»  S 

Diese  Elemente  lassen  in  den  bisher  beobachteten  Opposi- 
tionen als  Fehler  finden : 

da  d$ 

1860    Sept.  27-5           -hl '7  -hl '2 

1862  Febr.  20-5           —1-5  -+-1-6 

1863  Mai       9-5           -+-0-9  4-0-2 

1864  Juli     24-5           —2-6  —0-6 

1865  Dec.    12-5           —1-3  —0-4 

1867  März  15-5  -i-1-7  —0-9 

1868  Juni     9-5  -hO-3  4-0-9 

1869  Oct      3-5  -hO-6  4-0-6 

1871  Febr.    7-5  -h7'8         — 0'3  ) 

1872  April  25-5  4-5-2         -^0*7  \  vorausberechnet 

Die  Störungswerthe  finden  sich  nach  der  bei  der  Anftihmng 
der  Elemente  citirten  Abhandlung  für  1873  August  3-0  Berl.  Zeit. 

%  n 

AL  —  2'24'86  —18-85 

A;r  —49  37-25  —38^46 

ASi  —  6  29-02  -18-68 

M      —    2-48  -  0-31 

rfy  -+.  6  35-08  —  9-70 

A^  ^  0'  0428  — 0'0140 
und  hiemit  zur  Berechnung  der  Ephemeriden : 
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Angewandte  Elemente. 

Epoche  und  Osculation  1873  August  3-0  m.  Berl.  SSeit 
mittl.  Äquinoct:  18700 

i  =  322»58'20'9 
ilf=305  25  42-8 
K=  17  32  38-1 
Ä  =  170  17  48-5 
t=  8  37  9-4 
y=  6  50  28-1 
^=  794*0076 
log  a  =  0-433455. 


d."  = 

[0-433032]  sin  (£-f-107"32 '  0 

■6)— 0-3 

107865 

»  = 

[0-415688]  sin  (£-H  18  .9  32 

.4)-0- 096680 

Z  = 

[9-844240]  sin  (£-H  12  20    8 

•5)-.0-017778. 

(59)Elpi8   1873. 

Jahresephemeride. 

0*  Berl 

.Zeit 

A.R. 

Decl. 

logA 

logr 

1873  Jan. 

5 

17*57-4 

-17**  0' 

0-572 

0-449 

n 

25 

18  31-6 

-16  40 

0-557 

0-445 

Febr. 

U 

19    4-9 

-15  48 

0-536 

0-441 

MSrz 

6 

19  36-2 

-14  29 

0-508 

0-437 

T» 

26 

20    4-8 

—12  50 

0-473 

0-433 

April 

15 

20  29-7 

-10  59 

0-431 

0-429 

Mai 

5 

20  49-7 

—  9  10 

0-383 

0-425 

V 

25 

21    3-4 

-  7  36 

0-331 

0-421 

Juni 

U 

21    9-3 

—  6  39 

0-277 

0-417 

Juli 

4 

21    5-6 

—  6  38 

0-229 

0-413 

n 

24 

20  53-2 

-  7  45 

0-196 

0-410 

Aug. 

13 

20  37*2 

-  9  47 

0-190 

0-405 

Sept. 

2 

20  251 

-12    2 

0-211 

0-401 

n 

22 

20  22-6 

-13  51 

0-252 

0-398 

Oct. 

12 

20  30-9 

-14  53 

0-300 

0-395 

Nov. 

1 

20  48-7 

-15    4 

0-349 

0-391 

» 

21 

21  13-2 

-14  24 

0-392 

0-388 

Dec. 

11 

21  42-4 

-12  59 

0-431 

0-386 

n 

31 

22  14-8 

-10  53 

0-462 

0-383 
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@  Elpis  1873. 
Oppositionsephemeride. 


2^  m.  Berl.  Zeit 

a 

^ 

log  A 

Abrrzt. 

1873    Juli    16 

20" 58-40 -13 

—  7«»12'   1*9 

0-205891 

13-20' 

17 

20  57  59-58 

—  7  15  55-4 

0-204414 

13  17 

18 

20  57  18-09 

-  7  19  58-7 

0-202997 

13  14 

19 

20  56  35-71 

—  7  24  11-6 

0-201642 

13  12 

20 

20  55  52-49 

—  7  28  34-0 

0-200349 

13  10 

21 

20  55    8-46 

—  7  33    5-8 

0- 199121 

13    8 

22 

20  54  23-68 

-  7  37  46-8 

0-197957 

13    5 

23 

20  53  38-21 

-  7  42  36-7 

0-196859 

13    3 

24 

20  52  52-11 

-  7  47  35-4 

0-195828 

13    1 

25 

20  52    5-42 

-  7  52  42-6 

0-194866 

13    0 

26 

20  51  18-21 

—  7  57  58-1 

0-193974 

12  58 

27 

20  50  30-54 

-  8    3  21-6 

0-193151 

12  57 

28 

20  49  42-47 

-  8    8  52-7 

0-192398 

12  55 

29 

20  48  54-05 

-  8  14  31-1 

0-191717 

12  54 

30 

20  48    5-36 

-  8  20  16-6 

0-191108 

12  53 

31 

20  47  16-46 

-  8  26     8-8 

0-190571 

12  52 

August    1 

20  46  27-41 

-  8  32    7-4 

0-190107 

12  51 

cP     2 

20  45  38-28 

—  8  38  12-1 

0- 189717 

12  50 

^     3 

20  44  49-12 

^  8  44  22-5 

0-189401 

12  50 

4 

20  44    0-00 

-  8  50  38-3 

0-189158 

12  50 

5 

20  43  10-97 

—  8  56  59-1 

0-188989 

12  49 

6 

20  42  22-11 

—  9    3  24-6 

0-188893 

12  49 

7 

20  41  33-46 

—  9    9  54-4 

0-188870 

12  49 

8 

20  40  45-09 

-  9  16  28-2 

0-188920 

12  49 

9 

20  39  57-06 

-  9  23    5-6 

0-189043 

12  49 

10 

20  39    9-42 

-  9  29  46-4 

0-189239 

12  50 

11 

20  38  22-24 

—  9  30  30-1 

0-189508 

12  50 

12 

20  37  35-58 

-  9  43  16-4 

0-189849 

12  50 

13 

20  36  49-49 

-  9  50    5-0 

0-190261 

12  51 

14 

20  36    4-04 

—  9  56  55-5 

0- 190745 

12  52 

15 

20  35  19-28 

-10    3  47-6 

0-191300 

12  53 

16 

20  34  35-27 

—10  10  40-8 

0-191925 

12  54 

17 

20  33  52-06 

-10  17  34-9 

0-192619 

12  56 

18 

20  33    9-73 

—10  24  29-4 

0-193382 

12  57 

19 

20  32  28-31 

—10  31  240 

0-194213 

12  59 

20 

20  31  47-86 

-10  38  18-3 

0-195110 

13    0 

21 

20  31    8-43 

—10  45  121 

0-196073 

13    2 

@  cP  ©August  3;  b^ 

Lichtstärke  ^1-38 

Grösse  =  10-5 
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in«  (62)  £rato. 


Über  diesen  Planeten  enthält  der  oben  citirte  Nachweis  för 
die  im  Berliner  Jahrbuehe  1874  etc.  etc.  die  för  das  Jahr  1873 
berechneten  Ephemeriden. 


IV.   (64)   Angelina. 

Die  zur  Rechnung  dienenden  Elemente  sind : 

(S)  Angelina. 
Epoche,  Osculation  und  mittl.  Äquin.  1865  Jan.  7-0  m.  Beri.  Zeit. 


L=119"24'25'8  \g 
,V  =  335  46  58-1    i^^ 


Xi 


;r=123  37  277  f  ^ri| 

Ä  =  311  10  13-3  (  S  g^ 

i=      1  19  54-3  )%tm 

f=     7  21  54-7  (   SN 

^  =  808'31196  l^i^ 

log.  «  =  0-4282850.  ^fe 

Der  Anschluss   an  die  bisher  beobachteten  Oppositionen 
stellt  sich  wie  folgt: 


diX 

dd 

1861 

März  28-5 

-t-0'8 

-+.0*6 

1863 

Sept.  26-5 

—2-5 

-i-0-3 

1865 

Jan.    28-5 

H-1-2 

+0-2 

1866 

Mai     26-5 

-2-2 

-hO-1 

1867 

Aug.  24-5 

H-3-6 

H-1-6 

1868 

Dec.     2-5 

^1-0 

-0-8 

1870 
1871 

April  17-5 
Juli     16-5 

-1-2 
-t-4-2 

1  nl  (vo^wsberecbnet). 

Die  Störungswerthe  finden  sich  nach  der  bei  der  Anführung 
der  Elemente  citirten  Abhandlung  bis  1874*0  fortgeftlhrt,  da 
aber  eine  Opposition  in  dem  Jahre  1873  für  Angelina  nicht  ein- 
tritt; so  habe  ich  die  folgende  Jahresephemeride  nur  mit  beiläu- 
figer Bttcksicht  auf  die  Störungen  abgeleitet  und  gefunden : 
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(g)  Angelina  1872 

;. 

Jahresephemeride. 

0"  Berl. 

Zeit 

A.  R. 

Decl. 

log  A 

logr 

Jan. 

5 

1"  4-6 

H-  8°28' 

0-375 

0-417 

7) 

25 

1  23-5 

+  10  12 

0-417 

0-413 

Febr. 

14 

1  48-2 

H-12  25 

0-453 

0-408 

März 

6 

2  17-1 

4-14  52     ' 

0-483 

0-404 

n 

26 

2  49-5 

4-17  21 

0-505 

0-400 

April 

15 

3  24-9 

-+-19  38 

0-522 

0-395 

Mai 

5 

4    2-6 

4-21  34 

0-532 

0-391 

7) 

25 

4  42-3 

4-23    2 

0-537 

0-388 

Juni 

14 

5  23-2 

4-23  54 

0-536 

0-384 

Juli 

4 

6    4-9 

4-24    7 

0-530 

0-381 

T» 

24 

6  46*6 

4-23  38 

0-520 

0-378 

Aug. 

13 

7  27-4 

4-22  29 

0-504 

0-376 

Sept. 

2 

8    6-7 

4-20  46 

0-482 

0-373 

n 

22 

8  43-8 

4-18  34 

0-455 

0-372 

Oct. 

12 

9  18-0 

4-16    5 

0-422 

0-371 

Nov. 

1 

9  48  6 

4-13  31 

0-382 

0-370 

V 

21 

10  13-9 

4-11    6 

0  335 

0-370 

Dec. 

11 

10  32-8 

4-  9    7 

0-282 

0-370 

T» 

31 

10  42-9 

4-  7  54 
Amalthea« 

0-228 

0-371 

Meine  aus  den  Beobachtungen  der  ersten  Opposition  abge- 
leiteten Elemente  Hessen  den  Planeten  Amalthea  sehr  leicht  in 
der  zweiten  Opposition  auffinden,  da  der  Fehler  der  Voraus- 
berechnnng  ein  sehr  geringer  war;  indem  ich  die  im  Nachweis 
fürs  Berl.  Jahrb.  1874  veröffentlichte  Ephemeride  benützte,  finde 
ich  die  folgenden  Unterschiede  zwischen  der  Beobachtung  und 
Rechnung: 

da  dd 

1872  Aug.    4  Pola    — 4'25        — 30U 

5    „        -4-82        -30-0 

„        6    „        —3-85        —21-3 

„      13  Bilk     -3-93        —33-0 

„      14    ^        —4-18        -27-5 

Im  Mittel....     — 4'21        —28-4 


I 
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Ich  t)ildete  nun  mir  mit  Hilfe  dieser  Zahlen  und  den  Ephe- 
meridenorten  einen  neuen  Normalort  für  die  zweite  Opposition 
und  benutzte  für  die  weitere  Bahnbestimmung  diesen  Ort  nebst 
den  vier  Normalorten,  die  ich  mir  aus  den  Beobachtungen  der 
ersten  Opposition  gebildet  hatte;  bezieht  man  alles  auf  das  mitt- 
lere Äquinoctium  und  die  Ekliptik  1870-0,  befreit  jedoch  die 
Orte  nicht  vom  Einflüsse  der  Störungen,  so  erhält  man  als  Grund- 
lage ftlr  die  weitere  Rechnung 


\ 

ß 

1871  März 

15-5 

176*23 '51" 7 

-h7''20'56M 

April 

24-5 

169  21    8-9 

-t-7  25    4-7 

Juni 

3-5 

173  57  43  0 

4-6  10  52-5 

Juli 

13-5 

187    8  57-2 

-f-5    1  360 

1872  Aug. 

8-5 

331  23  30-6 

-3  12     1-1 

Die  rechtwinkeligen  Ekliptikalstörungen  in  Einheiten  der 
sechsten  Decimale,  bewirkt  durch  Jupiter  und  Saturn,  entlehne 
ich  meiner  ersten  Abhandlung  ttber  diesen  Planeten  und  setze 
sofort  neben  dieselben  die  Sonnencoordinaten,  für  welche  Z=:o 
gesetzt  werden  durfte,  da  ich  die  kleinen  Sonnenbreiten  auf 
die  bekannte  Weise  durch  entsprechende  Correction  in  den  Brei- 
ten der  Normalorte  streng  eliminirt  habe ;  das  Äquinoctium  ist 
wieder  1870-0: 

dx  dy  dz                X                      Y 

1871  März  15-5  -f-  1  0  0  h-O- 991318  —0-087913 
April  24-5  -h  1  0  0  4-0-831575  -f-0- 566980 
Juni  3-5  4-6  —  4  0  4-0-299209  4-0-969576 
Juli      13-5    4-17  —  13  — 1  '  —0-364614  4-0-948832 

1872  Aug.     8-5    4-374  —761  —2      —0-736271  -hO- 696479 

Meine  in  der  ersten  Abhandlung  zuletzt  angeführten  Ele- 
mente lassen  zufolge  sechsstelliger  Rechnung  in  den  obigen 
Orten  die  folgenden  Fehler  im  Sinne  Beobachtung — Rechnung 
übrig: 

d\  cos  p  dß 


1871  März 

15-5 

0»0 

4-0' 1 

April 

24-5 

—  0'3 

-2-5 

Juni 

3-5 

0-0 

-2-2 

Juli 

13-5 

—  .0'3 

0-0 

1872  Aug. 

8-5 

-66' 7 

-3-8. 
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Um  diese  Fehler  möglichst  wegzuschaffen ,  habe  ich  die 
Bedingnngsgleichnngen  gesncht,  die  sich  zwischen  den  Elemen- 
ten nnd  den  geocentrischen  Orten  aufstellen  lassen,  und  indem 
ich  statt  der  Elemente:  die  Länge  des  Perihels  (n)  und  der 
Excentritätswinkel  (y),  die  zwei  anderen 

sin  9    . 
<I>  =   .    T„  sin  TT 
sm  1" 

WC       sin  o 

^  =     .      T„  cos  TT 

sm  1" 

einführte  und  überdies,    um   die   Co6fficient6n  homogener  zu 
machen,  die  folgenden  Relationen  (logarithmisch)  aufstellte, 

«=  [9-1310]rfü  rf=[0-6074]rf<I> 

6  =  [0  •  1653]rfi  ^  =  [0  •  2468]rfV 

c  =  [0-3321]rfL  f=  [2-8783]rfpi 

erhielt  ich  die  folgenden  logarithmisch  angesetzten  Bedingnngs- 
gleichungen,  in  welchen  die  Fehlereinheit  100"  verstanden  ist 


Fti 

r  die  Läi 

Igen. 

8.1611« 

-t-8.7177Ä 

4-0-OOOOc 

-t-0-OOOOrf  4-8.9903^ 

H-8.7567/ 

= 

OO 

8,2339 

8.7852 

9-9234 

9-9297 

8-1335 

8.7403 

= 

7.4771 

8.3547 

8.6667 

9-7900 

9-7980 

9.2542 

7.7106 

^ 

— oo 

8.4134 

8.4179 

9-6949 

9-6790 

9.5860 

8.7313 

= 

7.4771 

8-4790 

8.5262 

9-8415 

9.8022 

0.0000 

0-0000 

= 

9.8241 

Fü 

r  die  Breiten. 

9.8571a 

H-9- 99626  -h8- 7295c  4-8-7316^  H-8.7751e  4-8-2229/ 

= 

7-0000 

9.6406 

0-0000 

8-8509 

8-8232 

8.8302 

8-2192 

= 

8.3979 

9.2221 

9-9219 

8-6697 

8-6256 

8.6603 

8-0023 

= 

8.3424 

8-0625 

9-8329 

8-3241 

8-2785 

8.3302 

7-6101 

ssz 

— oo 

0-0000 

9.6360 

8.7171 

8-7113 

8-8172 

8.9005 

= 

8.5798. 

Gibt  man  allen  Gleichungen  das  gleiche  Gewicht,  so  resnl- 
tiren  hieraus  die  Normalgleichungen : 

-4-l-7395a  —1-71146  — 0-1641c  — 0^981rf  -hO-1279«  —0-0699/  =  —00440 

—1-7114  4-3-3412    -hO-0317    -f-00215    —0-1617    -hO-0504     =  — 0-0083 

—0-1641  4-0-0317    4-2-8235    4-1*9040    —0-9007    4-0-6213     =  — 0-4677 

—0-0981  4-0-0215    4-1-9040    4-2-7604    4-0-4400    —0-7171     =  4-0-4145 

4-0-1279  -0-1617     -0-9007    4-0-4400    4-1-2056    —1-0841     =  4-0-6688 

-00699  4-0-0504    4-0-6213    -0-7171    —1-0841    4-1*0162     =  —0-6646. 
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Da  die  Bestimmmig  der  unbekannten  ans  diesen  sechs  Glei- 
chungen yoranssicbtlich  einer  besonderen  Unsicherheit  unter- 
liegen wird;,  so  dass  sich  wohl  die  Elemente  als  Functionen  eines 
nicht  mit  völliger  Sicherheit  bestimmbaren  Elementes  darstellen 
werden,  so  habe  ich  absichtlich  fy  welches  die  Correction  der 
täglichen  mittleren  siderischen  Bewegung  (/x)  enthält,  als  letzte 
Unbekannte  gesetzt  und  bin  bei  der  folgenden  Elimination,  die 
die  gehegte  Beftlrchtung  rechtfertigte,  nur  bis  zur  Bestimmungs- 
gleichung dieser  letzten  Unbekannten  vorgeschritten;  das 
Eliminationsresnltat  ist  in  den  folgenden  Gleichungen  enthalten 
(logarithmisch). 

0 •  24042a -hO,23335iH-9. 2151  lc-i-8,99167rf  -i-9-10687e  4-8,84448/*=  8, 64345 

0-219436  -t-9J1310c  -|-8,87518rf  -4-8«55473e  -4-8,26411/=  8,66829 

0-44683C  +0-27620rf  -*-9,95009e  -h9- 78765/=  9,67715 

016917rf  -fO-02011e  -hO, 05534/ =9,86387 

9  •  22608e  4-8,44809/  =  6  •  66276 

Daratis  finden  sich  als  Bestimmung  der  Unbekannten  mit 
Ausschluss  von  /,  die  nachstehenden  ebenfalls  logarithmisch  an- 
gesetzten Relationen. 

a  =  [8,  95106]    -\-[l  •  63522]/ 

Ä  =  [8.65348]    H-[7,51135]/ 

e=  [9,70073]     -f-[9,  78222]/ 

rf=[9-69300]    -+.[9-81367]/ 

c  =  [7  •  43668]     -*-[9  •  22201]/ 

In  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  links  vom  Gleich- 
heitszeichen die  in  den  Beobachtungen  ttbrigbleibenden  Fehler 
angesetzt,  die  für  /:=0  gelten;  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
sind  die  Coöfficienten,  angeführt,  die  die  Abhängigkeit  des  Feh- 
lers von  /  mit  Benützung  der  eben  hingestellten  Relationen  zu 
den  übrigen  Elementen  darstellen  und  so  die  Bestimmung  von  / 
selbst  vermitteln ;  es  ist 

Längen  Breiten 

-f-0'48  =  H-0-0049/  — 1*82  =  -+-0-0031/ 

-0'59  =  —0-0064/  —1-61  =  -I-0-0005/ 

-0-38  =  -hO-0007/  H-0-35  =  —0-0017/ 

-hO-77  =  +0-0005/  -r-3'29  =  —0-0021/ 

—018  =  -hO-OOOl/  -2*00  =  -hO-0022/ 

Daraus  findet  sich  /und  hiemit  Afi  wie  folgt: 

A|üL=-0'1828 

SltBb.  d.  mathem.-Datarw.  CK  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  26 
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und  demnach  die  übrigen  VerbesBerungen  der  Elemente 

dL  =  -h15'  6 
rf*  =  — 10'03 
rfV  =  — 12-89 
rfft  =  — 1'10-5 
de  =  — 2'8. 

Bringt  man  diese  Verbesserungen  an  die  Elemente  an,  und 
berechnet  sofort  k  und  y  aus  den  ermittelten  Werthen  von  4> 
und  V,  so  erhält  man  die  folgenden  Elemente,  für  welche  ich 
auch  die  durch  eine  willkürliche  Wahl  von  Ajx,  für  welches  die 
Bogensecunde  als  Einheit  gilt,  bewirkten  Änderungen  hinzu- 
gefügt habe,  und  welche  Elemente  in  die  wahrscheinlichsten 
übergehen,  sobald  man  Ajui  =  0  setzt. 

(hs)  Amalthea. 

mittl.  Äq.  1870  "O. 
Osculation  und  Epoche  1871,  April  6-0  m.  Berl.  Zeit. 

/:  =  185M8'39'3    —  213'0A|x 

if=346     3  18-4    -4-  848-5 Api 

;r  =  199  15  20-9    — 106r5Afx 

0  =  123     3  27-8    ^     24'lAfx 

1=      5     2  29-0    —       l'TAfx 

y=     4  55  38-4    —  107*8 Afx 

pt  =  968' 3902  H-Afx 

log  a  =  0-375971— 0- 000299  AfjL 

und  die  Darstellung  der  Orte 

d\  cos  ß  dß 

1871  März  15-5  H-1'2  ~3'7Afx  -1'4  -2'3Aix 
April  24-5  —1-5  -H4-8Afi  -1-5  — 0-4Afi 
Juni  3-5  —0-3  — 0'5Afi  +0-1  -Hl'3Afi 
Juli     13-5         H-0'9  — 0-4Afi  -I-3-0  -hlöApi 

1872  Aug.    8-5        —0-2  — 0-lApi  —1-7  — l-7Aft. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Elemente  noch  mit  einer  be- 
trächtlichen Unsicherheit  behaftet  sind,  denn  selbst  eine  Ände- 
rung von  einer  Bogensekunde  in  der  täglichen  mittleren  sideri- 
schen  Bewegung  lässt  noch  einen  erträglichen  Anschluss  an  die 
Beobachtungen  erzielen. 
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Zur  Berechnung  der  Ephemeride  für  das  Jahr  1873  aus  den 
obigen  Elementen  war  es  nöthig,  die  Jupiter-  und  Saturnstörun- 
gen zu  ermitteln,  und  im  Anschluss  an  die  bereits  in  der  früheren 
Abhandlung  gefundenen  Zahlen  habe  ich  die  folgenden  Störungs- 
werthe  der  rechtwinkeligen  Ekliptikal-Coordinaten  in  Einheiten 
der  siebenten  Decimale  gefunden. 


Ix 

^y 

At 

1873  Jan.   25 

-^14892 

—162-28 

-  416 

März    6 

-+-19408 

—17552 

-  673 

Apnl  15 

H-24586 

-18156 

-1008 

Mai    25 

-+-30288 

—17817 

—1424 

Juli      4 

H-36304 

—16328 

—1914 

Aug.    3 

-+-42356 

-13529 

—2468 

Sept.  22 

-+-48098 

—  9320 

-3064 

Noy.     1 

+53134 

-  3695 

-3675 

Dec.  11 

H-57033 

-h  3239 

-4266 

1874  Jan.    20 

-+-59368 

-hl  1237 

-4794. 

Hiemit  erhält  man 


(ns)  Amalthea. 


0^  Berl.  Zeit 

A.  R. 

Docl. 

log  A 

logr 

1873  Jan. 

Febr. 
März 

5 
25 
11 

6 

22"59'"2 

23  28-2 

23  58-5 

0  29-9 

-10*^28' 

—  7  21 

—  4    2 

—  0  37 

0-473 
0-503 
0-526 
0-542 

0-409 
0-410 
0-411 
0-412 

n 
April 
Mai 

n 

26 

15 

5 

25 

1     1-9 

1  34-5 

2  7-6 
2  40-9 

-+-  2  46 

"-+-6     1 

-f  9     2 

-+^11  44 

0-551 

0-554 

0-551 

,   0-541 

0-412 
0-412 
0-411 
0-411 

Juni 
Juli 

Aug. 

14 

4 

24 

13 

3  14- 1 

3  46-9 

4  18-5 
4  48-1 

-hl4    1 
-+-15  50 
-hll    9 
-hl7  57 

0-525 
0-503 
0-475 
0-439 

0-410 
0-409 
0-408 
0-406 

Sept. 

Oct. 
Nov. 

2 
22 
12 

1 

5  14-1 
5  34-8 
5  47-7 
5  49-9 

-+-18  18 
H-18  15 
-+-17  58 
4-17  39 

0-396 
0-347 
0-292 
0  237 

0-404 
0-403 
0-400 
0-397 

n 

Dec. 

21 
11 
31 

5  39-9 
5  20-2 
4    8-2 

-hl7  24 
4-17  24 
-hl7  40 

0-192 
0-171 

0-182 

• 

0-394 
0-391 
0-388 
26» 
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(m)  Amalthea  1873. 
Oppogitionsepheiiieride* 


12*  Berl.  Zeit 

a 

* 

logA 

Abmt 

1873  Nov.    25 
26 
27 

28 

5*36-  6 '61 
5  35  11-88 
5  34  15-91 
5  33  18-76 

-hl7'22'34'9 
+17  22  23-6 
+17  22  14-6 
-hl7  22    7-9 

0-185005 
0-183551 
0-182168 
0-180856 

12-42 • 
12  40 
12  37 
12  35 

29 

30 

Dec.       1 

2 

5  32  20-49 
5  31  2117 
5  30  29-88 
5  29  19-68 

+17  22    3-5 
+17  22    1-4 

+17  22     1-6 
+17  22    4-1 

0-179617 
0-178452 
0- 177362 
0-176348 

12  33 
12  31 
12  29 
12  27 

3 
4 
5 
6 

5  28  17-63 
5  27  14-81 
5  26  11-30 
5  25    7-17 

+17  22    9-0 
+17  22  16-2 
+17  22  25-8 
+17  22  37-7 

0-175411 
0-174553 
0- 173773 
0- 173073 

12  26 
12  24 
12  23 
12  22 

7 

8 

9 

<?  10 

5  24    2-50 
5  22  57-37 
5  21  51-83 
5  20  46-01 

+17  22  52  1 
+17  23    8-9 
+17  23  28-1 
+17  23  49-9 

0-172454 
0-171917 
0- 171463 
0-171091 

12  21 
12  20 
12  19 
12  18 

11 
12 
13 
14 

5  19  39-98 
5  18  33-82 
5  17  27-62 
5  16  21-47 

+17  24  14-2 
+17  24  41  0 
+17  25  10-5 
+17  25  42-6 

0-170803 
0-170599 
0-170478 
0-170441 

12  18 
12  17 
12  17 
12  17 

15 
16 
17 

18 

5  15  15-46 
5  14    9-67 
5  13    4-20 
5  11  59- 12 

+17  26  17-5 
+17  26  55  1 
+17  27  35-5 
+17  28  18-8 

0-170487 
0-170617 
0-170832 
0-171131 

12  17 
12  17 
12  18 
12  18 

19 
20 
21 
22 

5  10  54-53 
5    9  50-52 
5    8  4717 
5    7  44-56 

+17  29    5-0 
+17  29  54-2 
+17  30  46-4 
+17  31  41-6 

0-171514 
0-171979 
0-172524 
0-173149 

12  19 
12  20 
12  21 
12  22 

23 
24 
25 
26 
27 

5    6  42-78 
5    5  41-91 
5    4  42-02 
5    3  43-19 
5    2  45-50 

+17  32  39-9 
+17  33  41-2 
+17  34  45-8 
+17  35  53-6 
+17  37    4-9 

0-173854 
0-174637 
0-175498 
0-176435 
0-177446 

12  23 
12  24 
12  26 
12  27 
12  29 

@  cPG 

)  1873  Dec.  11;  3 

k 

Licht8tÄrke  =  0-8l 

Grösse  =  11-4. 
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XXV.  SITZUNG  VOM  14.  NOVEMBER  1872. 


Herr  Prof.  Dr.  J.  Boehm  überreicht  eine  Abhandlung: 
„Über  die  Bildung  von  Sauerstoff  durch  grttne,  in  kohlensäure- 
hältiges  Wasser  getauchte  Landpflanzen." 

Derselbe  macht  femer  folgende  für  den  Anzeiger  bestimmte 
Yorläufige  Mittheilungen : 

1.  Grüne  Landpflanzen  bilden  bisweilen  in  kohlensäurehälti- 
ger  Atmosphäre  dem  Volumen  nach  mehr  Sauerstoff,  als 
von  der  in  Verwendung  gekommenen  Kohlensäure  zerlegt 
wurde. 

2.  Die  Spiralgefässe  fuhren  den  Holzzellen  den  zu  ihrer  nor- 
malen Function  unentbehrlichen  Sauerstoff  zu.  Die  in  ihnen 
enthaltene  Luft  ist  stets  sauerstoffärmer  als  die  der  Atmo- 
sphäre. 

3.  Die  Spiralgefösse  im  absterbenden  Holze  erfüllen  sich 
nicht  nur  mit  Thyllen,  sondern  auch,  und  zwar  viel  öfter, 
mit  einer  gummi-  oder  harzartigen  Substanz,  wodurch  die- 
selben flir  Luft  völlig  impermeabel  werden.  —  Nur  bei 
wenigen  Pflanzen  bleiben  die  Spiralgejßlsse  im  erkrankten 
Holze  leer. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Akademie  der  Wissenschaften  und  Künste,  Südslavische:  Rad. 

Kujiga  XX.  U  Zagrebu,  1872;  99. 
Apotheker-Verein,  Allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahrgang, 

Nr.  32.  Wien,  1872;  8«. 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1906—1907  (Bd.  80.  10.) 

Altona,1872;4^ 
Beobachtungen,  Schweizerische  meteorologische.  Mai — Juli 

1871.  Zürich,  4». 
Comptes  rendus  des  s^nces  de  TAcadimie  des  Sciences.  Tome 

LXXV,  Nrs.  16—18.  Paris,  1872;  4«. 
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Fayrer,  J.,  The  Thanotophidia  of  India,  being  aDescription  of 
the  venemoas  Snakes  of  the  Indian  Peninsnla  etc.  London^ 
1872;  Folio. 

Genootschap,  Bataviaasch^  van  Künsten  en  Wetenschappen : 
Tijdschrift  voor  indische  taal-,  land-  en  volkenkunde.  Deel 
XVm  (Zesde  Serie.  Deel  I),  Aflev.  3—4;  Deel  XX  (Zevende 
Serie.  Deel  I.)  Aflev.  3.  Batevia  &  's  Hage,  1871  &  1872;  8^ 

—  Notulen.  Deel  IX.  1871.  Batavia,  1872;  S\  ~  Berste 
Vervolg  Catalogus  der  Bibliotheek  en  Catalogus  der  Malei- 
sche, Javaansche  en  Kawi  Handschriften.  Batavia  &  's  Hage, 
1872;  80. 

Gesellschaft,  geographische,  in  Wien:  Mittheilungen.  Bd. XV 

(neuer  Folge  V.),  Nr.  10.  Wien,  1872;  8«. 
~  österr.,  für  Meteorologie :  Zeitschrift.  VII.  Band,  Nr.  20—21. 

Wien,  1872;  4^ 
—  k.   physikalisch  -  ökonomische,    zu   Königsberg:    Schriften. 
XII.  Jahrg.  (1871),  I.  &  II.  Abtheilung;  XIH.  Jahrg.  (1872). 
I.  Abtheilung.  Königsberg;  4*.   —  Geologische  Karte  der 
Prov.  Preussen.  Sect.  5.  Jura.  Folio. 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIU.  Jahrgang, 
Nr.  45.  Wien,  1872;  4«. 

Hamburg,  Stadtbibliothek:  Gelegenheitsschriften  aus  den 
Jahren  1871  &  1872.  4«. 

Kasan,  Universität:  Denkschriften.  Histor.-philolog.  und  polit.- 
juristische  Abtheilung.  1864.1 — II. — Physikal.-mathem.  und 
medicin.  Abtheilung  1864.  I— II.  1865.  Bd.  I.  —  Sitzungs- 
berichte. 1865.  Bd.  I.  —  Sitzungsberichte  und  Denkschrif- 
ten. 1866.  I— VI;  1868.  I— VI;  1869.  I— IH.  Kasan;  8». 

—  A.  Popov,  Theorie  dw  Wellen.  Kasan,  1868:  4«. 
(Sämmtlich  in  russischer  Sprache.) 

Kttsten-Karten  des  Adriatischen  Meeres.  Nr.  1 — 15.  Folio. 
Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  23.  Graz,  1872;  4^ 
Lesehalle,  Akademische,  in  Wien:   II.  Jahresbericht.  Wien, 

1872;  8«. 
Mittheilnngen    aus  J.  Perthes'   geographischer  Anstalt. 

18.  Band,  1872.  Heft  X.  Gotha;  4^ 
Moniteur  scientifique  par  Quesneville.  3*  S6rie.  Tome  II. 

37 1*  Livraison.  Paris,  1872;  4«. 


Digitized  by  VjOOQIC 


403 

Nature.  Nr.  158,  Vol.  VE.  London,  1872;  4^ 

Observation s,  Astronomical,  made  at  the  Royal  Observatory, 

Edinburgh.  Vol.  XÜI.  for  1860—1869.  Edinburgh,  1871;  4o. 
Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiologisch  Laboratorium 

der  ütrechtache  Hoogesohool.  Derde  Beeks.  I.  Afley.  lU.  Ut- 
recht, 1872;  8^ 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Jahrbuch.  Jahrgang  1872. 

XXn.  Band,  Nr.  3..  Wien;  4^ 
Bepertorinm  fttr  Experimental-Physik  etc.  Von   Ph.   Carl. 

Via.  Band,  3.  &  4.  Heft.  München,  1872;  8». 
„Revue  politique  et  litt^raire'*  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  TÄtranger."  ü*  Annöe,  2*  S6rie  Nr.  19.  Paris 

&Bruxelles,  1872;  4«. 
Rostock,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus 

den  Jahren  1871  &  1872.  4«  &  8^. 
Soci^t^  Imperiale  de  M6decine   de  Constantinople :   Gazette 

m^dicale   d' Orient.   XVI*  Ami^e,   Nr.    5.   Constantinople, 

1872;  4^ 
Society,  The  Asiatic,  of  Bengal:  Journal.  Parti,  Nr.  3  (1871); 

Part  n,  Nr.  4  (1871);  Pari  I,  Nr.  1  (1872);  Part  II,  Nr.  1 

(1872).  Calcutta;  8«.  —  Proceedings.  Nr.  XI.  1870;  Nrs.  I, 

XII  &  Xni,  1871;  Nrs.  I— V,  1872.  Calcutta;  8^ 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahi^ang,  Nr.  46.  Wien, 

1872;  4«. 
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XXVI.  SITZUNG  VOM  21.  NOVEMBER  1872. 


Herr  Dr.  V.  Grab  er,  Privatdocent  an  der  Grazer  Univer- 
sität;  übersendet  eine  Abhandlung^  betitelt:  „Bemerkungen  über 
die  Gehör-  und  Stimmorgane  der  Heuschrecken  und  Zikaden.  <^ 

Herr  Prof.  Dr.  L.  Seh  mar  da  hält  einen  Vortrag  ttber 
einige  neue  Anthozoen  aus  der  Abtheilnng  der  Actinien.  Die  be- 
treffende Abhandlung  ist  für  die  Denkschriften  bestimmt. 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 

Abetti^  Antonio,   Cenni  storici  sul  successivo  sviluppo  della 

meteorologia    e    su   alcune    sue    importanti    applicazioni. 

Padova,  1872;  8«. 
Akademie  der  Wissenschaften,  k.  Schwedische :  Icone»  seleetae 

Hymenomycetum  nondum  delineatomm.  Fase.  III — VI.    In 

folio. 
American  Journal  of  Science  and  Arts.  Third  Series.  Vol.  HI, 

Nrs.  16—18.  New  Haven,  1872;  8^ 
Annalen  der  Chemie  &Pharmacie,  von  Wöhler,  Liebig  4 

Kopp.  N.  R.  Band  LXXXVHI,  Heft  2  &  3.  Leipzig  & 

Heidelberg,  1872;  8». 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1910.  (Bd.  80.  14.)  Altena, 

1872;  40. 
Athen,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  d. 

J.  1870—72.  8«  &  4^ 
Beobachtungen,  Magnetische  und  meteorologische,  auf  der 

k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  im  Jahre  1871.  32.  Jahrgang. 

Prag,  1872;  40. 
Bibliothfeque  Universelle   et   Revue   Suisse:    Archives   des 

Sciences  physiques  et  naturelles.  N.  P.  Tome  XLV*.  Nr.  178. 

Genfeve,  Lausanne,  Paris,  1872;  8«. 
Breslau,  Universität;  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus 

d.  J.  1871/2.  4<>  &  8^ 
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(Jomitato,  K.,  geologico  d'Italia:  Bollettino.  Anno  1872.  Nr.  7 
&8.  Firenze;  gr.  8^ 

Dittely  Leopold,  Die  Stricturen  der  Harnröhre.  (Handbuch  der 
allgem.  u.  speciellen  Chirurgie,  redigirt  von  Dr.  v.  Pitha 
und  Dr.  Billroth.  HI.  Bd.,  IL  Abth.,  6.  Lieferung.)  Erlan- 
gen, 1872;  gr.  8^. 

Gesellschaft,  Naturforschende,  in  Zürich:  Vierteljahrsschrift. 
XXVI.  Jahrgang,  3.  &  4.  Heft.  Zttrich,  1871 ;  8^ 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang. 
Nr.  46.  Wien,  1872;  4o. 

Grab  er,  V.,  Beitrag  zur  Histologie  der  Stachelhäuter.  Graz, 
1872;  kl.  4^ 

Grad,  Charles,  Propositions  pour  r^tablissement  d'observa- 
tions  sur  la  temp^rature  des  mers  de  France.  Abbeville, 
1872;  8^ 

Jahrbuch,  Neues,  für  Pharmacie  &  verwandte  Fächer,  von 
Vorwerk.  Band  XXXVIU,  Heft  3.  Speyer,  1872;  8^ 

Jahresberichte:  Siehe  Programme. 

Keller,  Filippo,  Ricerche  suir  atfrazione  delle  montagne  con 
applicazioni  numeriche.  Parte  I*.  Roma,  1872;  8^ 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.,  in  Wien:  Ver- 
handlungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  187;2,  Nr.  22. 
Wien;  8«. 

Leyden,  Universität:  Annales  academicl,  1866  — 1867  & 
1867—1868.  Lugduni'Batavorum,  1871;  4®. 

Lipschitz,  R.,  Über  eine  Ausdehnung  der  Theorie  der  Mini- 
malflächen. Berlin,  1872;  8^ 

Lotos.  XXH.  Jahrgang.  Juli  &  August  1872.  Prag;  8^ 

Mittheilungen  des  k.  k.  techn.  &  administrat.  Militär-Comit6. 
Jahrgang  1872.  11.  Heft.  Wien;  8^ 
—  Mineralogische,  gesammelt  von  G.  Tschermak.  Jahrgang 
1872.  Heft.  3.  Wien,  1872;  4«. 

Nature.  Nr.  159,  Vol.  VII.  London,  1872;  4<>. 

Programme  und  Jahresberichte  der  Gymnasien  zu  Brixen, 
Brunn,  Capodistria,  Eger,  Essek,  Fiume,  Graz,  Hermann- 
stadt, Iglau,  Easchau,  KremsmUnster,  Kronstadt,  Leoben» 
Marburg,  Meran,  Naszod,  Pilsen,  Presburg,  Ragusa,  Rudolfs- 
wert, Schässburg,  Tabor,  Teschen,  Trient,  Vinkovci,  des 
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akad.  Gymnasiums,  des  Gymnasiums  der  k.  k.  Theresiani- 
schen Akademie  und  zu  den  Schotten  in  Wien,  des  Gymna- 
siums zu  Zara;  dann  der  Oberrealschnlen  zu  Triest  und 
Wiener-Neustadt  und  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in 
Wien.  1870—1873.  4«  &  8^. 

Reden  gehalten  bei  der  feierl.  Inauguration  des  ftlr  das  Schul- 
jahr 1872 — 73  gewählten  Rectors  der  k.  k.  technischen  Hoch- 
schule, Dr.  Heinrich  Hlasiwetz,  am  8.  October  1872. 
Wien;  8«. 

„Revue  politique  et  litt^raire"  et  „La  Revue  scientifique  de  la 
France  et  de  T^tranger.  IX*  Ann^e,  2*  S^rie,  Nr.  20.  Paris 
&Bruxelles,  1872;  4^ 

S  0  c  i  e  t  ä  Italiana  di  antropologia  e  di  etnologia :  Archivio.  IP  Vol., 
fasc.  3^  Firenze,  1872;  gr.  8^ 

Soci^t^  Botanique  de  France:  Bulletin.  Tome  XVIH',  1871. 
Comptes  rendus.  4.  Paris ;  8^ 

Soriklar,  Edler  v.  In n Städten,  Karl,  Allgemeine  Orographie. 
Die  Lehre  von  den  Relief-Formen  der  Erdoberfläche.  Wien, 
1873;  80. 

Tarry,  Harold,  De  la  pr^diction  du  mouvement  des  tempStes, 
et  des  ph^nomfenes  qui  les  accompagnent.  Roma,  1872;  4'. 
—  Sur  Torigine  des  aurores  polaires.  4^. 

Uzielli,  Gustavo,  Nota  sopra  un  nuovo  goniometro.  Pisa,  1872; 
8®.  —  Barom^tre  hypsom^trique  k  soupape.  Florence, 
1872;  4^. 

Wolf,  Rudolf,  Astronomische  Mittheilungen.  XXI — XXX.  Zllrich, 
1872;  8». 

Zeitschrift  für  Chemie,  von  Beilstein,  Fittig  &  Httbner. 
XIV.  Jahrgang.  N.  F.  VIL  Band,  23.  Heft.  Leipzig,  1871 ;  8^ 
—  des  österr.  Ingenieur-  &  Architekten-Vereins.  XXIV.  Jahrg., 
14.  Heft.  Wien,  1872;  4<>. 
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VATHEMATISCH-MATDRWISSENSCHArTLICUE  ClASSK. 

LXVI.  Band. 
ZWEITE  ABTHEILÜNG. 

10. 

EnthSlt  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Matlieinatik,  Physik,  Chemie, 
Mechanik,  Meteorologie  nnd  Astronomie. 
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XXVn.  SITZUNG  VOM  5.  DECEMBER  1872. 


Herr  Heinrich  Schramm^  Director  der  n.-ö.  Landes-Ober- 
realschale  in  Wiener-Neustadt,  übersendet  eine  Abhandlang,  be- 
titelt :  „Die  allgemeine  Bewegung  der  Materie  als  Grandarsache 
aller  Natarerscheinangen." 

Herr  Hofrath  Dr.  E.  Ritter  v.  Br ticke  überreicht  eine 
Abhandlang  des  c.  M.  Herrn  Prof.  Dr.  J.  Czermak  in  Leipzig, 
betitelt:  „„Nachweis  echter  „hypnotischer*^  Erscheinungen  bei 
Thieren.«« 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Accademia,  Reale,  dei Lincei :  Atti. Tomo XXV.  —  Anno XXV,. 
Sess.  4'— 6'.  Roma,  1872;  4^ 

Akademie  der  Wissenschaften,  Königl.  Preuss.,  zu  Berlin: 
Monatsbericht.  Juli  1872.  Berlin;  8«. 

Annales  des  mines.  VH*  Sirie.  Tome  1. 3*  Livraison  de  1872. 
Paris;  8^ 

Apotheker-Verein^  allgem.  österr.:  Zeitschrift.  10.  Jahr- 
gang, Nr.  33—34.  Wien,  1872;  8®. 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1911—1912.  (Bd.  80.  15— 
16.)  Altona,  1872;4o. 

Beobachtungen,  Schweizer.  Meteorologische.  August  bi» 
November  1871.  Zürich;  4®. 

Comptes  rendus  des  s6ances  de  TAcadimie  des  Sciences.  Tome 
LXXV.  Nrs.  19-21.  Paris,  1872;  49. 

Freiburg  i.  Br.,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschrif- 
ten aus  dem  Jahre  1871/72.  4«  &  8^ 

Gesellschaft,  Schlesische,  für  vaterländische  Cultur:  49.  Jah- 
resbericht. Breslau,  1872;  8^  —  Abhandlungen  der  philos.- 
hist.  Abtheilung  1871;  Abhandlungen  der  Abtheilung  für 
Naturwissenschaften  u.  Medicin.  1869/72.  Breslau,  1872;  8®. 
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Gesellschaft,  Astronomische;  in  Leipzig:  Pablieationen.  XI — 
XII.  Leipzig,  1872;  4^ 
—  österr.,  für  Meteorologie :  Zeitschrift.  Vn.  Band,  Nr.  22— 
23.  Wien,  1872;  4^ 

Oewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXIII.  Jahrgang, 
Nr.  47— 48.  Wien,  1872;  4^ 

Hinrichs,  Gustavus,  The  School  Laboratory  ofPhysical  Science. 
Vol.  n,  Nr.  2.  Iowa  City,  1872;  8<>. 

Institut  National  Genevois:  Bulletin.  Nr.  36.  Vol.  XVII,  pages 
1^216.  Genfeve,  1872;  8^ 

Institute,  The  Anthropological,  of  Great  Britain  and  Ireland 
Journal.  Vol.  I,  Nrs.  2—3;  Vol.  IL  Nr.  1.  London,  1871— 
1872;  8^ 

Institution,  The  Royal,  of  Great  Britain :  Proceedings.  Vol.VI, 
Parts  3—4.  London,  1871;  8". 

Landbote,  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  24.  Graz,  1872;  4*. 

Landwirthschafts-Gesellschaft,  k.  k.  in  Wien:  Verhand- 
lungen und  Mittheilungen.  Jahrgang  1872,  Nr.  23. Wien;  8*. 

Militär-Comitä,  k.  k.  techn.  und  administr. :  Bericht  über  die 
Thätigkeit  und  die  Leistungen  desselben  im  Jahre  1871. 
Wien.  1872;  80. 

Mittheilungen  aus  J.  Perthes'  geographischer  Anstalt. 
18.  Band,  1872,  Heft  XI.  Gotha;  4^ 

Nature.  Nr.  161,  Vol.  VH.  London,  1872;  4«. 

Naval  Observatory,  Washington:  Observations  for  1870.  Ap- 
pendix n.  Washington,    1872;   4^.  —  Papers  relating  to 
.  the  Transit  of  Venus  in  1874.  Part  L  Washington,  1872;  4*. 

Osservatorio  del  R.  CoUegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri: 
BuUettino  meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  7 — 9.  Firenze,  1871 ;  4^ 

Protocoll  über  die  Verhandlungen  der  XL VIII.  General-Ver- 
sammlung der  Actionäre  der  a.  pr.  Kaiser  Ferdinands- 
Nordbahn.  Wien,  1872;  4«. 

Pulko  wa,  Nicolai-Hauptsternwarte:  Jahresbericht.  1871.  St.Pe- 
tersburg;  8**.  —  Tabulae  quantitatum  Besaelianarum  pro 
armis  187 S  ad  187 9  computaiae.  Edidü  Otto  Struve.  Petro- 
polt,  1871;  in  8\ 

Beichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 
1872,  Nr.  14.  Wien;  4^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


411 

„Revue  politiqne  et  litWraire",  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France  et  de  T^tranger".  IP  Annee,  2*  S^rie,  Nrs.  21—22. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4^ 
Schramm,  Heimich,  Die  allgemeine  Bewegung  der  Materie  als 

Grundursache  aller  Naturerscheinungen.  I.  &  IL  Abtheilung. 

Wien,  1872  &  1873;  8^ 
Sociöt^   Imperiale   de   Midecine   de  Constantinople :  Gazette 

m^dicale  d'Orient.  XVP  Ann^e,  Nrs.  3  &  4.  Constantinople, 

1872;  4«. 

—  Uollandaise  des  Sciences  k  Hartem:  Archives  N^erlan- 
daises  des  Sciences  exactes  et  naturelles.  Tome  VII,  1" — 3* 
Livraisons.  La  Haye,  Bruxelles,  Paris,  Leipzig,  Londres  & 
New- York,  1872;  8«. 

—  G^ologique  de  France :  M6moires.  II*  S6rie.  Tome  IX\  I — 
m.  Paris,  1869,  1871,  1872;  4».  —  Bulletin.  2*  S^rie. 
Tome  XXIV,  1867,  Nr.  5;  Tome  XXV,  1868,  Nr.  5;  Tome 
XXVIII,  1871,  Nrs.  1  &  5.  Paris;  8^ 

Society,  The  Royal  Dublin:  Journal.  Nr.  XL.  Vol.  VI,  Nr.  1. 
Dublin,  1872;  8«. 

—  The  Zoological,  of  London :  Transactions.  Vol.  VII,  Parts 
7_8;  Vol.  VIII,  Parts  1—2.  London,  1871—1872;  4«.  — 
Proceedings  for  the  Year  1871,  Parts  2 — 3;  forthe  Year 
1872,  Parts  1—3.  London;  8».  —  Revised  List  of  the  Ver- 
tebrated  Animals  now  or  lately  living  in  the  Gardens.  1872. 
London;  8^  —  Catalogue  of  the  Library.  London,  1872;  8^ 

Verein,  physikalischer,  zu  Frankfurt  a.  M.:  Jahres-Bericht  für 

1870—1871.  Frankfurt  a.  M.,  1872;  8«. 
Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr.  47—48. 

Wien,  1872;  4». 
Zeitschrift    des    österr.   Ingenieur-   &  Architekten  -  Vereins. 

XXTV.  Jahrgang,  15.  Heft.  Wien,- 1872;  4«. 
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XXVm.  SITZUNG  VOM  12.  DECEMBER  1872. 


In  Verhinderung  des  Präsidenten  führt  Herr  Hofrath  Freih. 
V.  Burg  den  Vorsitz. 

Herr  Prof.  Leopold  Gegenbauer  in  Krems  ttbersendet 
eine  Abhandlung;  betitelt:  ^Entwickelung  nach  den  Functionen 

Herr  Prof.  Dr.  V.  t.  Lang  hält  einen  Vortrag  über  die  Ge- 
nauigkeit der  Tiefenmessung  mit  dem  Mikroskope. 

Herr  Prof.  Dr.  S.  Stern  ttberreicht  eine  Abhandlung: 
„Über  den  inneren  Mechanismus  der  inspiratorischen  Erweite- 
rung der  Lungen." 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt : 
Akademie  der  Wissenschaften^  k.  k.^  zu  Krakau:  Rocznik. 

Tom  XX  &  XXI.  Krakow,  1872;  8«.  —  Scriptores  renm 

Poloniacarum.  Tomua  /.  8<>.  —  Statut  Akademii  umiej^tnoöd 

w  Krakowie.  Krakow,   1872;  8^  —  Mmiumenta  anüquae 

artis  Cracoviensia.  Fase.  /.  1872;  4<>. 
Königl.  Preuss.,  zu  Berlin:  Monatsbericht.  August  1872. 

Berlin;  8«. 
Alpen-Verein,   Deutscherund  österreichischer:    Zeitschrift. 

Heft  1  &  2.  München,  1871;  8^ 
Annale s  m^tiorologiques  de  TObservatoire  Royal  deBruxelles. 

Par  A.   Qu  et  el  et.   H*  — V*  Ann6es.   Bruxelles,    1868— 

1871  ;4o. 
Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1913  (Bd.  80.  17.)  Altona, 

1872;  40. 
Barrande,  Joachim,  Crustac^s  divers  et  poissons  des  d6p6ts 

siluriens  de  la  Boheme.  Prague  &  Paris,  1872;  8". 
Comitato,  R.,  geologico  d'Italia:  Bollettino.  Anno  1872,  Nr.  9 

e  10.  Firenze;  8^. 
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Comptes  rendus  des  säanöes  de  TAcad^mie  des  Sciences.  Tome 

LXXV,  Nr.  22.  Paris,  1872;  4^ 
Gesellschaft,  Geographische,  in  Wien:  Mittheilungen«  Bd.  XV 

(neuer  Folge  V.),  Nr.  11.  Wien,  1872;  8<>. 

—  Berliner  Medicinische:  Verhandlungen.  I.  Heft.  (1866);  und 
Jahrg.  1869,  1870,  1871.  Berlin;  1866  &  1872;  8^ 

—  neurussische,  der  Naturforscher  zu  Odessa;  Zapiski.  I.  Bd., 
nebst  Beilage  I  &  n.  Odessa,  1872;  8^. 

—  kais.  russ.  geographische,  zu  St.  Petersburg:  Bericht  für 
das  Jahr  1871.  St.  Petersburg,  1872;  8^.  —  Söances  du 
5  Mai  1871,  12  Janvier,  9  F^vrier,  8  Mars,  8  Avril  et  3  Mai 
1872.  4^ 

Gewerbe-Verein,  n.-ö.:  Wochenschrift.  XXXII.  Jahrgang, 

Nr.  49.  Wien,  1872;  4«. 
Grunert,  Job.  Aug.,  Archiv  der  Mathematik  &  Physik.  LFV. 

TheU,  3.  Heft.  Greifswald,  1872;  8^ 

Halley's  Magnetic  Chart  in  the  Year  1700.  Gross-Folio. 
Jahresbericht  tlber  die  Fortschritte  der  Chemie,  von  Alex. 

Naumann.  Für  1870.  1.  und  3.  Heft.  Giessen,  1872;  8^ 
Journal  für  praktische  Chemie,  von  H.  Kolbe.  N.  F.  Band  VI. 

4.  &  5.  Heft.  Leipzig,  1872;  8». 
Kiel,  Universität:  Akademische  Schriften  aus  dem  Jahre  1871. 

Band  XVIII.  Kiel,  1872;  4». 
Land  böte.  Der  steirische.  5.  Jahrgang,  Nr.  25.  Graz,  1872;  4^ 
Lotos.  XXn.  Jahrgang.  September,  Öctober  1872.  Prag;  8^ 
Lyceum  of  Natural  History  in  the  City  of  New  York:  Annais, 

Vol.  IX,  Nr.  13  (1870);  Vol.  X,  Nrs.  1—7.  (1871).  New- 

York;  8^.  —  Proceedings.  Vol.  I.  Sign.  1—15.  8<>. 
Moniteur  scientifique,  par  Quesneville.  3*  S6rie,  Tome  H. 

372"  Livraison.  Paris,  1872;  4^ 
Osservatorio  del  R.  CoUegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri; 

Bullettino  meteorologico.  Vol.  VI,  Nr.  10.  Firenze,  1871;  4«. 
Programm  des  k.  Ober-Gymnasiums  zu  Zengg  am  Schlüsse 

des  Schuljahres  1871/72.  Agram;  4». 
Repertorium  für  Experimental-Physik   etc.  von  Ph.   Carl. 

Vm.  Band,  5.  Heft.  München,  1872;  8^. 

Sltcb.  d.  mftthem.-nfttarw.  Cl.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  27 
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„Revue  politique  et  littöraire^  et  „La  Revue  seientjfique  de 

la  France  et  de  l'^tranger."  !!•  Ann^e,  2*  S^rie,  Nr.  23. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4«. 
Soci^t^  des  Ingenieurs  civils:  M^moires  et  Compte  rendu  des 

travaux.  3*  S6rie.  24*  Annie,  l"*  &  2*  Cahiers.  Paris,  1871; 

80.  _  S^ances  du  19  Avril  au  4  Octobre  1872.  8^ 

—  Imperiale  de  M^decine  de  Constantinople:  Gazette  M^eale 
d'Orient,  XVI'  Ann6e,  Nrs.  6—7.  Constantinople,  1872;  4«. 

—  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux:  M^moi- 
res.  Tome  VIII,  4*  Cahier.  Paris  &  Bordeaux,  1872;  8<>. 

Verein  für  deutsche  Nordpolfahrt  zu  Bremen :  l1. — 20.,  24.— 
27.  Versammlung.  1871—1872;  8<>. 

Vi  dal,  L6on,  Calcul  des  temps  de  pose  ou  tables  photom^triques 
portatives  etc.  Paris,  1865;  kl.  8<>.  —  Education  et  conser- 
vation  du  loup  (Bar)  ä  T^tat  de  stabulation  dans  des  viviers 
de  la  forme  aquicole  de  Port-de-Bouc.  8<>.  —  Education  du 
muge  etc.  8^.  —  Essais  de  mythiliculture  etc.  8^.  —  De  la 
pisciculture  par  ödosion  artificielle.  Marseille,  1867;  8^  — 
Photographie  au  charbon.  Paris,  1869  &  1870;  kl.  8^.  — 
DeFartphotographique  consid6r6e  au  point  de  vue  industriel. 
Marseille,  1870;  S^.  —  De  Taction  dufroid  sur  les  poissons 
61ev6s  en  stabulation.  Marseille,  1871;  8^,  —  Monographie 
de  la  moule.  Marseille,  1872;  8^. 

Wiener  Medizin.  Wochenschrifk.  XXII.  Jahrgang.  Nr.  49.  Wien, 
1872;  40. 


Digitized  by  VjOOQIC 


415 


Entwickelung  nach  den  Functionen  -X^''"^\ 

Von  Leopold  Gegrenbaner  in  Krems. 

Bleibt  die  Function  y(a?)  zwischen  a?=  —  1  and  j?=  1  end- 
lich und  setzt  man : 

1.)   f(a^)=2A^X'^\ 

«0  kann  man  die  CoSfficienten  Ä  durch  bestimmte  Integrale 
ausdrücken.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  1.)  mit 
{1 — a?*)^Jf^^rfa?,  integrirt  alsdann  auf  beiden  Seiten  von  a?=— 1 
bis  ^=1  und  bedenkt,  dass : 


■x*y.x^^\x'j;^\da:=o, 


2.)  jTj-, 


2 


2m-<-2r-f-l 
ist,  so  hat  man: 

2m-t-2r-i-l 


4^  j        rn(2r)1«        n(».) 


2 


j7i-;F«)'.yH.jC^'.Ä.- 


Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  eine  Function  f(x)  nur  auf 
«ine  einzige  Art  nach  den  Functionen  X^^  entwickelt  werden 
kann.  Wäre  nämlich  : 

27* 
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5.)    K^)  =  2C„X:'-' 
eine  zweite  Entwickelung  der  Fanction  f(ic),  so  mttsste : 

6.)  lA  X'^'^SC  X'^* 

sein.  Multiplicirt  man  nnn  diese  Oleichimg  mit  (l—a:^y,X^\da; 
und  integrirt  auf  beiden  Seiten  von  x  =  — 1  bis  x=  1 ,  so  ver- 
wandelt sich  dieselbe  in : 

7.)   A^  =  C. 

Die  beiden  Entwickelungen  1.)  und  5.)  sind  demnach  voll- 
kommen identisch;  es  kann  also  eine  Function  y(a?)  nur  auf  eine 
einfüge  Art,  nach  den  Functionen  X^^^  entwickelt  werden. 

Da  sich  viele  Functionen  in  Seihen  entwickeln  lassen^ 
welche  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  o?  fortschreiten,  so  wird 
man  dieselben  nach  den  Functionen  X^^  entwickeln  können, 
wenn  man  im  Stande  ist,  jede  Potenz  von  a:  in  die  Form  der 
Reihe  1.)  zxx  bringen. 

Betrachtet  man  die  Gleichung: 

y»M-._  (2r-Hl)(2rH-3) . .  ■  (2r+2«-l)  [ 


n(n) 
«(«-!)       .,_»_        „(n-lXn-2)(n-S) 


■X' 


2(2rH-2«— 1)  2.4(2r-H2n— l)(2r-<-2«— 3) 

80  sieht  man,  dass  .r"  linear  durch  X^^,  a?""*,  a?""*.  .  .  aosge- 
drtlckt  werden  kann.  Da  nun  aber  ebenso  a;"-*  durch  ^J^^ 
af^,  r»-«,    .  .  .  ;  a?»-*  durch  X^,  a?»-«,  af~^,  .  .  .  linear 
ausgedruckt  werden  kann,  so  hat  man  die  Gleichung: 

9.)  ar»=^„JK^'^'H-A-«JC:::^'-t-4._4  J^'-+-  . . . 

Die  Cogfficienten  A  sind  durch  die  Gleichung: 

10^   ^  _  [n(2r)  I'      n(>)      2.+2r^l 
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ß! 


l)estimmt ,   wo  für  «  der  Reihe  nach  die  Grössen :  n,  n  — 2, 
n — 4,  .  .  .  zn  setzen  sind. 

Zunächst  ist  klar,  dass  A^  immer  verschwindet,  wenn  w<« 
ist;  denn  in  diesem  Falle  hätte  man,  falls  fUr  x""  die  Reihe  9.) 
gesetzt  wird,  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  10.)  eine 
Summe,  deren  einzelne  Glieder  nach  Gleichung  2.)  sämmtlich 
verschwinden.  Daraus  folgt  nun  sogleich ,  dass  auch  das  In- 
tegral : 

1 1.)   f  (1— .r^y . ^ . X^^'  ,dx  =  0 
Jo 

ist,  wenn  n<c.8  und  b — n  eine  gerade  Zahl  ist. 
Wir  wollen  nun  den  Werth  des  Integrales : 


Jo 


ermitteln.  Setzt  man : 

12.)  Jir*'^*=a;p*-H6a?-«-Hca?*-*-h-  .  .  .  , 
so  ist: 

13.)     (1— .t?*)^;r^  J/"^^rfa?=a    x^il—xy.dx-^b 

r^i  /W-1 

x*^-\l—x^ydx-^c    a?^»-*(l—a?*)'-dip-H  .  .  . 
Jo  Jo 

Es  ist  aber: 

M.^      ^  («-f-2ßH-l)(a-H2ß-l)...(«^l) 

und  daher: 
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15.)  r{l^a:^y.a^.Xl^\dx=2-n(r) 
Jo 

r a ^_^ 

L(«-f-n-f-2r-Hl)(«-Hn-i-2r— 1). . .  («-kw-h1) 

* '__ 

"^  (^^;j-i-2r~l)(«-^n-H2r— 3). . .  (s-hn—l)  "^ 

■^  («^«-^2r— 3)(«-f-n-f-2r— 5). . .  (,-^«— 3)"^' '  *  T 

Bedenkt  man ,  dass  nach  den  obigen  Auseinandersetznngei^ 
das  Integral  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ftlr  gerade  ^ 
verschwindet,  wenn 

n  =  8—2,  *— 4,  $—6,  .  .  .  ,  2,  0 

ist,  fUr  ungerade  s  hingegen,  wenn 

n=8 — 2,  s — 4,  8 — 6,  .  .  .  ,  3,  1 

ist,  so  kann  man  für  die  Gleichung  15.)  folgende  zwei  neue  Glei- 
chungen  schreiben : 

16.)  r(l— a?2)-.j^.X*^*rfa?  = 

2-n(r)n(n-2)(n-4)...(u-.+2) 
'^  (^+n-H2r-i-lX«-+-n-H2r— 1) . . .  (w+1) '    ^^  ^  *^^J ' 

17.)  ^(l-^a?*)^a•«.J^'"^*rfr= 
Jo 

2-n(r)(n-l)(n-3Xn-5)...(.-.-f-2)     r   ^^  ^^^. 
^(,+n-f.2r-f-l)(*+n-4-2r-l) . . .  («+2) '    ^'  ^^^^^^^J^ 

wo  k  eine  von  n  unabhängige  Grösse  bezeichnet  Um.  die  Con- 
staute  k  zu  bestimmen,  multipliciren  wir  eine  dieser  Gleichungen 
mit  n*^*  und  setzen  n  =  oo.  Da  nach  Gleichung  15.): 
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2^1      (2r-H2n— 3)(2r-H2n-Hl) 
\      -^  2 

y2r^i^  (2r-f-2n— 7)(2r-i-2w-f-l)(gr-H2w— 1),  y2r^i_^       1. 
"-*  2.4  ""*       I 

Ist  nun  : 

24.)  y(Ä?)  =  c^j-f-Cja?-He,a?*-He3ar^-H  .    .    . 

eine  nach  steigenden  Potenzen  von  x  geordnete  Function ,  so 
erhält  man ,  wenn  man  die  einzelnen  Potenzen  von  .r  nach  den 
Functionen  X^*^'  entwickelt,  die  Gleichung : 

25.)  K^)="2^«^r', 

n=ü 


wo: 


^o.;  jin—  (2r-i-l)(2r-+-3)...(2r-)-2«— 4)L  "     2(2r-<-2n-t-3) 

(«-+-  l)(M-H2)(«H-3)(«-t-4) 
2 . 4(2r-f.2»-H3)(2r-i-2n-+-5)  * 


(«+l)(n+2)(«H-3)(«+4)  ] 


i«t. 

Durch  die  Gleichungen  25.)  und  26.)  ist  uns  aber  die  Ent- 
wickelung  einer  jeden  nach  aufsteigenden  Potenzen  einer  Varia- 
bein a?  geordneten  Function  nach  den  Functionen  J*'"^*  gegeben, 
wenn  diese  Function  zwischen  x  =  — 1  und  a?=l  end- 
lich ist. 

Bemerkt  man,  dass : 


27.)    ;f--»=|^[P(--)J(r, 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben : 

ii=oo 

28.)  y(^)=y  5,[/H»+')J('-), 
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wo: 

29^  B nW L    ,  («-Hl)(«^2) 

''  *"~  1.3.5  .    .    .    .  (2r-H2«-l)L  "     2(2rH-2M^-3) 

(»-t-l)(«-t-2)(«-t-3)(«-t-4) 
■  2 . 4(2r-H2M-t-3)(2r-+-2«-H5)  * 


(„->-l)(«+2)(«+3)(«+4)  1 


ist. 
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XXIX.  SITZUNG-VOM  19.  DECEMBER  1872. 


Der  Senat  der  k.  Universität  zu  Mttnchen  übersendet  mit 
Znschrifl;  vom  11.  December  1.  J.  ein  Exemplar  der  Universitäts- 
ehronik  für  das  Jahr  1871/72,  und  dankt  gleichzeitig  ftar  die 
Betheiligung  der  kais.  Akademie  an  dem  40(]jährigen  Stiftungs- 
feste dieser  Hochschule. 

Der  SecretÄr  legt  folgende  eingesendete  Abhandlungen  vor: 

„Über  die  Monochloritamalsäure" ,  vom  Herrn  Th.  Mo- 
rawski,  Assistenten  an  der  technischen  Hochschule  in  Graz, 
eingesendet  und  empfohlen  durch  Herrn  Prof.  Dr.  J.  Gott  lieb. 

„Über  ein  Integrationstheorem  von  Abel",  vom  Herrn 
Wenzel  Grttnert,  Assistenten  am  k.  k.  technischen  Institute  in 
Brttnn. 

„Über  Axenbestimmung  von  Central-Projectionen  der  Flä- 
chen zweiten  Grades",  vom  Herrn  Karl  Pelz,  Assistenten  am 
deutschen  Polytechnikum  in  Prag. 

Herr  Regierungsrath  Dr.  K.  v.  Littrow  legt  eine  Abhand- 
lung: ^Zur  Eenntniss  der  kleinsten  sichtbaren  Mondphasen"  vor. 

HerrDirector  Dr.  J.  Stefan  ttberreicht  eine  Abhandlung: 
„Über  die  mit  dem  SoIeiTschen  Doppelquarz  ausgeführten 
Interferenzversuche. " 

An  Druckschriften  wurden  vorgelegt: 

Apotheker -Verein,  allgem.-österr. :  Zeitschrift.  10.  Jahr- 
gang, Nr.  35.  Wien,  1872;  8^ 

Astronomische  Nachrichten.  Nr.  1914.  (Bd.  80,  18.)  Altona, 
1872;  4^ 

Bern,  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  aus  d.  J. 
1870/71.  fol.,  40  &  80. 
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BonDy  Universität:  Akademische  Gelegenheitsschriften  ans  d. 

J.  1871.  40  &  80. 
Chronik  der  Ladwig-Maximilians-Universität  München  ftlr  dag 

Jahr  1&71/72.  München,  1872;  4«. 
Comptes  rendiis   des  s^ances  de  TAcad^mie  des  Sciences 

Tome  LXXV,  Nr.  23.  Paris,  1872;  4^. 
Denza,  Francesco,  Intorno  alle  anrore  polari  dei  primo  quadri- 

mestre  delF  anno  1872.  Milano,  1872;  S^. 
Gewerbe-Verein,   n.-ö.:    Wochenschrift.  XXXII.  Jahrgangs 

Nr.  50.  Wien,  1872;  4«. 
Institut,  geodätisches:  Maassvergleichnngen.  1.  Heft.  Berlin, 

1872;  4^.   —  General-Bericht  über  die  europäische  Grad- 

mesaung  für  das  Jahr  1871.  Berlin,  1872;  4fi. 
Knoblauch,  Hermann,  Über  den  Durchgang  der  Wärmestrah- 

len  durch  geneigte  diathermane  Platten.  Berlin,  1872;  8^ 
Landwirthschafts  -  Gesellschaft,   k.  k.,  in  Wien:   Ver- 
handlungen udd   Mittheilungen.  Jahrgang   1872,   Nr.  24. 

Wien;  8^ 
Melsens,  Note  sur  les  plaies  produites  par  les  armes  k  feu  etc. 

Bruxelles,  1872;  8». 
Nature.  Nr.  163,  Vol.  VII.  Undon,  1872;  4o. 
Reichsanstalt,  k.  k.  geologische:  Verhandlungen.  Jahrgang 

1872,  Nr.  15.  Wien;  4^ 
„Revue  politique  et  littiraire'^  et  „La  Revue  scientifique  de  la 

France    et   de  l'^tranger."   IP  Aun6e,    2*  S6rie,  Nr.  24. 

Paris  &  Bruxelles,  1872;  4«. 
Rosetti,  Francesco,  Di  una  curiosa  cd  elegante  esperienza  elet- 

trica.  8^.  —  Uso  della  macchina  di  Holtz  in  alcune  ricer- 

che  elettrometriche  sui  condensatori  elettrici.  Memoria  I. 

Padova,  1872;  8«. 
Scacchi,  Arcangelo,  Contribuzioni  mineralogiche  per  servire 

alla  storia  dell*  incendio  Vesuviano  del  mese  di  aprile  1872. 

Napoli,  1872;  4^.  —  SuUe  forme  cristalline  di  alcuni  com- 

posti  di  toluene.  Napoli,  1870;  4^.  —  Notizie  preliminari  di 

alcune  specie  mineralogiche   rinvenute  nel  Vesuvio  depo 

rincendio  di  aprile  1872.  4^ 
Soci6t6  d'Histoire  naturelle  de  Colmar:  Bulletin.  12*  et  13* 

ann6es.  1871  et  1872.  Colmar,  1872;  8^. 
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Soci6te  de  Physique  et  d'Histoire  natarelle  de  Gen^ve:  M6- 
moires.  Tome  XXI,  2^*  Partie.  Paris  &  Bäle,  1872;  4«. 

St  in  gl,  Job.,  Über  das  Weicbmachen  des  Wassers  mittelst 
Kalkwasser.  (Aus  Dingler 's  polytecbn.  Journal,  Bd.  CCVI. 
1872.)  8'\ 

Strassburg,  Universität:  Zur  Geschichte  derselben.  Festschrift 
zur  Eröffnung  der  Universität  Strassburg  am  1.  Mai  1872, 
von  August  Schricker.  Strassburg,  1872;  kl.  4».  —  Die 
Einweihung  der  Strassburger  Universität  am  1.  Mai  1872. 
Officieller  Festbericht.  Strassburg,  1872;  kl.  4^. 

Vierteljahresschrift,  österr.,  für  wissenschaftliche  Veteri- 
närkunde. XXXVUI.  Band,  1.  Heft.  Wien,  1872;  8^ 

Wiener  Medizin.  Wochenschrift.  XXII.  Jahrgang,  Nr. 50.  Wien, 
1872;  4o. 

Zeitschrift  des  österr.  Ingenieur-  und  Architekten- Vereins. 
XXIV.  Jahrgang,  16.  Heft.  Wien,  1872;  4^ 
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Über  die  mit  dem  Soleil'schen  Doppelquarz  ausgeführten? 
Interferenzversuche. 

Von  dem  w.  M.  J.  Stefan. 

(Mit  3  Holzschnitten.) 

Die  Versuche,  um  die  es  sich  hier  handelt,  habe  ich  schon 
in  einem  früheren  Aufsatze  ^  beschrieben,  jedoch  nur  im  Allge- 
meinen,  ohne  in  das  Detail  der  Erscheinungen  und  ihrer  Erklä- 
rung einzugehen.  Es  zeigen  aber  diese  Interferenzphänomene 
mehrfache  auffallende  Eigenthttmlichkeiten,  so  dass  sie  wohl 
eine  ausführliche  Berechnung  und  Discussion  verdienen. 

Der  Apparat,  mit  welchem  der  erste  Versuch  ausgeführt 
werden  kann,  ist  ein  gewöhnlicher  Spectralapparat.  Vor  das 
CoUimatorobjectiv  wird  die  SoleiTsche  donble  plaque,  beste- 
hend aus  zwei  gleich  dicken,  aber  die  Polarisationsebene  dea 
Lichtes  entgegengesetzt  drehenden .  Quarzplatten,  gebracht  und 
zwar  so,  dass  die*  Ebene,  in  welcher  die  beiden  Platten  sich  be- 
rühren, mit  der  brechenden  Kante  des  Prisma  im  Spectralappa- 
rate  parallel  steht.  Die  auf  der  Seite  der  brechenden  Kante  lie- 
gende Hälfte  der  Doppelplatte  wird  mit  einem  Glasplättchen 
bedeckt,  durch  welches  das  aus  dieser  Halbplatte  kommende 
Licht  gegen  «las  aus  der  anderen  kommende  in  seinem  Gange 
bedeutend  verzögert  wird.  Im  Spectrum  sieht  man  dann  die  zu- 
erst von  Talbot  beobachteten  Interferenzlinien,  über  deren  Dar- 
dteUung  ich  ebenfalls  schon  in  früheren  Aufsätzen  berichtet  habe. 

Um  in  den  Apparat  nicht  nur  gewöhnliches,  sondern  auch 
linear,  elliptisch  oder  circular  polarisirtes  Licht  schicken  zu 
ktSnnen,  ist  hinter  der  Spalte  des  Spectralapparates  ein  Träger 
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mit  einem  Fresnerschen  Parallelepiped  und  einem  drehbaren 
Nicorschen  Prisma  aufgestellt.  Das  Fresnersche  Parallel- 
epiped kann  auch  ersetzt  werden  durch  ein  Glimmerplättchen 
von  solcher  Dicke,  dass  es  zwischen  dem  ordentlich  und  aus- 
serordentlich gebrochenen  Strahl  einen  Gangunterschied  von 
einem  oder  drfei  Vierteln  der  Wellenlänge  erzeugt. 

Werden  die  Tal  bot 'sehen  Linien  im  Spectrtim  ohne  die 
Doppelplatte  erzeugt,  so  treten  sie  in  allen  Theilen  des  Spec- 
trums auf,  wenn  nur  das  verzögernde  Glasplättchen  zwischen 
den  Objectivlinsen  des  Beobachtungsfemrohres  und  des  CoUi- 
mators  aber  auf  der  Seite  der  brechenden  Kante  des  Prisma 
sich  befindet.  An  allen  Orten  des  Spectrums,  für  welche  der 
durch  das  Glasplättchen  erzeugte  Gangunterschied  eine  ungerade 
Anzahl  der  ihnen  zugehörigen  Wellenlängen  beträgt,  befinden 
sich  dunkle  Linien.  In  der  Lage  und  Schwärze  dieser  ändert 
sich  nichts,  wenn  gewöhnliches  Licht  mit  polarisirtem,  sei  es 
linear,  elliptisch  oder  circular  polarisirtem  Lichte  vertauscht 
wird. 

Ist  aber  die  Doppelplatte  eingeschaltet,  so  ändert  sich  der 
Sachverhalt  und  zwar  in  den  verschiedenen  Theilen  des  Spec- 
trums in  verschiedener  Weise. 

Es  gibt  zwei  Stellen  im  Spectrum,  eine  zwischen  den 
Fraunhofer 'sehen  Linien  D  und  Ej  eine  zwischen  den  Linien 
F  und  C,  an  welchen  die  Interferenzlinien  ebenfalls  unverrUckt 
bleiben,  wie  auch  der  Polarisationszustand  des  Lichtes  verändert 
werden  mag.  Es  sind  dies  die  Stellen  jener  Strahlen,  deren 
Schwingungen  durch  die  Doppelplatte  gegen  einander  um  360* 
und  540**  verdreht  werden.  An  allen  übrigen  Orten  treten  beun 
Wechsel  der  Polarisation  des  Lichtes  Verschiebungen  und  Ver- 
änderungen der  Interferenzlinien  ein. 

Dann  gibt  es  drei  Stellen  im  Spectrum,  eine  zwischen  den 
Linien  C  und  />,  die  zweite  zwischen  E  und  Fj  die  dritte  unmit- 
telbar vor  G,  an  welchen  bei  gewöhnlichem  und  linear  polarisir- 
tem Lichte  gar  keine  Interferenzstreifen  auftreten,  aber  sogleich 
erscheinen,  sobald  solches  licht  mit  elliptisch  polarisirtem  ver- 
tauscht wird  und  zwar  um  so  dunkler  werden,  je  näher  die  ellip- 
tische Polarisation  der  circularen  kommt.  Es  sind  dies  die 
Stellen  jener  Strahlen,  deren  Schwingungen  durch  die  Doppel- 
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platte  um  drei,  fttnf  nnd  sieben  rechte  Winkel  gegen  einander 
verdreht  sind.  Wird  also  linear  polarisirtes  Licht  angewandt,  so 
stehen  die  Schwingungen  des  aus  der  einen  Hälfte  der  Doppel- 
platte kommenden  Lichtes  senkrecht  auf  den  Schwingungen  des 
LichteS;  welches  aus  der  andern  Hälfte  der  Doppelplatte  kommt* 
Das  Ausbleiben  der  Interferenzlinien  in  diesem  Falle  ist  ein 
präciser  Beweis  des  Satzes,  dass  rechtwinklig  gegen  einander 
polarisirte  Strahlen  durch  Interferenz  sich  nicht  zu  schwächen 
vermögen. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  Interferenzstreifen  an  diesen 
Stellen  auch  bei  gewöhnlichem  Lichte  ausfallen,  dieses  also  wie 
linear  polarisirtes  sich  verhält,  habe  ich  früher  geschlossen,  dass 
auch  im  gewöhnlichen  Lichte  nur  geradlinige  »Schwingungen 
enthalten  sind.  Dieser  Schluss  ist  jedoch  durchaus  kein  noth- 
wendiger.  Die  Interferenzlinien,  welche  an  diesen  Stellen  bei 
elliptisch  polarisirtem  Lichte  entstehen,  besitzen  nämlich  noch 
eine  besondere  Eigenthttmlichkeit.  Es  vertauschen  beim  Über- 
gange von  rechts  zu  links  elliptisch  polarisirtem  Lichte  die 
Maxima  und  die  Minima  der  Lichtintensität  plötzlich  ihre  Orte. 
Wird  also  nacheinander  rechts-  und  linkselliptisch  polarisirtes 
Licht  in  raschem  Wechsel  in  den  Apparat  geschickt,  so  werden 
an  derselben  Stelle  ebenso  rasch  die  Maxima  und  Minima  der 
Intensität  wechseln.  Da  aber  wegen  der  Nachdauer  des  Licht- 
eindruckes auf  der  Netzhaut  nicht  die  in  jedem  Augenblick 
wirklich  stattfindenden  Zustände,  sondern,  wenn  diese  rasch 
nacheinander  wechseln,  nur  der  Mittelwerth  derselben  zur  Wahr- 
nehmung kommt,  so  werden  auch  in  dem  angefahrten  Falle  keine 
Interferenzlinien  gesehen  werden. 

Man  kann  auch  durch  einen  sehr  einfachen  Versuch  die 
Unrichtigkeit  des  erwähnten  Schlusses  beweisen.  Lässt  man  un- 
polarisirtes  Licht,  bevor  es  auf  die  Spalte  des  Spectralapparates 
fällt,  durch  ein  Fresnel'sches  Parallelepiped  gehen,  so  ist  es 
auch  nach  dem  Austritte  aus  diesem  noch  unpolarisirt  und  gibt 
an  den  bezeichneten  Stellen  des  Spectrums  keine  Interferenz- 
linien. Das  aus  dem  Parallelepiped  kommende  Licht  enthält 
aber  sicher  elliptische  Schwingungen. 

Es  können  also  auch  im  gewöhnlichen  Lichte  elliptische 
Schwingungen  vorhanden  sein,  nur  müssen  die  rechtselliptischen 
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durch  äquivalente  linkselliptische  compensirt  sein.  Hingegen 
würden  elliptische  Schwingungen  nur  einer  Art  auch  bei  fort- 
während wechselnder  Axenrichtung  den  Bedingungen,  welchen 
dieser  Versuch  das  unpolarisirte  Licht  unterwirft,  nicht  genügen. 

Schwingungen  von  abwechselnd  rechts-  und  linksellip- 
tischer Art  kommen  ttbrigens  häufig  in  der  Natur  vor.  Der  Art 
sind  die  Schwingungen  des  quadratischen  oder  cylindrischen 
Stabes  im  Wh  eats  tone 'sehen  Kaleidophon.  Sie  haben  aber 
immer  ihren  Ursprung  in  der  Zusammensetzung  zweier  einfacher 
Schwingungen  von  nicht  absolut  gleicher  Schwingungsdauer. 
Nimmt  man  an,  dass  im  unpolarisirten  Lichte  die  elliptischen 
Schwingungen  in  ähnlichem  Wechsel  auf  einander  folgen,  so  hat 
man  zugleich  die  schon  von  Lippich  ausgesprochene  Ansicht 
adoptirt,  dass  es  kein  homogenes  unpolarisirtes  Licht  gibt. 

Die  fllnf  heiTorgehobenen  singulären  Orte  des  Spectrums 
theilen  dieses  in  Felder,  in  denen  die  Erscheinungen  die  con- 
tinuirliche  Vermittlung  zwischen  den  £xti*emen  in  ihren  Grenzen 
bilden.  In  Bezug  auf  die  absoluten  Werthe  der  Maxima  und  Mi- 
nima der  Lichtintensität  verhalten  sich  die  zu  beiden  Seiten  einer 
solchen  Stelle  liegenden  Felder  gleich,  in  Bezug  auf  die  beim 
Wechsel  des  Polarisationszustandes  des  Lichtes  eintretenden 
Verschiebungen  der  Interferenzlinien  entgegengesetzt.  Es  sind 
also  die  Erscheinungen  auf  der  einen  Seite  gewissermassen  das 
Spiegelbild  der  Erscheinungen  auf  der  zweiten  Seite.  Von  den 
Orten  an,  wo  keine  Verschiebungen  stattfinden,  wachsen  die 
Verschiebungen  für  die  Theile  zu  beiden  Seiten  successive  bis 
zu  dem  grössten  Werthe  einer  halben  Streifendistanz,  welche 
dort  auftreten,  wo  die  Drehungswinkel  eine  ungerade  Anzahl 
rechter  Winkel  betragen.  Während  in  diesen  Orten  die  Verschie- 
bung beim  Übergange  von  rechtselliptisch  zu  linkselliptisch  pola- 
risirtem  Lichte  plötzlich  stattfindet,  geht  sie  an  den  übrigen 
Stellen  »successive  vor  sich,  insofern  sie  um  so  grösser  wird,  je 
näher  das  Verhältniss  der  beiden  Axen  der  Schwingungsellipse 
der  Einheit  konunt  und  ihren  grössten  Werth  erreicht,  wenn  die 
Ellipse  zum  Kreis  wird. 

Nach  den  gewöhnlichen  Kegeln  der  Interferenzlefare  in  Ver- 
bindung mit  der  Fresnel'schen  Theorie,  welche  die  Drehung 
der  Polarisationsebene  durch  die  Auflösung  der  Lichtschwingun- 
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gen  in  rechts-  und  linkscircnlare  und  die  verschiedene  Fortpflan- 
znngsgeschivindigkeit  dieser  erklärt,  mttsste  man  für  den  Über- 
gang von  rechts-  zu  linkscircularem  Lichte  ein  ganz  anderes 
Verhalten  der  Erscheinungen,  als  das  hier  beschriebene,  erwar- 
ten, nämlich  eine  vom  rothen  bis  zum  violetten  Ende  des  Spec- 
trums successive  wachsende,  gleichsinnige  Verschiebung  der 
Interferenzlinien.  Es  stehen  jedoch  die  Endresultate,  welche 
sich  aus  der  hier  angedeuteten  Betrachtungsweise  ergeben,  mit 
der  Beobachtung  in  keinem  unlöslichen  Widerspruche,  da  die 
gerechneten  und  gefundenen  Verschiebungen  immer  um  eine 
ganze  Anzahl  von  Streifendistanzen  differiren. 

Der  zweite  Versuch,  eigentlich  ein  Beugungsversuch,  kann 
mit  demselben  Apparate  ausgeführt  werden,  wenn  dieser  die 
Wegnahme  des  Prisma  und  die  Einstellung  des  Beobachtungs- 
femrohrs in  die  Richtung  der  CoUimatoraxe  gestattet.  Die  Dop- 
pelplatte wird  mit  einem  Schirme,  in  welchen  zwei  feine  parallele 
Spalten  eingeschnitten  sind,  der  Art  bedeckt,  dass  die  eine 
Spalte  vor  die  erste  Hälfte  der  Doppelplatte,  die  andere  vor  die 
zweite  zu  liegen  kommt.  Der  Zwischenraum  zwischen  den  beiden 
Spalten  bedeckt  die  Bertthrungsstelle  der  beiden  Hälften  der 
Doppelplatte. 

Wird  dieser  Versuch  ohne  Doppelplatte  angestellt,  so  erhält 
man  bekanntlich  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  ein  Maximum 
der  Lichtintensität,  zu  beiden  Seiten  zwei  Minima  u.  s.  w.  Die 
ersten  zwei  Minima  präsentiren  sich  nicht  nur  im  homogenen, 
sondern  auch  im  weissen  Lichte  als  schwarze  Linien.  Bei  An- 
wendung der  Doppelplatte  ändert  sich  die  Erscheinung  je  nach 
der  Farbe  und  dem  Polarisationszustande  des  Lichtes.  Es  gibt 
nun  im  unpolarisirten  oder  linear  polarisirten  Zustande  rothes 
Lieht  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  einen  dunklen  Streifen, 
gelbes  Licht  und  grünes  einen  hellen,  blaues  einen  dunklen. 
Nimmt  man  Licht,  welches  aus  roth  und  gelb  gemischt  ist,  so 
erhält  man  statt  der  hellen  und  dunklen  Linien  beim  gewöhn- 
liehen Versuch  gelbe  Linien  entsprechend  den  hellen,  rothe  ent- 
sprechend den  dunklen.  Nimmt  man  weisses  Licht,  so  erhält 
man  grünlich  weisse  und  bläulich  rothe  Linien. 

Ist  das  Licht  circularpolarisirt,  so  treten  auch  bei  gemischt- 
farbigem  Lichte  schwarze  Linien  auf,   die  Symmetrielinie  der 
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ErBcheinimg  liegt  seitwärts  von  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes,  sie 
geht  auf  die  entgegengesetzte  Seite  desselben,  wenn  rechtscircn- 
lares  mit  linkscircnlarem  Lichte  vertanscht  wird.  Während  die 
beim  Übergange  von  der  einen  zur  andern  circularen  Polarisa- 
tionsart znr  Beobachtung  kommenden  Verschiebungen  auch  bei 
diesem  Versuche  wie  beim  vorhergehenden  immer  kleiner  sind, 
als  die  nach  der  Interferenzlehre  zu  erwartenden,  jedoch  auch 
jetzt  von  diesen  nur  um  eine  ganze  Anzahl  von  Streifendistanzen 
sich  unterscheiden,  ist  die  Verschiebung  der  erwähnten  schwar- 
zen Streifen  eine  viel  grössere.  Sie  findet  jedoch  auch  ihre  voll- 
ständige Erklärung  in  der  grossen  Verschiedenheit  der  Gang- 
unterschiede, welche  bei  diesem  bezeichneten  Wechsel  der  Pola- 
risationsart die  einzelnen  farbigen  Strahlen  durch  die  Doppel- 
platte erfahren. 

Jeder  dieser  zwei  Versuche  lässt  sich  auch  so  ausführen, 
dass  die  Erscheinungen  objectiv  auf  einem  Schirme  beobachtet 
werden  können.  Die  Anordnung  des  Apparates  ist  dann  folgende. 
Durch  eine  Spalte  im  Fensterladen  schickt  ein  Spiegel  Sonnen- 
licht. Ganz  nahe  an  der  Spalte  ist  das  NicoTsche  Prisma,  dann 
dasFresnersche  Parallelepiped  oder  statt  diesem  das  Glinmier- 
plättchen  aufgestellt.  Das  Licht  aus  diesem  Apparat  ßlllt  auf  die 
in  nach  Massgabe  der  Brennweite  der  anzuwendenden  Projections- 
linse  gewählter  grösserer  Distanz  aufgestellte  double  plaque.  Diese 
ist  entweder  mit  der  Doppelspalte  oder  zur  Hälfte  mit  einem 
Glasplättchen  verdeckt.  In  ersterem  Falle  folgt  nun  unmittelbar 
hinter  der  Doppelplatte  igiur  noch  die  Projectionslinse,  im  letzte- 
ren Falle  diese  mit  einem  Prisma. 

Das  NicoTsche  Prisma  mit  dem  Parallelepiped  sind  des- 
halb so  nahe  an  die  Spalte  im  Fensterladen  gestellt,  weil  etwaige 
Unebenheiten  in  den  Schliffflächen  ihre  bildverzerrenden  Wir- 
kungen hier  in  geringerem  Masse  entfalten,  als  in  grösserer  Ent- 
fernung von  der  Spalte. 

Es  mag  hier  noch  eine  Bemerkung,  einen  misslungenen  Ver- 
such betreffend,  Platz  finden.  Zwischen  den  Fraunhofer 'sehen 
Linien  F  und  G  gibt  es  eine  Stelle  im  Spectrum,  für  welche  die 
Verdrehung  der  Schwingungen  durch  die  Doppelplatte  540**,  also 
dreimal  180*  beträgt.  Ich  erwartete,  dass  man,  ein  Spectrum 
durch  die  Doppelplatte  so  beobachtend,  dass  die  Hälfte  der  Pupille 
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Ton  der  linksdrehenden,  die  andere  Hälfte  von  der  rechtsdrehen- 
den Platte  verdeckt  wird,  zwischen  Fnnd  G  einen  dunklen  Strei- 
fen sehen  werde.  Dieser  Streifen  zeigte  sich  jedoch  nicht,  auch 
bei  einer  andern  Art  der  Beobachtung  nicht,  bei  welcher  das  aus 
dem  Collimator  kommende  Licht  zu  gleichen  Theilen  durch  die 
zwei  Hälften  der  Doppelplatte  gesendet  wurde.  Den  Grund  des 
Ausfalls  der  erwarteten  Erscheinung  weiss  ich  nicht  mit  Be- 
stimmtheit anzugeben,  ich  will  nur  den  Umstand,  dass  die  von 
mir  angewendete  Doppelplatte  nicht  vollkommen  planparallel  ist, 
anführen. 

I.  Intensitätsformeln. 

Auf  eine  von  zwei  zur  optischen  Axe  senkrechten  Ebenen 
begrenzte  Quarzplatte  falle  normal  ein  Strahl  mit  Schwingungen? 
welche  durch  die  rechtwinkligen  Componenten 

f  =  a  Sm  —  ,  <!:  =  c  Sm  — ^^ ^ 

r        '  r 

bestimmt  sind.  Zur  Bestimmung  der  Veränderungen,  welche 
diese  Componenten  beim  Durchgange  durch  die  Quarzplatte  er- 
fahren, kann  man  dieselben  durch  äquivalente  circulare  Schwin- 
gungen ersetzen.  Schreibt  man  für  |  und  ^  die  den  obigen  glei- 
chen Ausdrücke 

a  ^.    2i:t 
^Sm-- 


«Sin^'^'-.^COB^^'^^)- 

_cc,,  2.(^+6) 

«Co«2"',    ^Sin^^'-^^) 

c..2n(t^^) 

und  betrachtet  je  zwei  untereinanderstehende  Glieder  als  ein 
Paar,  so  stellen  das  erste  und  vierte  Paar  je  eine  rechtscirculare, 
das  zweite  und  dritte  Paar  je  eine  links- 
circulare  Schwingung  dar.  Die  Bedeutung 
der  Ausdrücke  rechts-  und  linkscircular 
wird  durch  die  nebenstehende  Figur  klar. 
Die  Bewegung  von  der  Richtung  der  posi- 
tiven   C    ziir  Richtung  der  positiven  ?  im 
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Sinne  des  Pfeils  heisst  rechts-^  die  entgegengesetzte  linkscircnlar. 
Die  Fortpflanzungsrichtong  ist  die  ans  der  Ebene  der  Zeichnung 
heraustretende  Senkrechte. 

Wird  die  Dicke  d^  Quarzplatte  mit  rf,  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  rechtscircularen  Schwingungen  mit  r,  jene 
der  linkscircularen  mit  /bezeichnet,  so  sind  die  Componenten  ^ 
und  C  beim  Austritte  aus  der  Platte  bestimmt  durch 

?=^Sm-^^--j  +  ^Sm-[.--J 

*Jc»'t('-'-7)-|«»'t('-'-7J 

,        «  ^     2;r  r         d\        a  ,,     2;r  r         d\      . 
c  c,.    2n  1^      r,       d\        c  c,.    2n  ,.       .        d\ 


Diese  Ausdrücke  lassen  sich  zusammenziehen  in 

f=»Co!,Sto^((-^-i)-t-»8üi»Siii??((+e-^.-|) 

{— aSi.fSin??(,-j^-|J+cCo„Sm?^"(,+6-|-|,) 
worin  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.  ^  bedeutet  den  Winkel,  um  welchen  die  Richtung 
einer  linearen  Schwingung  in  der  Quarzplatte  verdreht  wird,  im 
Sinne  des  Pfeils  in  der  obigen  Figur  gezählt. 

Die  voranstehenden  Formeln  fllr  f  und  C  kami  inan  übri- 
gens auch  ohne  Auflösung  der  ursprünglichen  Componenten  in 
circulare  erhalten,  wenn  man  unmittelbar  die  Eigenschaft  der 
Quarzplatte,  die  Schwingungsrichtungen  zu  drehen,  in  Rechnung 
stellt.    Die  Geschwindigkeit  Uy    mit  der  die  sich   drehenden 
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Schwingungen  in  der  Platte  fortgepflanzt  werden,  hängt  mit  r 
and  /  zusammen  durch  die  Gldchung 


1-1(1       M 


Nach  dem  Austritte  aus  der  Quarzplatte  durchlaufe  der 
Strahl  noch  einen  Weg  S  mit  der  Geschwindigkeit  Vf  so  sind  am 
Ende  dieses  Weges  die  Componenten  ^  und  C  gegeben  durch 


^  =  rt  Cos  y  Sin  Tp  -H  c  Sin  f  Sin  ( rp  n j 


2;re\ 
2;r9\ 


5  =  —  a  Sin  ^  Sin  rp  -+-  c  Cos  y  Sin  (^  . 
worin  wieder  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist. 

Auf  eine  zweite  Quarzplatte  falle  ein  zweiter  Strahl  mit  den 
Schwingungscomponenten 

£;  =  a!  Sm ,    C  =  ^  Sm  — ^^ '-  . 

Hat  die  zweite  Platte  die  Dicke  rf',  sind  r'  und  /'  die  Ge- 
schwindigkeiten, mit  denen  sich  die  rechts-  und  linkscircularen 
Schwingungen  in  ihr  fortpflanzen,  geht  ferner  der  Strahl  nach 
dem  Austritte  aus  dieser  Platte  durch  den  Weg  5'  mit  der  Ge- 
schwindigkeit v\  so  sind  am  Ende  dieses  Weges  die  Componen- 
ten ^  und  C  bestimmt  durch 

^  =  a'  Cos  y'  Sin  ^'  -h  c'  Sin  y'  Sin  U'  -t-  ^^) 
C  =  —  a'  Sin  ff'  Sin  ;p'  -+-  c'  Cos  y'  Sin  (t^'  -4-  — ) 


wonn 


(3) 


gesetzt  sind. 


^         r  \        2/^       2f        »'/ 
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Werden  nanmehr  die  Componenten  ?  und  C  zusammenge- 
setzt, so  liefern  sie  eine  einfache  Schwingung,  für  das  Quadrat 
ihrer  Amplitude  findet  man  den  Werth 

J,  =  «2  Cos*  f  -4-  «'*  Cos*  f  -4-  2aa'  Cos  y  Cos  y'  Cos  (f  —  ^) 

+  c*  Sin*  y  -4-  c'2  Sin*  y' 

-H  2cc'  Sin  f  Sin  y'  Cos  U'  —  ^  —  ^-^  M'\ 

-4-  «c  Sin  2»  Cos h  a'  &  Sin  2©'  Cos 

2;re\ 


2a'c  Sin  y  Cos  y'  Cos  («f  —  -^ ^) 


+  2fl{?'  Sin  y'  Cos  y  Cos  ("^  —  ^  '-\ ] 

und  Jj  ist  zugleich  das  Mass  der  Intensität  des  den  Componen- 
ten C  und  C'  entsprechenden  Lichtes. 

Setzt  man  ebenso  die  Componenten  C  und  C'  zusammen,  so 
ist  das  Quadrat  der  Amplitude  der  resultirenden  Schwingung 

J^  =  a*  Sin  y  -f-  «'*  Sin*  y'  -4-  2aa'  Sin  y  Sin  y'  Cos  {f  —  ^) 
— ac  Sin  2y  Cos  —  —  a'c'  Sin  2y'  Cos  — 


— 2a'c  Cos  y  Sin  y'  Cos  (rp' — ^p ^  j 

—2ac'  Sin  y  Cos  y'  Cos  U'—^  -4-  — ) 


und  ist  J^  das  Mass  der  Intensität  des  den  Componenten  C  und  C 
entsprechenden  Lichtantheils. 

Das  Mass  für  die  Gesammtintensität  des  aus  der  Zusammen- 
setzung der  beiden  Strahlen  resultirenden  Lichtes  ist  die  Summe 
von  Jj  und  7^,  also 
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J=  a*-ha'*-h2aa'  Cos  (f—f)  Cos  (f—^) 

^c*-^-c'*-^-2cc'  Cos  (y— y')  Cos  U'-i>  -i-  ?^  -  H^) 

-i-2o'c  Sin  (»— y')  Cos  U>'—i>  —  ^\ 

2n6'\ 


—2ac'  Sm(y— y')  C  os  (tf»'-^  h-  -^\ 


FtU*  den  Fall,  dass  die  beiden  anf  die  Qnarzplatte  fallenden 
Strahlen  von  gleicher  Intensität  und  einerlei  Art  sind,  hat  man 

a=a',  c=c',ö=e' 

und  ftlr  den  Fall,  dass  die  beiden  Qaarzplatten  die  Hälften  der 
Soleil'schen  Doppelplatte  sind,  bat  man 

Unter  diesen  Voranssetzungen  vereinfachen  sich  die  For- 
meln fUr  J„  7j  und  J  za 

J^=2a*  Cos«  y  [l-i-Cos  (4-'—^)]  -t-  2c»  Sin*  y  [1— Cos  (^'-^)] 

-4-2ac  Sin  2y  Sin  (t^'— tf<)  Sin  — 
Jj=2o*  Sin«  y  [l-^Cos  (^'— tf»)]H-2c*  Cos»  y  [Ih-Cos  (4»'— f)] 

-(-2acSin2ySin(f— 4-)Sin-—  ^  '^ 

J  =2  (a*-i-c'))  [1-hCos  2y  Cos  (^'— <(<)] 

-+-4ac  Sin  2y  Sin  (^P'— 4^)  Sin  —  . 

Die  Differenz  ^' — ^  ist  die  Verzögerung  in  der  Phase, 
welche  der  erste  Strahl  gegen  den  zweiten  erfahren  hat.  Bezeich- 
net man  mit  X  die  WeDenlänge  des  Strahls  in  Luft,  so  kann  man 

,  f-^=^  (6) 

setzen  und  bedeutet  dann  A  den  auf  einen  Weg  in  Luft  reducir- 
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ten  Gangunterschied  der  beiden  Strahlen.  Nach  Einführung  die- 
ser Bezeichnung  wird  die  Formel  für  die  Intensität 

J=2  («*-+-c»)  (l-t-Co8  2y  Cos  ^) 

-+-4rtc  Sin  2f  Sin  — r—Sin— r— . 

Bei  den  hier  zu  discutirenden  Versuchen  kommt  bei  An- 
wendung von  polarisirtem  Licht  dieses  inmier  aus  einem NicoT- 
schen  Prisma  und  einem  FresneTschen  Parallelepiped.  Ist  die 
Einfallsebene  des  letzteren  parallel  mit  der  Richtung  der  Compo- 
nente  C>  so  ist  die  zwischen  den  Componenten  ?  und  C  beste- 
hende DiflPerenz  der  Phasenzeiten 


und  bedeuten  demnach  die  ursprünglich  angenommenen  Schwia- 
gungscomponenten 

f=aSin ,  C= — cCos  — 

T  T 

eine  linkscirculare  Schwingung. 

Bildet  die  Richtung  der  aus  dem  NicoTschen  Prisma  aus- 
tretenden Schwingungen  mit  der  Einfallsebene  des  Parallelepi- 
pedes  den  Winkel  a,  so  wird^  die  Amplitude  dieser  Schwingungen 
=1  angenommen, 

fl  ^  Sin  a,  c  =  Cos  a 

und  die  Formel  für  J  verwandelt  sich  in 

(8)       J=2  (i-hCos  2y  Cos  ^  —  Sin  2«  Sin  2y  Sin  ^)  . 

Das  auf  die  Doppelplatte  fallende  Licht  ist  linkselliptisch 
polarisirt,  wenn  Sin  2a  positiv,  rechtselliptisch,  wenn  Sin  2a 
negativ  ist.  Die  Polarisation  ist  eine  links-  oder  rechtscirculare, 
wenn  Sin  2ai=  -h  1  oder  =  —  1 ,  sie  ist  eine  lineare,  wenn 
Sin  2a=0. 


Digitized  by  VjOOQIC 


über  die  Interferenzversuche.  437 


II.  Talbo tische  Linien. 

Die  abgeleiteten  Intensitätsformeln  können  zur  Erklärung 
der  Erscheinungen^  weiche  bei  dem  ersten  im  Eingange  be- 
schriebenen Versuche  auftreten,  angewandt  werden,  sobald  man 
in  den  Ausdrücken  für  ^  und  ^'  unter  S  die  Dicke  des  Glasplätt- 
chens,  welches  die  eine  Hälfte  der  Doppelplatte  bedeckt,  ver- 
steht und  unter  v  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  Glase.  S' 
ist  =  $  und  v'  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  Luft. 

Wird  zuerst  die  Doppelplatte  weggedacht,  also  rf  =  0  und 
y  =  0  gesetzt,  so  bleibt 

und 

A=Hfx-l) 

unter  y.  den  Brechungsquotienten  des  Glases  für  das  ange- 
wandte Licht,  unter  a  die  Wellenlänge  dieses  Lichtes  in  Luft  ver- 
standen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  erhält  die  Formel  (7)  fol- 
gende Gestalt: 

J=2(a»-hc»)(l-t-Cos^). 

Sie  gibt  die  Vertheilung  der  Lichtintensität  im  Spectrum 
unabhängig  von  der  Art  der  Polarisation  des  angewandten 
Lichtes  und  zwar  die  Minima  der  Intensität  für  jene  Stellen  des 
Spectrums,  deren  Wellenlängen  der  Bedingung 

^— =  (2n-4-l);r 

unter  n  eine  ganze  Zahl  verstanden,  genügen  und  die  Maxima 
fUr  jene  Orte,  für  welche  A  einer  ganzen  Anzahl  von  X  gleich 
wird. 

Die  Einführung  der  Doppelplatte  bringt  nun  in  dem  Verhal- 
ten der  Erscheinung  Veränderungen  hervor,  und  zwar,  da  der 
Winkel  2y  für  die  verschiedenen  Strahlen  vom  rothen  bis  zum 
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violetten  Ende  des  Spectrums  continnirlich  wächst,  in  den  ver- 
schiedenen Theilen  des  Spectrnms  auch  in  verschiedener  Weise. 
Die  Winkel,  um  welche  eine  Quarzplatte  von  1  Mm.  Dicke 
die  Polarisationsebene  der  den  Fraunhofer 'sehen  Hauptlinien 
entsprechenden  Strahlen  dreht,  sind  folgende : 

B  C  D  E  F  GH 

,15^55     17^22     2r76     27^46     32^96     42*37     59*98. 

Da  die  SoleiTsche  Doppelplatte  7-5  Mm.  dick  ist,  so  sind 
die  diesen  Strahlen  entsprechenden  Werthe  von  2a>  in  Graden 

B  C         D  E         F  G  H 

233     258     325     412    490    636     745 

Zwischen  den  Linien  D  und  E  befindet  sich  daher  eine 
Stelle,  fllr  welche  2y  =  360*.  Fttr  diese  Stelle  hat  also  die  In- 
tensitätsformel dieselbe  Gestalt, 

2;rA\ 


y=2(a»-Hc*)(l-HCos^) 


wie  bei  abwesender  Doppelplatte.  An  dieser  Stelle  ist  J  unab- 
hängig vom  Polarisationszustande  des  einfallenden  Lichtes,  es 
tritt  daher  an  dieser  Stelle  keinerlei  Veränderung  der  Intensität, 
keinerlei  Verschiebung  in  den  Interferenzstreifen  ein,  wie  auch 
die  Polarisationsarten  gewechselt  werden  mögen.  Da,  wie  später 
sich  ergeben  wird,  die  Doppelplatte  keinen  Einfluss  auf  den 
Werth  von  A  hat,  so  wird  an  dieser  Stelle  des  Spectrums  das 
Interferenzphänomen  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  Doppel- 
platte aus  dem  Gange  der  Strahlen  heraushebt. 

Zwischen  den  Linien  F  und  G  befindet  sich  eine  Stelle, 
welche  in  einer  Beziehung  ganz  so  sich  verhält,  wie  die  eben 
hervorgehobene.  Es  ist  jene  Stelle,  fttr  welche  2y  =  540*  also 
Cos  2y  =  —  1,  Sin  2jp  =  0  ist.  Die  Intensität  des  Lichtes  an 
dieser  Stelle  ist  bestimmt  durch  die  Formel 

2;rA\ 


J=2  (a*-4-c2)  (l  -  Cos~) 


also  ebenfalls  unabhängig  von  dem  Polarisationszustande  des 
Lichtes.  Auch  hier  bleiben,  wenn  letzterer  irgendwie  verändert 
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wird,  die  Interferenzstreifen  unbeweglich.  Es  unterscheidet  sich 
aber  diese  Stelle  von  der  früheren  dadurch,  dass  hier  ein  Minimum 
der  Intensität  einem  A  entspricht,  welches  ein  ganzes  Vielfache 
der  Wellenlänge  ist,  während  an  der  früheren  Stelle  dem  Gang- 
unterschiede von  einer  ganzen  Anzahl  Wellenlängen  ein  Maxi- 
mum der  Intensität  entspricht.  Die  Wegnahme  der  Doppelplatte 
würde  also  das  Interferenzphänomen  an  dieser  zweiten  Stelle 
nicht  ungeändert  lassen,  sondern  eine  Vertauschung  der  Maxima 
und  Minima,  also  eine  Verschiebung  der  Interferenzlinien  um  die 
Hälfte  der  Streifendistanz  zur  Folge  haben. 

Die  zwei  hervorgehobenen  Stellen  sind  in  aller  Strenge  ma- 
thematische Linien,  es  werden  aber  auch  die  benachbarten  Orte 
des  Spectrums,  für  welche  die  Werthe  des  Winkels  2f  von  360* 
oder  540**  nur  sehr  wenig  verschieden  sind,  das  gleiche  Verhalten 
zeigen,  insofern  sich  sehr  kleine  Intensitätsänderungen  oder  sehr 
kleine  Verschiebungen  der  Interferenzlinien  der  Beobachtung 
entziehen. 

Ganz  andere  Eigenthümlichkeiten,  als  diese  zwei  Orte  im 
Spectrum,  fllr  welche  2y  eine  gerade  Anzahl  rechter  Winkel 
war,  bieten  jene  dar,  für  welche  2y  eine  ungerade  Anzahl  rechter 
Winkel  ist.  Die  erste  solche  Stelle  liegt  zwischen  den  Linien  C 
und  Dy  für  dieselbe  ist  2y  =  270%  Cos  2f  =  0,  Sin  2y  =  —  1, 
also 

J=2  (««-+-c*)-4flc  Sin  ?^  Sin  —  . 

Ist  das  auf  die  Doppelplatte  fallende  Licht  linear  polarisirt, 
somit  ö  =  0,  so  wird 

J=2(a*-Hc«) 

unabhängig  von  A.  Es  ist  also  an  dieser  Stelle  kein  Maximum 
oder  Minimum  der  Intensität  möglich  und  auch  in  der  Nachbar- 
schaft dieser  Stelle,  wo  Cos  2y  zwar  nicht  stricte  =  0,  sondern 
nur  sehr  klein  ist,  entziehen  sich  die  Maxima  und  Minima  der 
Beobachtung,  an  dieser  Stelle  giebt  es  keine  Interferenzlinien. 

Ist  aber  das  auf  die  Doppelplatte  fallende  Licht  rechtsellip- 
tisch polarisirt  also  Sin —  positiv,    so  treten    auch    an  dieser 
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Stelle  Interferenzlinien  auf  uad  zwar  wird  J  ein  Minimum,  wenn 

und  ein  Maximum,  wenn 

—  =  (4„-h3)^. 

Ebenso  gibt  linkselliptisch  polarisirtes  Licht,  für  welches 

Sin  —  negativ  ist,  Interferenzlinien,  mit  dem  Unterschiede  je- 

r 

doch,  dass  an  die  Stelle  des  früheren  Maximums  jetzt  ein  Mini- 
mum tritt  und  umgekehrt.  Beim  Übergange  vom  rechtselliptischen 
zu  linkselliptischem  Lichte  vertauschen  sich  Maxima  und  Minima, 
die  Interferenzlinien  verschieben  sich  plötzlich  um  die  halbe 
Distanz  zweier  Streifen. 

Die  Grössenunterschiede  zwischen  den  Maximis  und  Mini- 

mis  werden  um  so  bedeutender,  je  grösser  Sin  —  und  je  näher 

r 

41  und  c  einander  liegen,  sie  werden  am  bedeutendsten  für  a  =  c 

27r6 
und  Sin  —  =  ^t  1?  also  für  circular  polarisirtes  Licht.  Für  die- 
sen Fall  wird  ,     ,  o/.__r..    2;rA 


J=4«2(lif:Sin^), 


worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  das  Licht 
rechts-  oder  linkscircular  polarisirt  ist.  Die  Minima  der  Intensität 
jsind  J  =  0,  die  entsprechenden  Interferenzlinien  ganz  schwarz. 

Ganz  dieselben  Verhältnisse  wie  an  der  soeben  betrachteten 
Stelle  des  Spectrums,  finden  sich  an  jener,  für  welche  2y  =  630*, 
also  ebenfalls  Cos  2y  =  0  und  Sin  2y  =  —  1  ist.  Diese  Stelle 
liegt  unmittelbar  vor  der  Linie  G. 

Endlich  verhält  sich  noch  jene  Stelle  zwischen  E  und  F,  für 
welche  2y  =  450**,  Cos  2jp  ebenfalls  =  0,  Sin  2y  aber  =  h-  1 
ist,  in  ähnlicher  Weise.  Es  vertauschen  nur  hier  im  Gegenhalt  zu 
den  zwei  andern  Stellen  rechts-  und  linkselliptisch  polarisirte 
Strahlen  ihre  Rolle. 


Digitized  by  VjOOQIC 


über  die  Interferenzversuche.  44J 

Zur  Darstellung  der  Vorgänge  in  den  übrigen  Theilen  des 
Spectrums  soll  die  Formel  (8)  benutzt  werden.  Um  die  Orte  zu 
erfahren,  ftr  welche 

J=2  (i-hCo8  2f  Cos  ~  —  Sin  2a  Sin  2y  Sin  ^\ 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird;  hat  man  diese  Gleichung  nach 
X  zu  differenziren.  Dabei  können  f  und  Ay  weil  sie  sich  nur  sehr 
wenig  von  einem  bis  zum  nächsten  Interferenzstreifen  ändern, 
als  constant  betrachtet  werden.  Es  wird  nach  Weglassung  de& 

Factors  -rr- 


-—  =  —  Cos  2(p  Sin  — ;^ Sin  2a  Sin  2©  Cos  ^^— 

und  die  Werthe  von  — r-  ,  ftlr   welche  J  grösste   und  kleinste 
Werthe  hat,  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Sin^-  Cos  2y-(-Co8  ^  Sin  2a  Sin  2j>=0 


oder  auch  der  Gleichung 


Tang  ??^  =  —  Tang  2y  Sin  2a  .  (10) 


Da 


5f  =  -  Cos  2«>  Cos  ~-^  Sin  2a  Sin  2y  Sin  ^ 
mit  Hilfe  der  vorhergehenden  Gleichung  auf  die  Form 

C08?=^ 

-(Co8«2y-HSin»2aSin»2y)^ 

gebracht  werden  kann,  so  entsprechen  die  Maxima  von  J  jencD 

2;rA 

Wurzeln  der  Gleichung  (10),  fllr  welche   Cos  —7-  und  Cos  2f 
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gleiche  Zeichen,  und  die  Minima  jenen  Wurzeln,  fttr  welche  diese 
zwei  Cosinus  ungleiche  Zeichen  haben. 

Ist  das  Licht  geradlinig  polarisirt,  also  «=0,  so  geht  die 
Gleichung  (10)  über  in 

(11)  Tang?^  =  0 

und  diese  hat  alle  ganzen  Vielfachen  von  ;r  zu  Wurzeln.  Es  soll 
die  Discussion  zunächst  beschränkt  werden  auf  den  rothen  Theil 
des  Spectrums.  In  diesem  ist  Cos  2(p  negativ,  es  entsprechen  also 
den  geraden  Vielfachen  von  n  die  Minima  der  Intensität,  den  un- 
geraden die  Maxima. 

Geht  man  zu  rechtselliptisch  polarisirtem  Lichte  über,  nimmt 
also  a  negativ,  jedoch  zunächst  sehr  klein,  so  werden  auch  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (10)  nur  wenig  von  den  Vielfachen  von 
n  sich  unterscheiden  und  zwar,  da  fttr  den  rothen  Theil  des  Spec- 
trums Tang  2f  positiv  ist,  also  an  die  Stelle  der  Null  in  der 
Gleichung  (11)  eine  kleine  positive  Zahl  tritt,  grösser  sein  als 
die  Vielfachen  von  n,  Demgemäss  werden  auch  die  Maxima  und 
Minima  sich  verschieben  und  zwar,  da  wachsenden  Werthen  von 

-Ar-  abnehmende  von  X  entsprechen,  gegen  das  violette  Ende  des 

Spectrums.  Diese  Verschiebung  wird  immer  grösser  mit  den 
wachsenden  absoluten  Werthen  von  a,  sie  erreicht  ihren  grössten 
Werth,  wenn  a  =^  —  45**,  Sin  2a  =  —  1  wird,  das  Licht  also 
circular  polarisirtes  ist.  Die  Gleichung  (10)  wird  dann 

(12)  Tang  ^  =  Tang  2y. 

Nach  dem  unmittelbaren  Anblicke  dieser  Gleichung  könnte 
man  meinen,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (10)  seien  beim  Über- 
gange von  der  Gleichung  (11)  zur  Gleichung  (12)  sämmtlich  um 
2f  gewachsen.  Nach  der  soeben  geführten  Betrachtung  über  das 
successive  Anwachsen  der  Wurzeln  darf  jedoch  nicht  2y,  sondern 
muss  jener  Bogen  im  ersten  Quadranten,  der  mit  2<p  die  gleiche 
Tangente  hat,  als  Zuwachs  der  Wurzeln  genommen  werden, 
also,  da  2y  in  diesem  Theile  des  Spectrums  zwischen  180**  und 
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270^  liegt,  der  Bogen  2y— 180^  oder  2y— ;r.  Ist  z.  B.  2y  =  225^ 
oder  =  — ,  80  beträgt  der  Zuwachs  der  Wurzeln  nicht  -j-,  son- 
dern nur  -j-  und  dem  entsprechend  beträgt  die  Verschiebung  der 

Interferenzstreifen  beim  Übergange  von  linearpolarisirtem  zu 
rechtscircularpolarisirtem  Licht 

der  Streifendistanz. 

Geht  der  Winkel  a  ttber  — 45**  hinaus,  so  wird  Sin  2a  wie- 
der kleiner,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (10)  nehmen  ab  und  dem 
entsprechend  rücken  auch  die  Interferenzlinien  gegen  ihre  ur- 
sprüngliche Lage  zurück,  welche  sie  wieder  erreichen,  wenn 
a  =  — 90**,  Sin  2a  =  0  geworden  ist.  ^ 

Lässt  man  den  Winkel  a  noch  weiter  im  negativen  Sinne 
wachsen,  so  wird  Sin  2a  positiv  und  es  nehmen  jetzt  die  Wurzel- 
werthe  der  Gleichung  (10)  successive  ab,  bis  Sin  2a  =  -h  1 
wird.  Dem  entsprechend  gehen  auch  die  Interferenzlinien  aus 
ihrer  ursprünglichen  Lage  gegen  das  rothe  Ende,  und  zwar  an 
der  oben  zum  Beispiel  gewählten  Stelle  um  Yg  der  Streifen- 
distanz. Beim  Übergange  von  rechts-  zu  linkscircularem  Licht 
tritt  also  an  dieser  Stelle  eine  Verschiebung  um  y^  Streifen- 
distanz ein. 

Allgemein  beträgt  die  Verschiebung  der  Interferenzlinien 
beim  Übergange  von  linear-  zu  rechtscircularpolarisirtem  Licht 

2y K 

~2i~ 

Theile  einer  Streifendistanz  gegen  das  violette,  beim  Übergange 
von  linear-  zu  linkscircularpolarisirtem  Licht  eben  so  viel  gegen 
das  rothe  Ende  des  Spectrums.  Im  Ganzen  also  tritt  beim  Über- 
gange von  rechts-  zu  linkscircularem  Lichte  eine  Verschiebung 
um 

2n 
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Ttaeile  einer  Streifendistanz  gegen  das  rothe  Ende  des  Spec- 
trums ein. 

Diese  Verschiebung  wird  für  die  weiter  gegen  das  rothe 
Ende  zu  liegenden  Theile  des  Spectrams  immer  kleiner,  flir  die 
weiter  gegen  die  Linie  C  hin  gelegenen  Theile  des  Spectrums 

immer  grösser,  bis  sie  hinter  dieser  Linie,  wo  2y  =  -^ ,  4y  =  3/: 

ist,  den  Werth  einer  halben  Streifendistanz  erreicht. 

Auch  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Interferenz- 
streifen bei  einer  successiven  Änderung  des  Winkels  a  verschie- 
ben, ist  vom  Anfang  des  Roth  bis  zur  Linie  C  sehr  verschieden, 
sie  wächst  mit  der  OrOsse  des  Werthes  von  Tang  2y,  also  vom 
Anfang  des  Roth  bis  zu  C  hin  und  wird  hinter  dieser  Linie  mit 
Tang  2y  zugleich  unendlich,  die  Verschiebung  verwandelt  sich 
in  den  plötzlichen  Sprung. 

In  der  folgenden  Partie  des  Spectrums,  für  welche  die 
Werthe  von  2y  zwischen  270**  und  360**  liegen,  ist  der  Verhalt 
der  Erscheinungen  ein  ganz  anderer,  als  in  der  soeben  betrach- 
teten ersten  Abtheilung  des  Spectrums.  Zuerst  entsprechen  itir 
den  Fall  des  geradlinig  polarisirten  Lichtes,  entgegengesetzt  ge- 
gen früher,  jenen  Wurzeln  der  Gleichung  (11),  welche  gerade 
Vielfache  von  n  sind,  dieMaxima,  und  den  ungeraden  Vielfachen 
die  Minima,  weil  jetzt  Cos  2y  positiv  ist. 

Femer  ist  in  dieser  zweiten  Partie  Tang  2y  negativ.  Dem- 
nach wechselt  die  mit  den  Änderungen  von  a  verbundene  Ände- 
rung der  Wurzeln  der  Gleichung  (10)  ihren  Sinn.  Es  verschieben 
sich  daher  auch  die  Interferenzlinien  beim  Übergange  von  linear- 
zu  rechtselliptisch  polarisirtem  Lichte  nicht  gegen  das  violette 
sondern  gegen  das  rothe  Ende,  also  beim  Übergange  von  rechts- 
zu  linkscircular  polarisirtem  Lichte  gegen  das  violettte  Ende  des 
Spectrums. 

Was  die  Zu-  oder  die  Abnahme  der  Wurzeln  der  Gleichung 
(10)  beim  Übergange  von  der  Form  (11)  bis  zur  Form  (12)  an- 
belangt, so  ist  selbe  gleich  dem  Winkel  im  ersten  Quadranten, 
der  mit  2y  die  gleiche  Tangente  hat,  er  ist  360** — 2y  oder 
27r--2y.  Die  Verschiebung  der  Interferenzstreifen  beträgt  beim 
Übergange  von  linear-  zu  circularpolarisirtem  Lichte 
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2n 

Theile  einer  Streifendistanz,  und  beim  Übergange  von  rechts-  zu 
linkscircularpolarisirtem  Lichte 

Theile  einer  Streifendistanz  gegen  das  violette  Ende  des  Spectrums. 

Die  Verschiebungen  und  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen 
sie  stattfinden,  nehmen  vom  Anfang  dieser  Abtheilnng  bis  gegen 
ihr  Ende,  für  welches  2y  =  360**  ist,  succssive  ab. 

Die  Erscheinungen  in  der  dritten  Abtheilung,  in  welcher  die 
Werthe  von  2j?  zwischen  360**  und  450**  liegen,  bilden  gewisser- 
massen  das  Spiegelbild  zu  den  Erscheinungen  in  der  zweiten  Ab- 
theilung, die  Grenze  zwischen  beiden  Abtheilungen  stellt  den 
Spiegel  vor.  Wie  in  der  zweiten  Abtheilung,  bestimmen  für  den 
Fall  des  linearpolarisirten  Lichtes  von  den  Wurzeln  der  Glei- 
chung (11)  die  geraden  Vielfachen  von  n  die  Maxima,  die  unge- 
raden die  Minima  der  Intensität.  Die  Verschiebungen  der  Inter- 
ferenzstreifen beim  Übergange  zu  elliptischpolarisirtem  Lichte 
sind  aber  jetzt  wegen  des  positiven  Zeichens  von  Tang  2y  gegen 
die  der  zweiten  Abtheilung  die  verkehrten. 

Wie  sich  die  Erscheinungen  in  den  weiter  gegen  das  violette 
Ende  liegenden  Partien  des  Spectrums  gestalten,  ist  nach  den 
bisher  gegebenen  Erläuterungen  leicht  zu  übersehen. 

Fttr  den  Fall,  dass  das  auf  die  Doppelplatte  fallende  Licht 
circularpolarisirtes  ist,  nimmt  die  Intensitätsformel  eine  sehr  ein- 
fache und  leicht  discutirbare  Gestalt  an.  Setzt  man  in  (7) 

o.     2710 

«  =  c ,  Sm  —  =  -4-  1 

T 


80  wird 


J=  4/1*  [l  ^  Cos  (^  ±  2y)]  (13) 


und  gilt  das  obere  Zeichen  für  rechts-,  das  untere  fUr  linkscircu- 
larpolarisirtes  Licht. 

SIt*b.  d.  mathem.-natarw.  Cl.  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  29 
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Für  die  Maxima  und  Minima  liefert  diese  Formel  sehr  ein- 
fache und  zwar  für  alle  Theile  des  Spectrums  zugleich  geltende 
Bedingungsgleichungen.  So  ist  die  Bedingung  für  die  Minima 

?^zf:2y=(27i-^l)7r 

oder 

(14)  ^  =  (2n^l)7r±2y. 

A 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  durch  diese  Glei- 
chung für  die  Minima  dieselben  Orte  im  Specfrum  bestimmt  sind, 
welche  früher  durch  eine  umständlichere  Discussion  gefunden 
worden  sind. 

Was  jedoch  die  absolute  Grösse  und  die  Bichtung  der  Ver- 
schiebungen, welche  in  den  Interferenzlinien  beim  Übergange 
von  rechts-  zu  linkscircularem  Lichte  eintreten,  anbetrifil,  so  legt 
diese  Formel  ein  ganz  anderes  Resultat  an  die  Hand,  als  das 

27rA 
vorhin  gefundene.  Da  sich  der  Quotient  ~r-  bei  Vertauschung 

der  zwei  bezeichneten  Lichtarten  von  (2»-Kl);r-H2y  zu 
(2n-Kl);r — 2y,  also  um  4y  verkleinert,  so  muss  man  daraus  auf 
eine,  in  allen  Theilen  des  Spectrums  gleichsinnige  Verschiebung 
der  Interferenzlinien  gegen  das  rothe  Ende  und  zwar  um 

Yk 

Theile  einer  Streifendistanz  schliessen,  umsomehr,  als  4^  zu- 
folge der  Formel  (1)  gerade  den  beim  Wechsel  der  zwei  bezeich- 
neten Lichtarten  eintretenden  Zuwachs  der  Verzögerung  zwi- 
schen den  durch  die  beiden  Hälften  der  Doppelplatte  gehenden 
Strahlen  bedeutet.  Der  Unterschied  zwischen  den  durch  diese 
und  den  durch  die  früheren  Betrachtungen  gefundenen  Verschie- 
bungen beträgt  jedoch  immer  eine  ganze  Anzahl  von  Streifen- 
distanzen. 

Wenn  man  also  auch  von  dieser  Anschauung  ausgeht,  wie 
ich  es  in  früheren  Mittheilungen  über  diese  Versuche  gethan,  so 
findet   man   doch  keinen  Widerspruch    zwischen  ihr   und  der 
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Beobachtung,  wenn  man  nur  die  Lagen  der  Interferenzlinien  vor 
und  nach  der  Verschiebung  misst  und  die  gefundenen  Differenzen 
Hin  eine  ganze  Anzahl  von  Streifendistanzen  ergänzt. 

III.  Versuch  mit  zwei  Spalten. 

AB  stelle  den  Querschnitt  einer  Spalte  in  einem  undurch- 
sichtigen Schirme  00'  dar.  Die  Summe  aller  Bewegungen,  wel- 
che durch  die  in  AB  unter  dem  Win-  o  a  M  B  o 
kel  p  gebeugten  Strahlen  gleichzeitig  — 
in  den  zu  diesen  Strahlen  normalen 


Schnitt  O'N  gelangen,  ist  proportional      ^..---^iv 
dem  Ausdrucke 

2;:/,      MN\ 


h«"T('-^ 


wenn,  OM=x  gesetzt,  da?  ein  Element  der  Spaltenbreite  bedeu- 
tet. Die  Grenzen,  innerhalb  welcher  das  Integral  zu  nehmen  ist, 
sind  x=OA=p  und  a:=OB=p^-b.  b  ist  die  Breite  der  Spalte. 
Setzt  man  noch  BO'=qj  so  ist 

MN=MO'  Sin  ß=(p-+-6-Ky— o?)  Sin  ß 
und  der  Werth  des  Integrals  wird 


TT  Sin  p 


g.^;rfeSinl3g,^2;rr         gSinß       ftSinßl 


worin  X  die  Wellenlänge  bedeutet. 

Ist  noch  eine  Spalte  von  derselben  Breite  b  in  der  Distanz  e 
Ton  der  ersten  vorhanden,  so  ist  der  Ausdruck  für  die  Summe 
der  von  ihr  unter  dem  Winkel  j3  ausgehenden  und  gleichzeitig  in 
O'N  anlangenden  Bewegungen  analog  dem  soeben  abgeleiteten, 
es  ist  nur  q  um  {b-^e)  Sin  ]3  kleiner  zu  nehmen. 

Das  aus  der  ersten  Spalte  kommende  Licht  verhält  sich 
also  zu  dem  aus  der  zweiten  Spalte  kommenden,  als  hätte  es 
einen  um  {b-\-e)  Sin  ß  längeren  Weg  zurückgelegt,  als  das 
letztere. 

Die  oben  abgeleiteten  Intensitätsformeln,  z.  B.  die  Formeln 
(5),  (7),  (8)  gelten  daher  auch  für  diesen  Fall,  wenn  man  in  dem 
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Ausdrucke  für  ^' — ^ 

5=(A-Ke)Sini3,  0^=0 
setzt  and  ausserdem  jeder  der  Amplituden  n  und  c  den  Factor 

X      «.   TT*  Sin  S 
TrSmß  A 

hinzufügt. 

Den  grttssten  und  kleinsten  Werthen  dieses  Factors  entspre- 
chen die  Maxima  und  Minima  der  Lichtintensität  erster  Classe^ 
den  grössten  und  kleinsten  Werthen  des  andern  durch  die  For- 
meln (5^  7,  8)  ausgedrückten  Factors,  die  Maxima  und  Minima 
zweiter  Classe.  Die  letzteren  bilden  die  hellen  und  dunklen 
Streifen  im  Mittelfelde  der  Erscheinung. 

Den  folgenden  Betrachtungen  soll  die  Formel  (8)  zu  Grunde 
gelegt  werden,  der  Ausdruck  für  die  Intensität  wird 

J=   ,o'  iö  Sm*  — r — 5- ( 1  -kCos  2a?  Cos  -^-- 

-  Sin  2a  Sin  2y  Sin  ^]  . 

Ist  das  Licht  linearpolarisirt,  «=0,  so  ist 

y  2X*      ^.  .nbSinß/.     ^     .    ^     27rA\ 

^=  ;^isi^^^^'-ir^  (1-*-^^«  2y  Cos—)  • 

2;rA 
Es  wird  für  Cos  -^  =  +  1  also  für  A=0  die  Intensität 

ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  Cos  2^  positiv  oder 
negativ  ist. 

Nimmt  man  z.  B.  rothes  Licht,  für  welches  Cos  2f  negativ 
ist,  so  erscheint  die  Mitte  des  Interferenzfeldes  dunkel,  wählt 
man  gelbes  Licht,  für  welches  Cos  2^  negativ  ist,  so  ist  die  Mitte 
hell.  In  beiden  Fällen  ist  auch  die  Vertheilung  der  Interferenz- 
linien bezüglich  der  Mitte  symmetrisch.  Man  kann  daraus 
schliessen,  dass  für  ß=0  auch  A=0  also  ^' — ^=0  ist 
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ISun  war  allgemein 

T\r  l  /  VT  T    \r  l  /  VT 

In  unserem  Falle  ist  d=d'  und  ^^=0  und  für  ß=0  auch  d=0, 
4ilso  bleibt 

1111^ 

Da  beide  Platten  die  Polarisationsebene  um  gleiche  Winkel, 
aber  entgegengssetzt  drehen,  also  y'  =  —  f  ist,  so  folgt  aus  den 
Formeln  (1)  und  (3) 

r        /  ~      r'  "^  /' 

4ind  aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  ergibt  sieh 

r=/',  l=r' 

d.  h.  die  rechts-  und  linkscircularen  Strahlen  vertauschen  in  den 
zwei  entgegengesetzt  drehenden  Arten  des  Quarzes  vollständig 
ihre  Rollen,  in  beiden  Arten  kommen  dieselben  absoluten  Werthe 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  vor.  Es  bedeutet  daher  A 
nur  den  durch  die  Beugung  in  den  zwei  Öffnungen  veranlassten 
Oangunterschied,  es  ist 

A=(6-+-^)Sinß. 

Die  weitere  Discussion  der  Intensitätsformel  ist  auch  für 
diesen  Versuch  in  analoger  Weise  zu  führen  wie  für  den  vorher- 
gehenden. Nur  ist  jetzt  A  die  Variable,  nach  der  die  Formel  für 
J  differenzirt  werden  muss,  um  die  Bedingungsgleichung  für  die 
Maxima  und  Minima  von  J  zu  erhalten.  Diese  Bedingungsglei- 
chung ist  jedoch  wieder  die  Gleichung  (10),  durch  ihre  Wurzeln 
sind  auch  jetzt  die  Orte  der  Maxima  und  Minima  bestimmt. 

Im  rothen  Lichte  liegen  fbr  linearpolarisirtes  Licht  die 
Minima  in  jenen  Theilen  des  Gesichtsfeldes,  welche  durch 

A=^0,  ±X,  ±2X,  .    .    . 
bestimmt  sind. 
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Beim  UbergaDge  zu  rechtselliptischem  Lichte  wachsen  die 
Wurzelwerthe,  so  dass  die  Minima  an  die  Stellen  rücken^  ftir 
welche,  nnter  t  den  Wurzelzuwachs  verstanden, 

A=€,  db^-H«?  ±2Xh-«,  .... 

Es  rückt  also  das  Interferenzphänomen  gegen  die  Seite  der 
positiven  A  vor.  Das  Umgekehrte  tritt  bei  Anwendung  von  links- 
elliptischem Lichte  ein.  Die  grösste  Verschiebung  nach  der  Seite 
der  positiven  A  tritt  bei  rechtscircularem  Lichte  ein  und  sie 
beträgt 

2<p — n 

Theile  der  Distanz  zweier  Streifen.  Die  Verschiebung  im  entge- 
gengesetzten Sinne  beim  Übergange  vom  rechts-  zu  linkscircn- 
larem  Lichte  ist  doppelt  so  gross,  beträgt  also 

2;r 

Theile  einer  Streifendistanz,  nach  dieser  Betrachtung  also  wie- 
der um  eine  Streifendistanz  weniger  als  sich  nach  der  Formel 
(9)  ergibt. 

Für  Licht,  dessen  Drehungswinkel  2y  zwischen  270*  und 
360**  liegt,  fallen,  falls  es  linearpolarisirt  ist,  die  Minima  an  die 
Orte,  für  welche 

^       ±  2  '  —  2  '  '        '    ' 

beim  Übergange  zu  rechtselliptischem  Lichte  gehen  die  Minima 
an  Orte,  ftir  welche 

/  3X 

A  =  =t2--€,  ±2-^^-    •    • 

Es  rückt  also  das  luterferenzphänomen  gegen  die  Seite  der  ne- 
gativen A  vor,  der  Verschiebung  grösster  Werth  ist 

2;r— 2y 
2n 
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Theile  einer  Streifendistanz.  Beim  Übergange  von  rechts-  zu 
linkscircnlarem  Lichte  beträgt  die  Verschiebung 

Theile  der  Streifendistanz  nach  der  Seite  der  positiven  A. 

Zur  Erklärung  der  Erscheinungen,  welche  bei  Anwendung 
eines  aus  verschiedenen  Farben  gemischten^  namentlich  also  des 
weissen  Lichtes  sich  zeigen,  ist  es  nothwendig,  die  Orte  für  die 
Maxima  und  Minima  für  verschiedene  Farben  numerisch  zu  be- 
rechnen. 

Nimmt  man  für  die  Wellenlängen  der  den  Fraunhofer'- 
schen  Linien  entsprechenden  Strahlen  die  genäherten  Werthe 

B  C       D       E       F 

0-00069     66     59     53    49 

so  erhält  man  unter  der  Voraussetzung  linearpolarisirten  Lichtes 
folgende  den  Minimis  entsprechende  Werthe  von  A  und  zwar  mit 
Weglassung  des  Factors  10-*  für 

B  0,  69,  138,  206,  . 

C  0,  66,  131,  197,  . 

D  29,  88,  147,  207,  . 

E  26,  79,  132,  185,  . 

F  0,  49,  97,  146,  . 

und  eine  ebensolche  Reihe  negativer  A.  In  die  Mitte  dieser 
Werthe  fallen  die  den  Maximis  entsprechenden  A. 

Wird  dieser  Versuch  mit  den  zwei  Spalten  ohne  die  dre- 
hende Platte  gemacht,  so  haben  alle  Strahlen  fllr  A=0  ihr 
Maximum,  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes  ist  weiss.  Rechts  und 
links  von  der  Mitte  erscheinen  fast  ganz  schwarze  Linien,  da  die 
Orte  der  Minima  iUr  die  verschiedenen  Farben  zwar  nicht  zusam- 
men, aber  doch  nahe  an  einander  fallen. 

Bei  Anwendung  der  Doppelplatte  aber  haben  in  der  Mitte 
des  Gesichtsfddes  die  rothen  und  blauen  Strahlen  das  Minimum, 
die  gelben  und  grttnen,  auch  die  violetten  hingegen  das  Maxi- 
mum   der  Intensität.    Es  erscheint   demnach   bei   Anwendung 
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weissen  Lichtes  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes  grttnlich-weiss. 
Rechts  and  links  von  der  Mitte  fallen  an  die  Stellen  der  Maxima 
der  rothen  and  blaaen  Strahlen  die  Minuna  der  gelben  and 
grünen,  es  entstehen  hier  bläalich-rothe  Streifen,  an  Stelle  der 
dunklen  beim  Versuche  ohne  die  Doppelplatte. 

Licht;  welches  aus  rothem  und  gelbem  gemischt  ist,  wird 
gelbe  und  rothe  Streifen  liefern,  derart  dass  in  der  Mitte  des 
Gesichtsfeldes  ein  gelber  Streifen  sich  befindet. 

Für  rechtscircularpolarisirtes  Licht  ergeben  sich  mit  Rück- 
sicht darauf,  das  ftlr  die  Linien 

B  C  D  E  F 

2y  =  1  •  295;r,       1  •  433;r,       1  •  806;r,      2  •  289;r,      2  •  722;r 

ist,  nach  der  Formel  (14)  folgende  den  Minimis  entsprechende 
Werthe 


B 

—197, 

—128, 

—59, 

-t-10, 

-h79. 

-Hl48, 

-t-218 

C 

184, 

118, 

52, 

14, 

80, 

145, 

211 

D 

154, 

95, 

36, 

23, 

82, 

141, 

200 

E 

126, 

73, 

20, 

33, 

86, 

139, 

192 

F 

106, 

57, 

8, 

41, 

90, 

139, 

188. 

Man  sieht,  dass  auf  der  Seite  der  positiven  A  in  der  zweiten 
und  dritten  Verticalreihe  die  Werthe  von  A  für  die  verschiedenen 
Fraunhofer  'sehen  Linien  sehr  nahe  zusanunenfallen,  während 
sie  in  den  übrigen  Reihen  viel  weiter  auseinander  gehen.  Deut- 
lich zeigt  dies  die  graphische  Darstellung  der  Minima  durch 
Punkte  in  der  beistehenden  Figur. 

A  =  o  50  100  150  aoo 


An  den  Orten,  welche  durch  A  =  83  und  A  =  142  bestimmt 
sind,  werden  daher  bei  weissem  und  auch  bei  anders  gemischtem 
Lichte  immer  dunkle  Streifen  auftreten,  sobald  das  Licht  rechts- 
circular  polarisirt  ist.  Die  Interferon  zerscheinong  ist  um  den  Ort, 
für  welchen  A  =  112,  nahe  synunetrisch. 

Ebenso  verhält  es  sich  bei  linkscircularem  Lichte  an  den 
Orten,  flir  welche  A  =  —83,  A  =  —142  und  A  =  —112.  Beün 
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Übergange  von  rechts  zu  linkscircnlarem  Lichte  verschiebt  sich 
also  die  Symmetrielinie  des  Interferenzphänomens  von  A  =  -k112 
auf  A  =  — 112,  also  im  Ganzen  um  224.  Auf  die  Linie  D  be- 
rechnet, gibt  dies  eine  Verschiebung  äquivalent  einem  eingetre- 
tenen Gangunterschiede  von  224  :  59  =  3*8  Wellenlängen,  also 
mehr  als  das  Doppelte  von  dem  Gangunterschiede,  der  beim 
Wechsel  der  zwei  Lichtarten  durch  die  Doppelplatte  erzeugt 
wird. 
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Über  die  Monochloritamalsäure. 

Von  T«  Morawski^ 

Assistent  an  der  teehnisehen  Hnekschule  tu  Grai. 

Durch  Behandlung  von  citraconsaurem  Baryum  mit  ünter- 
chlorigsäurehydrat  in  verdünnter  Lösung  erhielt  Carius  (Anna- 
len  der  Chemie  u.  Pharmacie,  Bd.  126,  S.  205  u.  f.)  ein  Salz, 
dessen  Säure  er  als  Monochlorcitramalsäure  beschrieb. 

Späterhin  studirte  Wilm  (Annalen  der  Chemie  u.  Phar- 
macie, Bd.  141,  S.  28  u.  f.)  das  Verhalten  der  Itaconsäure  bei 
genannter  Reaction ;  es  gelang  ihm  jedoch  nicht  ein  entsprechen- 
des Additionsproduct  mit  Unterchlorigsäurehydrat  zu  erhalten; 
dass  dieses  sich  aber  vorübergehend  gebildet  hatte,  geht  unzwei- 
felhaft hervor  aus  der  von  Wilm  beobachteten  Entstehung  einer 
Säure,  welche  mit  Citraweinsäure  die  gleiche  Zusammensetzung 
hat,  aber  der  Verschiedenheit  der  Eigenschaften  wegen  von 
Wilm  als  Itaweinsäure  bezeichnet  wurde. 

Herr  Professor  Gott  lieb  forderte  mich  nun  auf,  das  Ver- 
halten von  Itaconsäure  zu  untersuchen,  wenn  sie  nach  jener 
Methode  behandelt  wird,  welche  ihn  von  der  Citraconsäure  eben- 
falls zur  Monochlorcitramalsäure  führte ;  im  Verlaufe  dieser  Un- 
tersuchung erfreute  ich  mich  vieler  Bathschläge,  welche  mir 
Herr  Professor  Gott  lieb  gütigst  ertheilte,  wofür  ihm  zu  danken 
ich  angenehm  verpflichtet  bin. 

Eine  grössere  Menge  von  Itaconsäure  konnte  leicht  ge- 
wonnen werden  nach  der  von  Wilm  benützten  Methode  unter 
Anwendung  verschlossener  Gefä«se,  in  welchen  eine  wässrige 
Lösung  von  Citraconsäure  anhaltend  über  110*  erhitzt 
wurde. 
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Durch  mehrmaliges  Umkrystallisiren  war  es  möglich^  die 
Itaconsäure  von  unverändert  gebliebener  Citraeonsäure  zu  tren- 
nen und  vollkommen  rein  zu  erhalten.  Diese  Itaconsäure  wurde 
mit  kohlensaurem  Natron  abgesättigt  und  anhaltend  der  Einwir- 
kung des  Chlors  ausgesetzt;  die  Lösung  des  itaconsauren  Na- 
trons nahm  reichlich  davon  auf  und  es  wurde  mit  dem  Einleiten 
des  Chlors  solange  fortgefahren,  bis  die  Flüssigkeit  vop  einem 
Überschuss  desselben  grünlichgelb  geförbt  war. 

Hierauf  wurde  Salzsäure  zugesetzt  und  in  einer  Retorte  im 
Wasserbad  erhitzt;  dabei  destillirte  mit  viel  Wasser  eine  kleine 
Menge  eines  Öles  über,  dessen  Dampf  auf  die  heftigste  Weise 
auf  die  Nasenschleimhäute  einwirkt;  ich  musste  die  Untersu- 
chung dieses  Öles  verschieben  bis  ich,  nach  vielfach  wiederhol- 
ter Vornahme  obiger  Operationen,  über  eine  hinreichende  Menge 
dieses  Nebenproductes  verfüge. 

Der  Inhalt  der  Retorte  wurde  nun  zur  Trockne  eingedampft 
und  dann  mit  Äther  extrahirt.  Beim  Abdestilliren  des  Äthers 
blieb  eine  braune  syrupöse  Flüssigkeit  zurück,  welche  stark 
sauer  reagirte ;  selbst  nach  mehreren  Wochen  erfolgte  aber  noch 
immer  keine  Krystallisation. 

Eine  kleine  Menge  dieser  zähen  Flüssigkeit  wurde  noch- 
mals in  Äther  gelöst  und  der  Äther  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
verdunsten  gelassen;  dabei  traten  nach  kurzer  Zeit  Kry- 
stalle  auf. 

Wurden  nun  diese  mit  dem  oben  erhaltenen  Syrup  zusam- 
mengebracht, so  erstarrte  dieser  fast  augenblicklich  zu  einer 
Krystallmasse,  welche  dann  abgepresst  werden  konnte. 

Durch  häufig  wiederholtes  Umkrystallisiren  aus  Wasser  er- 
hielt ich  schliesslich  farblose  Krystalle,  welche  in  Wasser  sehr 
leicht  löslich  sind,  stark  sauren  Geschmak  zeigen  und  ein,  von 
dem  der  Monochlorcitramalsäure  ganz  verschiedenes  Äussere 
darbieten.  Während  die  Monochlorcitramalsäure  leicht  in  grossen 
Prismen  erhalten  werden  kann,  bildet  diese  Säure,  wie  ich  sie 
erhielt,  stets  nur  kleine  Krystalle,  welche  wegen  ihrer  Un- 
deutlichkeit  für  krystallographische  Beschreibung  nicht  geeig- 
net sind. 

Überdies  zeigt  diese  Säure  ein  anderes  Verhalten  als  die 
Monochlorcitramalsäure  gegen  essigsauren  Baryt,  mit  welchem 
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Reagens  in  ganz  eoncentrirter  Lösung  kein  krystallinischer  Nie- 
derschlag entsteht,  während  er  sich  bei  Monochlorcitramalsäure 
sehr  leicht  bildet  nnd  durch  Schwerlöslichkeit  in  Wasser  aus- 
zeichnet. 

Diese  Säure  mnss  deshalb  von  der  Monochlorcitramalsäure 
unterschieden  werden  und  kann,  um  an  ihre  Entstehung  zu  er- 
innern, als  Monochloritamalsäure  bezeichnet  werden. 

Ihre  Zusammensetzung  geht  aus  den  folgenden  analytischen 
Daten  hervor: 

L  0-5495  Qrm.  Substanz  gaben  mit  chromsaurem  Bleioxyd 
im  Sauerstoffstrome  verbrannt:  0-6600  Grm.  Kohlensäure 
und  0-1960  Grm.  Wasser. 

IL  0-4025  Grm.  gaben  nach  dem  Glühen  mit  Kalk:  0-3210 
Grm.  Chlorsilber  und  00015  Grm.  Silber. 

100  Theile  enthalten  somit : 


Berechnet  nach 
der  Formel 

Procente 

I 

II 

C.HtOIOs 

Kohlenstoff  . . . 

..   32-76 

— 

32-87 

Wasserstoff  . . . 

..     3-94 

— 

3-84 

Chlor    

— 

19  •&2 

19-45 

Sauerstoff  . . . . 

— 

— 

43-84 

100-00 

Mit  dieser  reinen  Säure  versuchte  ich  nun  Salze  zu  bereiten; 
hiebei  stellte  sich  als  Hindemiss  die  bedeutende  Zerleglichkeit 
der  Säure  heraus.  Wenn  dieselbe  mit  kohlensaurem  Baryt  ge- 
sättigt wurde,  konnte  man  genau  den  Neutralisationspunkt  er- 
reichen ;  wurde  aber  diese  neutrale  Flüssigkeit  zum  Krystallisiren 
gestellt,  so  trat  bald  wieder  saure  Reaction  ein,  welche  vom  Zer- 
fall der  Monochloritamalsäure  im  Salze  herrühren  musste;  dabei 
konnte  in  der  Lösung  auch  Chlor  nachgewiesen  werden,  was 
früher  nicht  der  Fall  war. 

Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  sich  diese  Säure  bei  Gegenwart 
von  Basen  zerlegt,  war  auch  Ursache,  dass  Wilm  dieselbe  nicht 
rein  erhielt.  Beim  Eindampfen  der  von  Quecksilber  durch 
Schwefelwasserstoff  befreiten  Lösung  des  sauren  Natronsalzes 
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erfolgte  die  Bildung  von  Itaweinsäure,  welche  durch  einen  Zu- 
satz von  überschüssiger  Salzsäure  hätte  verhindert  werden  kön- 
nen, wie  es  thatsächlich  geschah  in  dem  von  mir  angewendeten 
Darstellungs  verfahren. 

Da  von  der  Benützung  von  Salzen,  um  sich  Aufklärung  zu 
verschaffen  über  Moleculargewicht  und  Basicität,  nicht  die  Rede 
sein  kann,  versuchte  ich,  über  Vorschlag  des  Herrn  Professor 
Gottlieb,  durch  ein  Titrirverfahren ,  bei  welchem  sehr  ver- 
dünnte Maassfltissigkeiten  benützt  wurden,  zu  denselben  zu 
gelangen. 

Von  der  Verlässlichkeit  so  erhaltener  Resultate  versicherte 
ich  mich  durch  die  genaue  Beobachtung  der  mit  kohlensaurem 
Baryt  neutralisirten  Losung  von  Monochloritamalsäure ;  es  zeigte 
sich,  dass  die  Zersetzung  überhaupt  erst  nach  längerer  Zeit  war- 
nehmbar  wird  und  dass  sie  um  so  rascher  erfolgt,  je  concentrir- 
ter  die  Lösung  ist.  In  so  verdünnten  Lösungen,  wie  sie  zu  den 
Titrirungen  verwendet  wurden,  konnte  selbst  einen  Tag  nach 
Beendigung  des  Versuches  keine  Zersetzung  wahrgenommen 
werden. 

Ausgegangen  wurde  bei  diesen  Versuchen  von  7,^0  Normal- 
oxalsäure; mit  dieser  Maassflüssigkeit  wurde  der  Titre  eines 
sehr  verdünnten  Barytwassers  bestimmt,  wobei  Lacmustinctur 
als  Indicator  diente,  welche  nach  Professor  Gottlieb 's  Vor- 
schrift angefertigt  war. 

Es  wurden  0-202  Grm.  reine  Monochloritamalsäure  in 
100  CC.  Wasser  gelöst  und  von  dieser  Lösung  immer  weniger 
verwendet,  als  nothwendig  war,  um  20  CC.  Barytwasser  abzu- 
sättigen. 

20  CC.  Barytwasser  brauchten  dann,  im  Mittel  dreier 
Versuche : 

einerseits  43-36  CC.  V,^^  Oxalsäure,  welche  0-059403  Grm. 
Baryum  sättigen  und  andrerseits  30  CC.  der  Monochloritamal- 
säurelösung  mehr  10-90  CC.  der  y,^^  Oxalsäure. 

30  CC.  der  Säurelösung  entsprechen  somit  004447  Grm. 
Baryum;  daraus  berechnet  sich  das  Moleculargewicht  der 
Monochloritamalsäure  zu  186-5,  während  es  theoretisch  1.82-5 
beträgt. 
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Als  neutrales  Baryumsalz  würde  die  im  Versneh  benutzte 
Menge  von  ^fonochloritamalsäure  0-04548  Grm.  Baryum  erfor- 
dern, was  mit  der  gefundenen  Menge,  0-04447  Grm.  Baryum 
ganz  wohl  übereinstimmt. 

Ein  Mittel,  mit  noch  grösserer  Sicherheit  über  die  Basicität 
der  Säure  Aufschluss  zu  erhalten,  dürfte  in  der  Darstellung  eines 
Äthyläthers  der  Monochloritamalsäure  geboten  sein,  welche 
wahrscheinlich  ausführbar  ist;  über  einen  diesbezüglichen  Versuch 
hoffe  ich  demnächst  Mittheilung  machen  zu  können. 
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Zur  Kenntniss  der  kleinsten  sichtbaren  Mondphasen. 

Von  dem  w.  M.  Karl  t,  Littrow« 

Man  hat  sich  in  neuester  Zeit  von  mehreren  Seiten  mit  der 
Frage  beschäftigt,  wie  bald  nach  dem  Neumonde  die  Sichel  dem 
freien  Auge  wahrnehmbar  werde.  Es  überraschte  mich,  von  einer 
merkwürdigen  Vorarbeit,  die  der  grosse  jüdische  Philosoph  Ma  i- 
monides  überliefert,  nirgends  Notiz  genommen  zu  sehen,  und 
ich  veranlasste  deshalb  Herrn  Rabbinats-Candidaten  A.  Kur  rein 
zu  einer  genauen  Übersetzung  des  hebräischen  Originales,  die 
ich  nun  im  Folgenden  gebe.  Herr  Kurrein  hat  sich  die  Mühe 
genommen,  die  von  mir  ihm  unmittelbar  zur  Verfügung  gestellte 
Ausgabe  von  „Maimonidis  Constitutiones  de  Sanctificatione  Novi- 
lunii"  in  „Blasius  Ugolinus,  Thesaurus  Antiquitatum  Sacrarum, 
Vol.  XVn."  nicht  einfach  zu  übertragen,  sondern  mit  sonst 
gangbaren  Lesarten  der  fraglichen  Abhandlung  zu  vergleichen, 
so  dass  der  nachstehende  Text  in  Bezug  auf  treues  Wiedergeben 
des  Originales  wohl  kaum  etwas  zu  wünschen  übrig  lassen  wird. 
Ich  gebe  übrigens  von  dem  in  neunzehn  Abschnitte  getheilten 
Originale  hier  nur  die  Capitel  XII— XVH,  da  die  anderen  Ab- 
scBnitte  Allotria  enthalten,  die  uns  nicht  interessiren.  Aus  der 
ersten  Reihe  weggelassener  Capitel  will  ich  nur  kurz  erwäh- 
nen, dass  mehrere  derselben  sich  mit  den  Regeln  befassen,  nach 
welchen  Zeugnisse  darüber,  dass  man  die  Mondsichel  wahr- 
genommen habe,  zu  prüfen  seien.  Die  rituelle  Bedeutung,  welche 
das  Erscheinen  des  neuen  Mondes  fUr  die  Juden  durch  den  davon 
abhängenden  kirchlichen  Anfang  ihrer  Monate  von  jeher  hatte, 
bewog  sie  nämlich  von  den  frühesten  Zeiten  an  und  bis  sie  Ver- 
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trauen  in  eigentlich  astronomische  Berechnungen  fassten'  zu 
forschen,  wie  bald  nach  dem  Neumonde  man  mit  Sicherheit  auf  die 
Wahrnehmbarkeit  der  Sichel  zählen  könne.  Die  Aufstellung  der 
aus  solchen  offenbar  mehrhundertjährigen  Beobachtungen  ^tbgelei- 
teten  Formel,  wohl  eines  der  ältesten  Beispiele  inductiver  Methode, 
war  das  lang  verfolgte  Ziel  der  Bemühungen  jtldiscber  Schrift- 
gelehrter, deren  Ergebnisse  Maimonides  zusammenfasste.  Ich 
überlasse  es  denjenigen,  welche  die  Sichtbarkeit  der  kleinsten 
Mondphasen  zum  Gegenstande  ihrer  Untersuchungen  gemacht, 
die  aufgestellte,  für  Palästina  geltende  Regel  zu  prüfen,  sowie 
in  heutige  Ausdrucksweise  umzusetzen'  und  begnüge  mich,  nur 
solche  Erläuterungen,  welche  sich  bei  der  Revision  des  Ganzen 
von  selbst  ergaben,  den  betreffenden  Stellen  beizuftigen.  Diese 
Zusätze  sind  durch  Cursivschrift  vom  übrigen  Texte  abgehoben. 


Capitel   XU. 

Der  mittlere  Weg  der  Sonne  (mittlere  tropische  Bewegung) 
während  eines  Tages  —  in  24  Stunden  nämlich  —  beträgt: 
59'  8",  also  beträgt  der  mittlere  Weg  in  10  Tagen  9**  51'  23",  in 
100  Tagen  98**  33'  53",  in  1000  Tagen  —  nach  Weglassung  der 
jeweiligen  360**— 265**  38'  50"  und  der  Überschuss  in  10000 
Tagen  136**  28'  20".  Auf  diese  Weise  kann  man  den  mittleren 
Weg  für  jede  beliebige  Anzahl  Tage  berechnen.  Ebenso  kann 
man  sich  bestimmte  Zahlen  für  den  mittleren  Weg  für  2,  3,  4 — 
10  Tage  berechnen,  ebenso  fllr  20,  30,  40—100  Tage;  das 
ist  offen  und  klar,  sobald  man  den  mittleren  Weg  für  einen  Tag 
weiss,  und  dann  muss  man  bestimmt  und  genau  wissen  auch 
den  mittleren  Weg  der  Sonne  für  29  Tage  und  für  354  Tage, 
welche  ein  Monc^ahr  ausmachen,  wenn  die  Monate  regelmässig 


1  Siehe  die  treffliche  Schrift  von  Dr.  A.  Schwarz:  ^Der  jüdische 
Kalender,  historisch  und  astronomisch  untersucht.  Breslau  1872.* 

a  loh  erlaube  mir  für  solche  Zwecke  auf  ein  meines  Wissens  viel  zu 
wenig  bekanntes  Werk:  „J.  Narrien,  Historical  acoount  of  ihe  origin  and 
progress  of  Astronomy.  («ondon  183d<<  aufinerksam  zu  machen. 
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sind,  welches  Jahr  ein  geregeltes  heisst.  Hat  man  diese 
mittleren  Wege  immer  zur  Hand,  so  ist  die  Berechnung  für  die 
Erscheinung  des  Neumondes  leicht;  denn  volle  29  Tage  ver- 
ffiessen  von  der  Nacht  der  Erscheinung  des  Neumondes  bis  zur 
Nacht  seiner  nächsten  Erscheinung,  ebenso  viele  in  jeglichem 
Monate,  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  29  Tage  —  und  hier 
will  man  blos  diese  Erscheinung  erfahren.  —  Ebenso  verfliesst 
von  der  Nacht  der  Erscheinung  des  Neumondes  dieses  Jahres^ 
bis  zu  der  Zeit  der  Erscheinungsnacht  desselben  Neumondes  des 
nächsten  Jahres  ein  geregeltes  Jahr,  oder  1  Jahr  und  1  Tag  und 
so  ist's  jedes  Jahr. 

Der  mittlere  Weg  der  Sonne  ftlr  29  Tage  beträgt  28*  35'  I" 
und  ffir  ein  geregeltes  Jahr  348**  55'  15". 

Ein  gewisser  Punkt  existirt  in  der  Sonnenbahn  und  auch  in 
den  Bahnen  der  übrigen  Planeten;  befindet  sich  ein  Planet  in 
demselben,  so  ist  sein  ganzes  Licht  hoch  über  der  Erde.  Dieser 
Punkt  der  Sonnenbahn  und  der  Planetenbahnen,  mit  Ausnahme 
des  Mondes,  circulirt  gleichmässig  und  sein  Weg  macht  in  je 
70  Jahren  nahezu  1  Grad  {PräcessionJ]  dieser  Punkt  heisst 
Sonnenhöhe. 

Sein  Weg  in  je  10  Tagen  beträgt  1"  und  72=30'",  also  in 
100      „  15", 

1000      „       2' 30", 
10000      „     25', 

29     „  4"  und  etwas  darüber, 

in  einem  geregelten  Jahr  53". 

Der  Ausgang  —  wie  früher  gesagt  —  woher  der  Beginn 
dieser  Berechnung  stammt,  ist  der  Anfang  der  Nacht  auf  Don- 
nerstag den  3.  Nissan  des  Jahres  4938  der  Schöpfung  (23.  März 
1178  a.  St.)j  und  der  Stand  der  Sonne  im  mittleren  Wege  betrug 
an  diesem  Ausgange  7**  3' 32"  im  Bild  des  Widders  und  der  Stand 
der  Sonnenhöhe  betrug  an  diesem  Ausgange  26**  45'  8"  des 
Sternbildes  der  Zwillinge. 

Will  man  den  Stand  der  Sonne  im  mittleren  Wege  in  jeder 
beliebigen  Zeit  wissen,  so  nimmt  man  die  Anzahl  der  Tage, 
-welche  vom  Tage  des  Ausganges  bis  zum  gewünschten  Tag  ver- 
strichen sind,  berechnet  den  mittleren  Weg  dieser  Tage  nach 
dem  angegebenen  Verfahren,  addirt  zum  Ausgang  die  gleich- 

Sltzb.  d.  mathe&.-naturw.  Ol.  LXVI.  Bd.  II.  Abtb.  30 
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namigen  Theile  nnd  das  Resultat  ist  der  Stand  (mutiere  Lätigejy 
den  die  Sonne  inne  hat  in  dem  mittleren  Wege  für  diesen  Tag. 
Wollte  man  z.  B.  den  Stand  der  Sonne  im  mittleren  Wege  be- 
rechnen fttr  den  Anfang  der  Nacht  auf  Samstag  den  14.  Tamns 
des  Ausgangsjahres,  so  wttrde  sich  ergeben  die  Anzahl  der  Tage 
vom  Ausgangstage  bis  zu  dem  Tage,  von  welchem  man  den 
Stand  der  Sonne  erfahren  will,  als  100;  der  mittlere  Weg  fllr 
100  Tage  macht  98  *  33'  53";  addirt  man  sie  zum  Ausgang,  der 
'7**  3'  32"  des  Widders  macht,  so  ist  die  Smnme  105**  37'  25" 
und  ihr  Stand  im  mittleren  Weg  fUr  den  Anfang  dieser  Nacht 
15 •  37'  im  Sternbild  des  Krebses.  Der  mittlere  Weg,  der  aus 
dieser  Berechnung  sich  ergibt,  fallt  manchmal  genau  mit  dem 
Anfang  der  Nacht  zusammen,  zuweilen  1  Stunde  vor,  zuweilen 
ebenso  viel  nach  Sonnenuntergang,  was  aber  fUr  die  Berechnung 
der  Erscheinung  des  Mondes  nicht  schadet,  weil  wir  diese  an- 
nähernde Zahl  bei  Berechnung  des  mittleren  Mondweges  er- 
gänzen. So  verfährt  man  immer  fttr  jede  beliebige  Zeit,  selbst 
fttr  1000  Jahre ;  wenn  man  nun  alle  Überschüsse  zum  Ausgang 
addirt,  erhält  man  den  Ort  des  mittleren  Weges.  So  geschieht's 
beim  mittleren  Möndweg  und  beim  mittleren  Weg  jedes  Pla- 
neten: wenn  man  die  Grösse  des  Weges  an  einem  Tage  und 
den  Ausgang,  von  dem  man  zu  zählen  beginnt,  weiss  und  den 
Weg  fttr  die  gewünschten  Jahre  und  Tage  addirt  zum  Ausgang, 
so  erhält  man  den  Stand  fllr  den  mittleren  Weg.  In  gleicher 
Weise  verfährt  man  bei  der  Sonnenhöhe:  Man  addirt  den  Weg 
in  diesen  Tagen  oder  Jahren  zum  Ausgang,  so  erhält  man  die 
Sonnenhöhe  fllr  den  gewünschten  Tag.  Auch  steht  es  frei,  einen 
andern  Ausgang  zu  wählen  als  den  hier  angenommenen ,  um 
vielleicht  den  Ausgang  vom  ersten  Jahre  eines  bekannten  Cyclus 
oder  eines  Jahrhunderts  zu  nehmen.  Will  man  den  Ausgang 
einige  Jahre  früher  oder  später  als  den  erwähnten,  so  ist  die 
Weise  klar.  Der  Weg  der  Sonne  für  ein  geregeltes  Jahr  ist  be- 
kannt, ebenso  für  29  Tage  und  fttr  1  Tag;  bekannt  ist,  dass  das 
Jahr,  dessen  Monate  ergänzt  sind,  um  1  Tag  mehr  als  das  ge- 
regelte zählt,  und  dass  das  Jahr,  dessen  Monate  geringer  sind, 
um  1  Tag  weniger  als  das  geregelte  zählt;  dass  femer  das 
Schaltjahr  mit  geregelten  Monaten  30  Tage,  mit  ergänzten 
31  Tage,  mit  geringeren  29  Tage  mehr  als  ein  geregeltes  Jahr 
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zählt.  Mit  diesen  Daten  berechnet  man  den  mittleren  Weg  der 
Sonne  für  die  gewünschte  Anzahl  von  Jahren  und  Tagen,  addirt 
sie  zu  dem  angegebenen  Ausgang  und  erhält  den  mittleren  Weg 
fttr  den  gewünschten  Tag  der  späteren  Jahre  und  kann  diesen 
zum  Ausgang  nehmen;  oder  man  subtrahirt  den  herausgebrach- 
ten mittleren  Weg  vom  angegebenen  Ausgang  und  erhält  einen 
früheren  Ausgang  ftlr  den  gewünschten  Tag  und  kann  diesen 
zum  Ausgang  machen. 

So  verfährt  man  auch  beim  mittleren  Mondweg  und  dem 
der  übrigen  Planeten.  Auch  erhellt  aus  dem  Gesagten,  dass  man 
den  mittleren  Weg  der  Sonne  für  jeden  beliebigen  vergangenen 
wie  zukünftigen  Tag  berechnen  kann. 


Capitel   XUI. 

1.  Will  man  den  wahren  Stand  der  Sonne  für  jeden  belie- 
bigen Tag  wissen,  muss  man  zuerst  den  mittleren  Weg  für  die- 
sen Tag  nach  der  angegebenen  Jtfethode  und  dann  die  Sonnen- 
höhe berechnen  und  subtrahirt  den  Stand  der  Sonnenhöhe  von 
dem  mittleren  Weg  der  Sonne,  der  Rest  heisst  wahre  Son- 
nenbahn (^mittlere  Anomalie,  bezogen  auf  das  Aplielium). 

2.  Femer  muss  man  sehen,  wie  viel  Grade  die  wahre 
Sonnenbahn  hat.  Hat  sie  weniger  als  180**,  zieht  man  den  Theil 
der  Bahn  von  dem  mittleren  Weg  der  Sonne  ab;  hat  sie  aber 
mehr  als  180 — 360®,  so  zählt  man  den  Theil  der  Bahn  zu  dem 
mittleren  Weg  der  Sonne  hinzu  und  das  Resultat  nach  Addi- 
tion oder  Subtraction  ist  der  wahre  (so  zu  sagen:  elliptische) 
Stand. 

3.  Ist  die  Bahn  genau  180®  oder  genau  360**,  so  ist  ihr 
Theil  =  0  und  der  Stand  des  mittleren  Weges  und  der  wahre 
fallen  zusammen. 

4.  So  viel  beträgt  der  Theil  der  Bahn  (Gleichung  des  Mit- 
telpunktes der  Sonne), 

Hat  die  Bahn  10%  beträgt  ihr  Theil        20' 

?T       r        w        20  „  v         Tt  ^' 

«     „      «      30-        „        „       „  58' 

„     «  ■    n      40»        „        „       „     1'  15' 

30«  ^ 
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Hat  die  Bahn    50%  beträgt  ihr  Tbeil  1°  29' 

n     «      „        60°        „        „       „     1'  41' 

.       n        n  70-  „  „         „       1«    51'  ^ 

«     «      »        80»        „        „       „     1'  57' 

n      r)        v  ^^  Tf  n        V       ^      ^^ 

^     „      „      100®        „        „       „     1**  58' 

.      „        r        110^'  „  „         „       r   53' 

V  V        n        120  „  „         „       1      45' 

„     „      „      130  „        „       „     1     33' 

140®  1**   IQ' 

V  n        V        15f^  r>  n         >7       1         1' 

«     .      «      160»        „        „      „  42 

??       ??        r        1^^  »  r         j?  21 

„     „      „      180**  genau      „    *   „     0**     0'    und  der 
mittlere  und  wahre  Stand  fallen  zusammen. 

5.  Übersteigt  die  Bahn  180**,  so  braucht  man  sie  nur  von 
360®  abzuziehen  um  ihren  Theil  zu  wissen;  wäre  z.  B.  die 
Bahn  200%  so  gibt  das  von  360®  subtrahirt  160®,  und  für  160®^ 
ist  der  Theil  42',  so  beträgt  auch  fUr  200®  der  Theil  42'. 

6.  Ist  die  Bahn  300®,  so  zieht  man  das  von  360®  ab,  blei- 
ben 60®  und  für  60®  beträgt  der  Theil  1®  41'  und  eben  so  viel 
für  300®  u.  8.  f. 

7.  Hätte  die  Bahn  65®,  so  ist  bekannt  der  Theil  flir  60* 
als  1®  41'  und  für  70®  beträgt  der  Theil  1®  51',  also  macht  die 
Differenz  für  10®  nur  10'  und  auf  jeden  Grad  entfällt  T,  somit 
ist  der  Theil  der  Bahn  fttr  65®  =  1®  46'. 

8.  Hätte  die  Bahn  67®,  so  beträgt  ihr  Theil  1®  48'.  So  be- 
rechnet man  bei  jeder  Bahn,  sowohl  bei  der  Sonnen-  als  bei 
der  Mondberechnung  die  Einheit,  die  mit  den  Zehnem  verbun- 
den ist. 

9.  Wollte  man  z.  B.  den  wahren  Stand  der  Sonne  erfahren 
für  den  Anfang  der  Nacht  auf  den  Sabbat  des  14.  Tamus  des 
angegebenen  Jahres,  so  berechnet  man  zuerst  den  mittleren  Weg 
der  Sonne  fttr  diese  Zeit  und  der  beträgt  105®  37'  25",  berechnet 
die  Sonnenhöhe  für  diese  Zeit,  sie  beträgt  86®  45'  23",  subtra- 
hirt die  Sonnenhöhe  von  dem  mittleren  Weg  und  erhält  die  Bahn 
18®  52'  2".  Sind  die  Minuten  weniger  als  30',  so  braucht  man 
sie  nicht  zu  berücksichtigen,  sind  «ie  aber  30  oder  mehr,  so 
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nimmt  man  dafür  1^  and  addirt  ihn  zu  den  Graden  der  Bahn; 
•daher  beträgt  diese  Bahn  19**  und  ihr  Theil  nach  dem  angege- 
l)enen  Verfahren  38'. 

10.  Weil  diese  Bahn  aber  kleiner  als  180**  ist,  so  subtrahirt 
man  den  Theil,  der  38'  beträgt,  von  dem  mittleren  Weg  der  Sonne 
^ind  es  bleiben  dann  104**  59'  25"  und  der  wahre  Stand  der 
Sonne  am  Anfang  dieser  Nacht  ist  im  Bilde  des  Krebses  15'' 
weniger  35",  die  man  sowohl  beim  Stand  der  Sonne  als  des 
Mondes  und  den  übrigen  Erscheinungsberechnungen  vernach- 
lässigen kann;  nur  die  Minuten  sind  zu  berücksichtigen,  und 
machen  die  Sekunden  gegen  30",  kann  man  T  annehmen  und 
«ie  zu  den  Minuten  zählen. 

11.  Durch  die  Kenntniss  des  Standes  der  Sonne  für  jede  be- 
liebige Zeit  kann  man  auch  jeden  beliebigen  Tag  früherer  oder 
späterer  Jahre  statt  des  angenommenen  Ausgangs  zu  Grunde 
iegen. 

Capitel  XIV. 

1.  Der  Mond  hat  zwei  mittlere  Wege.  Der  Mond  kreist 
nämlich  in  einer  kleinen  Sphäre ,  die  die  ganze  Welt  nicht  um- 
kreist, und  sein  mittlerer  Weg  in  dieser  kleinen  Sphäre  heisst 
die  mittlere  Bahn.  Die  kleinere  Sphäre  kreist  selbst  wieder  in 
einer  grossen  Sphäre,  die  die  Welt  umkreist,  und  der  mittlere 
Weg  dieser  kleinen  Sphäre  in  der  grossen  weltumkreisenden 
Sphäre  heisst  der  mittlere  Mondweg  (mittlere  tropische  Bewe- 
gung) und  macht  in  einem  Tage  13*  10'  35". 

2.  Also  macht  der  Weg  in      10  Tagen ISl**  45'  50" 

der  Überschuss  des  Weges  in      100     „      237**  38'  23" 

.        ,        „     1000     ,       216*  23' 50" 

C  r        r        r  10000      „       3*  53'  20" 

.        .        .         29      ,      22*    6' 56" 

„  „  im  geregelten  Jahre    344*  26'  43". 

So  lässt  sich  jede  beliebige  Anzahl  Tage  und  Jahre  berechnen. 

3.  Der  Weg  der  mittleren  Bahn  (mittlere  anomalistische 
Bewegung  des  Mondes)  macht 

in  ...   1  Tage    13*    3'  54" 

„   ..   10  Tagen 130*39'    0" 
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der  Überschuss  in      100  Tagen 226^  29'  53" 

„  „  „     1000     „        .....   104^  58' 60" 

„  „  „  10000     „       329M8'20" 

n         29     „        18^  53'    4". 

4.  FUr  ein  geregeltes  Jahr  hat  man  305**  0'  13".  Der  Stand 
des  mittleren  Mondweges  im  Anfange  der  Nacht  anf  den  Don- 
nerstag des  Ausganges  war  im  Bilde  des  Stieres  1  **  14'  43"  und 
die  mittlere  Bahn  war  in  diesem  Ausgang  84*^  28'  42".  Weiss 
man   nun  den  mittleren  Mondweg  und  den,  der  als  Ausgang 

^gilt,  so  addirt  man  beide  und  weiss  den  Stand  des  mittleren 
Mondweges  fttr  jeden  beliebigen  Tag,  wie  es  geschah  beim 
mittleren  Weg  der  Sonne.  Nach  Berechnung  des  mittleren  Mond- 
weges für  den  Anfang  dieser  Nacht,  sucht  man  das  Sternbild,  in 
dem  die  Sonne  sich  befindet,  zu  erfahren. 

5.  Befindet  sich  die  Sonne  zwischen  der  Hälfte  des  Bildes 
der  Fische  und  der  Hälfte  des  Widders,  bleibt  der  mittlere  Mond- 
weg unverändert;  befindet  sie  sich  zwischen  der  Hälfte  des 
Widders  und  dem  Anfang  der  Zwillinge,  addirt  man  zum  mitt- 
leren Mondweg  15'  (Reduction  auf  Sonnenuntergang)*^  befin- 
det sie  sich  zwischen  dem  Anfange  der  Zwillinge  und  dem  An- 
fange des  Löwen,  addiii;  man  zum  mittleren  Mondweg  15' 
(rectius  30'?)\  befindet  sie  sich  zwischen  dem  Anfange  des 
Löwen  und  der  Hälfte  der  Jungfrau,  addirt  man  15';  befindet  sie 
sich  zwischen  der  Hälfte  der  Jungfrau  und  der  Hälfte  der  Wage, 
bleibt  der  mittlere  Mondweg  unverändert;  befindet  sie  sich 
zwischen  der  Hälfte  der  Wage  und  dem  Anfange  des  Schützen, 
subtrahirt  man  vom  mittleren  Mondweg  15';  befindet  sie  sich 
zwischen  dem  Anfange  des  Schützen  und  dem  Anfange  des 
Wassermannes,  subtrahirt  man  30';  befindet  sie  sich  zwischen 
dem  Anfange  des  Wassermannes  und  der  Hälfte  der  Fische, 
werden  15'  abgezogen. 

6.  Das  Resultat,  nach  der  Addition  oder  Subtraction  oder 
nach  ungeändertem  Werthe  ist  für  die  berechnete  Zeit  der  mitt- 
lere Mondweg  nach  Verlauf  nahezu  V3  Stunde  nach  Sonnen- 
untergang und  heisst:  mittlerer  Mondweg  für  die  Zeit  der 
Erscheinung. 
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Capitel   XV. 

1.  Will  man  also  den  wahren  Ort  des  Mondes  für  jeden 
beliebigen  Tag  wissen,  berechnet  man  zuerst  den  mittleren 
Mondweg  für  die  Zeit  der  Erscheinung  in  der  Nacht,  die  ge- 
wtlnscht  wird,  dann  die  mittlere  Bahn  des  Mondes  und  den  mitt- 
lem Weg  der  Sonne  für  diese  Zeit,  subtrahirt  den  mittleren  Weg 
der  Sonne  von  dem  mittleren  Mondweg,  verdoppelt  den  Rest 
und  dieser  heisst:  die  doppelte  Entfernung  (doppelte  Differenz 
der  Längen). 

2.  Diese  Berechnungen  sollen,  wie  schon  früher  bemerkt, 
nur  zur  Kenntniss  der  Erscheinung  des  Mondes  dienen,  und  da 
kann  diese  doppelte  Entfernung  in  der  Nacht  der  Erscheinung, 
da  der  Mond  sichtbar  wird,  nur  zwischen  5**  und  62**,  nicht 
weniger  als  die  erste  und  nicht  mehr  als  die  letzte  betragen. 

3.  Demnach  ist  Folgendes  zu  beachten:  Ist  die  doppelte 
Entfernung  5**  oder  etwas  darüber,  wird  das  Mehr  (Grösse  x  bei 
Delambre,  Eist,  de  F Astron.  ancienne  Tome  IL  p.  204)  nicht  be- 
rücksichtigt und  nichts  dazu  addirt. 

Ist  die  doppelte  Entfernung  addirt  man  zur  mittleren 

Bahn 
V 
2* 
3" 
4^ 
5** 
6" 
V 
8" 
9' 

Nach  der  Addition  dieser  Grade  heisst  die  mittlere  Bahn 
die  rectificirte  Bahn. 

4.  Nachher  betrachtet  man  die  Anzahl  der  Grade  der  recti- 
ficirten  Bahn.  Beträgt  sie  weniger  als  180^,  so  subtrahirt  man 
den  Theil  der  rectificirten  Bahn  von  dem  mittleren  Mondweg 
ftlr  die  Zeit  der  Erscheinung.  Ist  die  rectificirte  Bahn  grösser 
als  180— 360* ,  addirt  man  diesen  Theil  der  rectificirten  Bahn 
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zum  mittleren  Mondweg  für  die  Zeit  der  Erscheinung.  Wie 
sich  nun  der  mittlere  Mondweg  nach  der  Addition  oder  Sub- 
traction  ergibt,  so  ist  der  wahre  Ort  des  Mondes  für  die  Zeit  der 
Erscheinung. 

5.  Beträgt  die  rectificirte  Bahn  genau  180**  oder  genau  360*, 
ist  der  Theil  gleich  0  und  fttr  die  Zeit  der  Erscheinung  ist  der 
Ort  des  mittleren  Mondweges  auch  der  wahre  Ort. 

6.  Folgende  Grösse  erreichen  die  Theile  der  Bahn  {Glei- 
chung des  Mittelpunktes  für  den  Mond). 

Hat  die  rectificirte  Bahn    10**,  macht  ihr  Theil       50' 
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d.  h.  der  Ort  des  mittleren  Mondweges  und  der  wahre  Ort  fallen 
zusammen. 

7.  Ist  die  rectificirte  Bahn  grösser  als  180'',  zieht  man  sie 
von  360**  ab  und  erhält  den  Theil,  wie  bei  der  Sonnenbahn; 
sind  bei  Zehnem  noch  Einheiten,  berechnet  man  sie  aus  der 
Differenz  der  beiden  Theile  nach  dem  bei  der  Sonnenbahn  an- 
gegebenen Verfahren. 

8.  Wollten  wir  z.  B.  den  wahren  Ort  des  Mondes  fttr  den 
Anfang  der  Naeht  auf  Freitag  den  2.  Ijar  des  Ausgangfijahres 
erfahren,  so  beträgt  die  Anzahl  der  von  dieser  Ansgangsnacht 


i 
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bis  zu  der  verlangten  Nacht  verflossenen  Tage  29,  berechnet 
man  den  mittleren  Weg  der  Sonne  für  den  Anfang  dieser  Nacht, 
erhält  man  35**  38'  33";  berechnet  man  ferner  den  mittleren 
Mond  weg  für  diese  Erscheinungszeit,  so  erhält  man  53*  36'  39" 
und  die  mittlere  Bahn  für  diese  Zeit  macht  103**  21'  46".  Sub- 
trahirt  man  den  mittleren  Weg  der  Sonne  von  dem  mittleren 
Mondweg,  bleiben  17**  58' 6".  Verdoppelt  man  diese  Entfer- 
nung, erhält  man  als  doppelte  Entfernung  35*  56'  12 ';  demnach 
muss  man,  wie  bekannt,  5*  zur  mittleren  Bahn  addireu  und  er- 
hält die  rectificirte  Bahn  108*  21',  wobei  man  die  Minuten,  wie 
bei  der  Sonne  erörtert  wurde,  vernachlässigen  kann. 

9.  Will  man  nun  den  Theil  dieser  rectificirten  Bahn,  die 
108*  beträgt,  berechnen,  so  macht  der  Theil  6*  V  und  da  die 
rectificirte  Bahn  weniger  als  180*,  so  subtrahirt  man  den  Theil 
5*  1'  von  dem  mittleren  Mondesweg  und  es  bleiben  48*  35'  39"; 
die  Sekunden  als  1  Minute  gerechnet  und  zu  den  Minuten  addirt, 
erhält  man  den  wahren  Ort  des  Mondes  für  diese  Zeit  gleich  18* 
und  36'  des  19.*  im  Bilde  des  Stieres.  So  berechnet  man  den 
wahren  Ort  {so  zu  sagm :  elliptische  Länge)  des  Mondes  für  jede 
beliebige  Zeit  vom  Ausgangsjahr  bis  ans  Ende  der  Welt. 

Capitel  XYI. 

1.  Der  Kreis,  in  dem  der  Mond  sich  immer  bewegt,  weicht 
von  dem  Kreise,  in  dem  die  Sonne  sich  immer  bewegt,  ab  und 
zwar  die  eine  Hälfte  nach  Norden,  die  andere  nach  Süden;  in 
zwei  gegenüberliegenden  Punkten  aber  treffen  sich  die  beiden 
Kreise,  weshalb  der  Mond,  wenn  er  sich  in  einem  dieser  Punkte 
befindet,  in  dem  Kreise  der  Sonne  genau  der  Sonne  gegenüber 
kreist;  verlässt  er  aber  einen  dieser  Punkte,  so  geht  sein  Weg 
nördlich  oder  südlich  von  der  Sonne.  Der  Punkt,  von  dem  der 
Mond  nach  Norden  abzuweichen  beginnt,  heisst  Kopf  (aufstei- 
gender  Knoten),  und  der,  von  dem  der  Mond  nach  Süden  abzu- 
weichen beginnt,  heisst  Schweif  {niedersteigender  Knoten).  Der 
Kopf  hat  einen  regelmässigen  Gang,  bei  dem  weder  Zunahme 
noch  Abnahme  stattfindet,  et  kreist  immer  in  den  Sternbildern 
rückwärts  vom  Widder  zu  den  Fischen  und  von  den  Fischen  zum 
Wassermann  und  so  immer  fort. 
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2.  Der  mittlere  Weg  des  Kopfes  (Bewegung  der  Mondknoten} 

ftr 1  Tag  beträgt 3'  U" 

«      lOTage     „ 

n         JUU     M  n 


„      1000 

der  Überschuss  . .  10000 
der  mittlere  Weg  für  29 
för  ein  geregeltes  Jahr 


31'  47" 

5^  17'  43" 

52^  57'  10 " 

169**  31'  40 " 

r  32'    9" 

18^  44'  42" 


Der  mittlere  Weg  des  Kopfes  war  am  Anfange  der  Nacht  auf 
den  Donnerstag  des  Ausganges  180*  57'  28". 

3.  Will  man  den  Stand  des  Kopfes  fUr  jede  beliebige  Zeit 
berechnen,  so  berechnet  man  seinen  mittleren  Weg  für  diese  Zeit, 
wie  man  den  mittleren  Weg  der  Sonne  und  den  -mittleren  Mond- 
weg berechnete ,  subtrahirt  den  mittlerea  Weg  von  360'' ;  der 
Rest  ist  der  Stand  des  Kopfes  fttr  diese  Zeit;  gegenüber  der 
Stand  des  Schweifes. 

4.  Wollte  man  z.  B.  den  Stand  des  Kopfes  wissen  für  den 
Anfang  der  Nacht  auf  Freitag  den  2.  Ijar  des  Ausgangsjahres, 
so  macht  die  Anzahl  der  von  dieser  bis  zur  verlangten  Nacht 
verflossenen  Tage  29. 

5.  Berechnet  man  ferner  den  mittleren  Weg  des  Kopfes  fttr 
diese  Zeit  in  der  bekannten  Weise,  indem  man  den  Weg  ftlr 
29  Tage  zu  dem  Ausgang  addirt,  so  erhält  man  den  mittleren 
Weg  des  Kopfes  182**  29'  37",  subtrahirt  ihn  von  360%  bleiben 
177**  30'  23"  und  man  hat  den  Stand  des  Kopfes  mit  Vernach- 
lässigung der  Sekunden  im  Bilde  der  Jungfrau  27**  30';  gegen- 
über den  Stand  des  Schweifes  27**  30'  im  Bild  der  Fische. 

6.  Zwischen  Kopf  und  Schweif  liegt  immer  genau  ein  hal- 
ber Kreis;  daher  findet  man  den  Schweif  immer  im  siebenten 
Bilde,  vom  Bilde  des  Kopfes  gezählt  genau  nach  Graden  und 
Minuten,  so  dass  der  Schweif,  wäre  der  Kopf  in  irgend  einem 
Bilde  10*,  im  siebenten  Bilde  davon  ab  10**  sich  befände. 

7.  Weiss  man  nun  den  Stand  des  Kopfes  und  des  Schweife« 
und  den  wahren  Qrt  des  Mondes,  so  betrachtet  man  diese  drei 
Zahlen.  Hat  der  Mond  mit  dem  Kopfe  oder  Schweife  denselben 
Grad  und  dieselbe  Minute,  dann  weicht  der  Mond  weder  nach 
Norden  noch  nach  Süden ;  sieht  man  aber  den  Mond  vor  dem 
Kopfe  und  als  ob  er  sich  gegen  den  Schweif  bewegte,  so  weicht 
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der  Mond  nördlich  von  der  Sonne  ab;  ist  er  aber  vor  dem 
Schweif  nnd  als  ob  er  gegen  den  Kopf  ginge,  so  weicht  er  süd- 
lich ab. 

8.  Die  nördliche  oder  südliche  Abweichung  des  Mondes 
heisst  Breite  des  Mondes  und  zwar  heisst  die  nördliche  Abwei- 
chung nördliche  Breite  und  die  südliche,  südliche  Breite ;  befin- 
det sich  der  Mond  in  einem  der  beiden  Punkte,  ist  die  Breite  =  0. 

9.  Nie  übersteigt  die  Breite  des  Mondes  weder  im  Norden, 
noch  im  Süden  5**.  In  folgender  Weise  beschreibt  er  seinen 
Weg:  er  beginnt  vom  Kopf,  entfernt  sich  allmählich,  die  Entfer- 
nung nimmt  immer  zu  bis  ö"",  dann  nähert  er  sich  allmählich,  so 
dass  seine  Breite,  wenn  er  zum  Schweif  kommt,  0*  ist,  dann 
entfernt  er  sich  wieder  und  die  Entfernung  nimmt  zu  bis  5**  und 
nähert  sich  wieder,  bis  die  Breite  =  0®  wird. 

10.  Will  man  die  Breite  des  Mondes  für  jede  beliebige  Zeit 
berechnen  und  ob's  nördliche  oder  südliche  sei,  berechnet  man 
den  Stand  des  Kopfes  und  den  wahren  Ort  des  Mondes  fllr  diese 
Zeit,  subtrahirt  den  Stand  des  Kopfes  vom  wahren  Ort  des  Mon- 
des, der  Rest  heisst  die  breite  Bahn  (Argument  der  Breite}  y 
beträgt  die  breite  Bahn  1 — 180*,  so  ist  die  Breite  des  Mondes 
eine  nördliche,  beträgt  sie  mehr  als  180*,  ist  die  Breite  eine 
südliche;  ist  sie  genau  180*  oder  genau  360*,  ist  die  Breite 
=  0.  Dann  muss  man  femer  sehen ,  wie  gross  der  Theil  der 
breiten  Bahn  ist,  denn  so  gross  ist  seine  Abweichung  nach  Nor- 
den oder  Süden  oder  seine  nördliche  oder  südliche  Breite. 

11.  Die  Grösse  der  Theile  der  breiten  Bahn  ist  folgende: 
Macht  die  breite  Bahn  beträgt  ihr  Theil 

{Argument  der  Breite)  (Breite) 
10*  52' 

20*  1*  43' 

30*  2*  30' 

40*  3*  13' 

50*  3*  50' 

60*  4*  20' 

70*  4*  42' 

80*  4*  55' 

90*  5* 
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12.  Sind  Einheiten  bei  den  Zehnern,  so  berechnet  man  sie 
verhältnissmässig  aus  der  Differenz  der  zwei  Theile,  zwischen 
welchen  sie  liegen,  wie  das  bei  der  Sonnen-  und  Mondbahn 
geschehen.  Wäre  z.  B.  die  breite  Bahn  53**,  so  beträgt  der  Theil 
flir  50**  nach  Obigem  3**  50',  flir  60**  beträgt  der  Theil  4^*  20'. 
Die  Differenz  zwischen  beiden  beträgt  30',  also  für  je  1*  kommen 
3'  und  für  53**  macht  es  dann-  3^*  59'.  Dasselbe  gilt  für  alle 
Zahlen. 

13.  Kennt  man  nach  obigen  Angaben  den  Theil  der  breiten 
Bahn  bis  90**,  so  kann  man  Theile  jeglicher  Grösse  berechnen, 
denn  ist  die  Bahn  grösser  als  90**,  aber  kleiner  als  180**,  so 
subtrahirt  man  die  Grösse  von  180**  und  erhält  damit  den  Theil. 

14.  Ist  die  Bahn  grösser  als  180**,  so  ist  die  Breite  des 
Mondes  im  Anfang  dieser  Nacht  eine  südliche;  ist  sie  grösser 
als  180**,  aber  kleiner  als  270**,  so  subtrahirt  man  davon  180**, 
der  Rest  gibt  den  Theil. 

15.  Ist  die  Bahn  grösser  als  270**,  aber  kleiner  als  360**,  so 
subtrahirt  man  sie  von  360**,  der  Rest  lässt  den  Theil  erkennen. 

16.  Wäre  z.  B.  die  Bahn  150*,  so  subtrahirt  man  sie  von 
180%  erhält  30^  es  entföUt  aber  auf  30**  der  Theil  von  2**  30' 
und  ebensoviel  auf  150**. 

17.  Wäre  die  Bahn  200**,  subtrahirt  man  davon  180*,  blei- 
ben 20**,  damit  erhält  man  einen  Theil  von  1**  43';  ebenso  viel 
entfälltauf  200*. 

18.  Wäre  die  Bahn  300**,  subtrahirt  man  sie  von  360"*, 
bleiben  60* ;  ftir  60**  erhält  man  den  Theil  von  4**  20',  ebenso 
viel  fttr  300*. 

19.  Wollte  man  z.  B.  die  Breite  des  Mondes  berechnen  und 
ob  sie  eine  nördliche  oder  südliche  war  im  Anfange  der  Nacht 
auf  Freitag  den  2.  ^ar  des  Ausgangsjahres,  so  ist  nach  dem 
Früheren  der  wahre  Ort  des  Mondes  in  dieser  Nacht  18**  36'  im 
Bilde  des  Stieres,  der  Stand  des  Kopfes  war  um  diese  Zeit  27** 
30'  im  Bilde  der  Jungfrau;  zieht  man  den  Stand  des  Kopfes  von 
dem  wahren  Ort  des  Mondes  ab,  erhält  man  die  breite  Bahn  231* 
6'.  Da  die  Minuten  dabei  vernachlässigt  werden  können,  so  er- 
hält man,  wie  bekannt,  den  Theil  der  Bahn  3*  53'  und  das  ist 
die  Breite  des  Mondes  in  dieser  Nacht  und  zwar  südlich,  weil 
die  Bahn  180*  übersteigt. 
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Capitel    XVn. 

1 .  Das  bisher  Angegebene  dient  als  Behelf  zur  Berechnung 
der  Erscheinung  des  Mondes.  Will  man  diese  wissen,  berechnet 
man  zuerst  den  wahren  Stand  der  Sonne  und  den  wahren  Ort 
des  Mondes,  den  Stand  des  Kopfes  für  die  Zeit  der  Erscheinung, 
subtrahirt  den  wahren  Stand  der  Sonne  vom  wahren  Ort  des 
Mondes,  der  Rest  ist  die  erste  Länge. 

2.  Weiss  man  den  Stand  des  Kopfes,  den  wahren  Ort  des 
Mondes,  so  weiss  man  auch  die  Breite  des  Mondes  und  ob  sie 
eine  nördliche  oder  südliche  sei  und  das  heisst  die  erste  Breite. 
Diese  erste  Länge  und  erste  Breite  muss  man  sich  sehr  gut 
merken. 

3.  Nachher  betrachtet  man  diese  erste  Länge  und  erste 
Breite.  Erhält  man  jene  genau  9*  oder  weniger,  so  war  es  un- 
möglich, dass  der  Mond  in  dieser  Nacht  irgendwo  in  Palästina 
erschien  —  eine  andere  Eechnung  braucht  man  dazu  nicht  — ; 
war  aber  die  erste  Länge  grösser  als  15**,  so  erschien  gewiss, 
ohne  dass  eine  andere  Berechnung  nöthig  ist,  in  ganz  Palästina 
der  Mond;  war  aber  der  Mond  zwischen  9**  und  lö**,  muss  man 
genau  nach  der  Erscheinung  forschen  und  rechnen,  um  zu  wissen, 
ob  er  erschien  oder  nicht. 

4.  Das  gilt  aber  nur,  wenn  der  wahre  Ort  des  Mondes  zwi- 
schen dem  Anfang  des  Steinbockes  und  dem  Ende  der  Zwillinge 
war;  lag  er  aber  zwischen  dem  Anfang  des  Krebses  und  dem 
Ende  des  Schützen  und  die  erste  Länge  betrug  10**  oder  weni- 
ger, so  wurde  der  Mond  in  ganz  Palästina  nirgends  gesehen ; 
war  aber  die  erste  Länge  grösser  als  24** ,  wurde  er  in  ganz 
Palästina  gesehen;  war  sie  aber  zwischen  10**  und  24**,  ^luss 
man  genau  nachrechnen,  ob  er  gesehen  wurde  oder  nicht. 

5.  Die  Berechnungen  der  Erscheinung  sind  folgende :  Man 
beobachtet  zuerst,  in  welchem  Sternbilde  der  Mond  steht.  Steht 
er  im  Bilde  des  Widders,  subtrahirt  man  von  der  ersten  Länge 
59';  steht  er  im  Bilde  des  Stieres,  subtrahirt  man  von  der  ersten 
Länge  1*",  im  Bilde  der  Zwillinge  subtrahirt  man  58',  im  Bilde 
des  Krebses  49',  im  Bilde  des  Löwen  43',  im  Bilde  der  Jungfrau 
37',  der  Wage  34',  im  BiWe  des  Skorpions  34',  im  Bilde  des 
Schützen  36',  im  Bilde  des  Steinbocks  44',  im  Bilde  des  Wasser- 
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maims  53',  im  Bilde  der  Fische  58',  and  was  nach  der  Subtraction^ 
von  der  ersten  Länge  bleibt,  heisst  die  zweite  Länge. 

6.  Deshalb  aber  werden  diese  Minuten  abgezogen,  weil  der 
wahre  Ort  des  Mondes  nicht  der  ist,  wo  er  gesehen  wird,  sondern 
ein  Abstand  liegt  zwischen  ihnen  in  der  Länge  und  in  der  Breite 
und  der  heisst  Gesichtsabstand,  und  die  Grösse  des  Gesichtsab- 
standes der  Länge  (Parallaxe  in  Länge)  zur  Zeit  der  Erschei- 
nung wird  immer  von  der  Länge  abgezogen. 

7.  Bei  dem  Gesichtsabstand  (Parallaxe)  der  Breite  werden, 
wenn  sie  eine  nördliche  ist,  die  Minuten  des  Gesichtsabstandes 
der  Breite  von  der  ersten  Breite  subtrahirt ;  ist  die  Breite  eine 
südliche,  werden  die  Minuten  des  Gesichtsabstandes  der  Breite 
zu  der  ersten  Breite  addirt.  Was  man  aus  der  ersten  Breite  nach 
Addition  oder  Subtraction  dieser  Minuten  erhält,  heisst  zweite 
Breite. 

8.  Das  sind  die  Minuten,  die  man  addiren  oder  subtrahiren 
muss : 

Befindet  sich  der  Mond  im  Bilde  des  Widders,  macht  es    9' 
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9.  Weiss  man  diese  Minuten,  so  subtrahirt  man  sie  von  der 
ersten  Breite  oder  addirt  sie  dazu  und  erhält  die  zweite  Breite ; 
auch  ist  bekannt,  ob  es  eine  nördliche  oder  südliche  ist.  Die 
Grade  und  Minuten  der  zweiten  Breite  sind  wohl  zu  merken. 

10.  Nachher  nimmt  man  nur  von  der  zweiten  Breite  einen 
Bruchtheil  noch,  weil  der  Mond  in  seiner  Bahn  kleine  Abwei- 
chungen macht. 
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Diese  Bruchtheile  sind  zu  rechnen: 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  dem  Anfang  des  Widders  und 

20**  desselben  oder  zwischen  dem  Anfang  der  Wage  und 

20**  derselben, 
werden  von  der  zweiten  Breite  zwei  Fünftheile  (%)  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  20**  des  Widders  und  10**  des 

Stieres  oder  zwischen  20**   der  Wage  und  10**  des  Skor- 
pions, 
wird  y,  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich   der  Mond    zwischen   10""    des   Stieres   bis   2o** 

desselben    oder    zwischen    10**    des   Skorpions    bis   20** 

desselben, 
wird  •/4  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  20**  des  Stieres  und  dem  Ende 

desselben  oder  zwischen  20**  des  Skorpions  und  dem  Ende 

desselben, 
wird  «/j  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  dem  Anfang  der  Zwillinge 

und  10**  derselben  oder  zwischen  dem  Anfang  des  Schützen 

und  10**  desselben, 
wird  y^  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  10"*   der  Zwillinge  und  20** 

derselben    oder    zwischen   10®    des   Schützen   und  20** 

desselben, 
wird  Yj,  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  20**   der  Zwillinge  und  25® 

derselben    oder    zwischen  20®    des   Schützen   und   25** 

desselben, 
wird  i/j^  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  25®  der  Zwillinge  und  5®  des 

Krebses  oder  zwischen  25®  des  Schützen  und  5®  des  Stein- 
bockes, 
wird  nichts  genommen,  da  die  Abweichung  =0  ist. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  5®  des  Krebses  und  10®  des 

selben    oder    zwischen    5®    des    Steinbockes    una    10® 

desselben 
wird  y^  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
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Befindet  sich  der  Mond  zwischen  10*"  des  Krebses  und  20** 
desselben  oder  zwischen  10**  des  Steinbockes  und  20* 
desselben 
wird  y,,  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  20**  des  Krebses  und  dem  Ende 
desselben  oder  zwischen  20**  des  Steinbockes  und  dem 
Ende  desselben, 
wird  y^  von  der  zweiten  Breite  genonamen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwisclien  dem  Anfang  des  Löwen  und 
10**   desselben  oder  zwischen  dem  Anfang  des  Wasser- 
manns und  10*"  desselben, 
wird  y.  von  der  zweiten  Breite  genonunen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  10*  des  Löwen  und  20**  des- 
selben  oder  zwischen  10**    des  Wassermanns   und    20** 
desselben, 
wird  y^  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  20**  des  Löwen  und  10*  der 
Jungfrau  oder  zwischen  20**  des  Wassermanns  und  10** 
der  Fische, 
wird  Yg  von  der  zweiten  Breite  genommen. 
Befindet  sich  der  Mond  zwischen  10**   der  Jungfrau  und  dem 
Ende  derselben  oder  zwischen  10**  der  Fische  und  dem 
Ende  derselben, 
werden  V5  von  der  zweiten  Breite  genommen. 

Diese  Bruchtheile,  welche  man  von  der  zweiten  Breite 
nimmt,.heis6en  MondkrUmmung. 

11.  Hierauf  muss  man  sehen,  ob  die  Breite  eine  nördliche 
oder  südliche  ist.  Ist  sie  eine  nördliche,  dann  subtrahirt  man 
diese  Mondkrtimmung  von  der  zweiten  Länge;  bei  sttdlicher 
Breite  addirt  man  sie.  So  verfährt  man  aber  nur,  wenn  der  Mond 
zwischen  dem  Anfang  des  Steinbockes  und  dem  Ende  der  Zwil- 
linge sich  befindet;  befindet  er  sich  aber  zwischen  dem  Anfang 
des  Krebses  und  Ende  des  Schützen,  dann  verhält  sich's  umge- 
kehrt, dann  wird  bei  nördlicher  Breite  die  MondkrUmmung  zur 
zweiten  Länge  addirt  und  bei  südlicher  Breite  subtrahirt.  Was 
man  nun  nach  Addition  oder  Subtraction  aus  der  zweiten  Länge 
erhält,  heisst  dritte  Länge.  Findet  aber  keine  Abweichung  der 
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Bahn  statt  und  ergibt  sich  aus  der  Rechnung  nichts,  was  von 
der  zweiten  Breite  abzuziehen  wäre,  so  sind  zweite  und  dritte 
Länge  gleich  gross. 

12.  Dann  muss  man  beobachten,  in  welchem  Stembilde 
die  dritte  Länge  —  welche  nur  die  Anzahl  der  Grade,  welche 
zwischen  Sonne  und  Mond  sind,  besagt  —  steht. 

Befindet  sie  sich  im  Bilde  der  Fische  oder  des  Widders,  addirt 

man  V«  der  dritten  Länge  zu  derselben. 
Befindet  sie  sich  im  Bilde  des  Wassermanns  oder  des  Stieres, 

addirt  man  y^  der  dritten  Länge  zu  derselben. 
Befindet  sie  sich  im  Bilde  des  Steinbockes  oder  der  Zwillinge, 

addirt  man  y^  der  dritten  Länge  zu  derselben. 
Befindet  sie  sich  im  Bilde  des  Schützen  oder  des  Krebses,  bleibt 

die  dritte  Länge  unverändert. 
Befindet  sie  sich  im  Bilde  des  Skorpions  oder  des  Löwen,  sub- 

trahirt  man  y^  der  dritten  Länge  von  derselben. 
Befindet  sie  sich  im  Bilde  der  Wage  oder  der  Jungfrau,  subtrahirt 

man  ^/^  der  dritten  Länge  von  derselben. 
Was  sich  aus  der  dritten  Länge  nach  Addition  oder  Sub- 
traction  oder  unverändertem  Werthe  ergibt,  heisst  vierte  Länge. 
Hierauf  nimmt  man  immer  ^/^  von  der  ersten  Breite  des  Mondes 
und  das  heisst  Ortshöhe.  Bei  nördlicher  Breite  wird  die  Orts- 
höhe zur  vierten  Länge  addirt,  bei  südlicher  Breite  subtrahirt, 
und  was  sich  aus  der  vierten  Länge  nach  dieser  Addition  oder 
Subtraction  ergibt,  heisst  Gesichtsbogen. 

13.  Wollte  man  z.  B.  berechnen,  ob  der  Mond  in  der  Nacht 
auf  den  Freitag  des  2.  Ijar  des  Ausgangsjahres  gesehen  wurde 
oder  nicht,  so  berechnet  man  den  wahren  Stand  der  Sonne, 
den  wahren  Ort  des  Mondes  und  die  Breite  des  Mondes  für 
dieses  Jahr  in  der  angegebenen  Weise.  Man  erhält  den 
wahren  Stand  der  Sonne  V^'  im  Bilde  des  Stieres,  den 
wahren  Ort  des  Mondes  18**  36'  im  Bilde  des  Stieres,  die  Breite 
südlich  3''  53'  als  erste  Breite.  Nun  zieht  man  den  Stand  der 
Sonne  vom  Ort  des  Mondes  ab  und  es  bleiben  11**  27'  als  «rste 
Länge,  und  da  der  Mond  im  Bilde  des  Stieres  ist,  macht  der 
Gesichtsabstand  der  Länge  l"",  welcher  von  der  ersten  Länge 
abgezogen  werden  muss,  und  man  erhält  die  zweite  Länge  10** 
27';  ebenso  macht  der  Gesichtsabstand  der  Breite  10',  und  weil 

Siteb.  d.  mathem.-natanr.  C).  LXVI.  Bd.  II.  Abth.  31 

Digitized  by  VjOOQIC 


478  V.  Littrow. 

die  Breite  eine  südliche  ist^  miiss  man  den  Gesichtsabstand  der 
Breite,  der  10'  ist,  addiren  und  man  erhält  als  zweite  Breite  4**  3'; 
da  aber  der  Mond  im  Bilde  des  Stieres  18"*  war,  muss  man  von 
der  zweiten  Breite  y^  noch  nehmen,  was  die  Mondkrttmmung 
ist  und  man  erhält  als  Mondkrümmnng  1^  1'  bei  Vemachlässi- 
gong  der  Sekunden. 

14.  Weil  aber  die  Breite  des  Mondes  eine  südliche  und  der 
wahre  Ort  des  Mondes  zwischen  dem  Anfang  des  Steinbockes 
und  dem  Anfang  des  Krebses,  muss  man  die  Mondkrttmmung 
zur  zweiten  Länge  addiren  und  erhält  die  dritte  Länge  11''  28'. 
Diese  Länge  ist  un  Bilde  des  Stieres,  weshalb  V^  zur  dritten 
Länge  addirt  wird,  nämlich  2"*  18'  und  man  erhiüt  die  vierte 
Länge  13*  46';  nun  nimmt  man  */3  der  ersten  Breite  und  erhält 
die  Ortshöhe  2**  35',  welche,  da  die  Breite  eine  südliche  ist,  von 
der  vierten  Länge  abgezogen  wird,  und  es  bleiben  11"*  11'  and 
das  ist  der  Oesichtsbogen  für  diese  Nacht.  In  dieser  Weise  kann 
man  den  Oesichtsbogen  in  Graden  und  Minuten  für  jede  Nacht 
der  Erscheinung  berechnen. 

15.  Hat  man  den  Gesichtsbogen  herausgebracht,  beobachtet 
man  die  Grade  des  Bogens.  Betragen  sie  9"*  oder  weniger,  dann 
konnte  der  Mond  in  ganz  Palästina  nicht  gesehen  werden.  Ist  der 
Gesichtsbogen  grösser  als  14"",  dann  musste  er  in  ganz  Palästina 
gesehen  worden  sein. 

16.  Befindet  sich  der  Gesichtsbogen  zwischen  dem  Anfang 
des  10.  "*  und  dem  Ende  des  14."",  vergleicht  man  den  Gesichts- 
bogen mit  der  ersten  Länge  und  erkennt  aus  den  Enden,  ob  er 
gesehen  wurde  oder  nicht.  Diese  heissen  Gesichtsenden. 

17.  Die  Gesichtsenden  verhalten  sich  folgendermassen:  Ist 
der  Gesichtsbogen  grösser  als  9**  bis  10"*  oder  etwas  grössier  als 
10**,  und  die  erste  Länge  macht  13**  oder  mehr,  wurde  der  Mond 
gewiss  gesehen.  Ist  aber  entweder  der  Bogen  von  der  angege- 
benen Grösse  und  die  Länge  kleiner  oder  umgekehrt,  dann 
wurde  er  nicht  gesehen. 

18.  Ist  der  Gesichtsbogen  mehr  als  10**  bis  zu  Ende  des 
11**.  oder  etwas  grösser  als  11  "^  und  die  erste  Länge  beträgt  12** 
oder  mehr,  wurde  der  Mond  gesehen;  ist  der  Bogen  von  der 
erwähnten  Grösse  und  die  Länge  kleiner  oder  umgekehrt,  wurde 
er  nicht  gesehen. 
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19.  Ist  der  Gesichtsbogen  grösser  als  11^  bis  zu  Ende  des 
12.**  oder  etwas  grösser  als  12*  und  die  erste  Länge  beträgt  11* 
-oder  darüber,  wurde  der  Mond  gewiss  gesehen;  ist  der  Bogen  wie 
oben  gesagt  und  die  Länge  kleiner  oder  umgekehrt,  wurde  er 
nicht  gesehen. 

20.  Ist  der  Gesichtsbogen  grösser  als  12**  bis  zu  Ende  des 
13.**  oder  etwas  über  13**  und  die  erste  Länge  beträgt  10**  oder 
mehr,  wurde  der  Mond  gewiss  gesehen ;  ist  aber  der  Bogen  wie 
«ben  angegeben  und  die  Länge  kleiner  oder  umgekehrt,  wurde 
er  nicht  gesehen. 

21.  Ist  der  Gesichtsbogen  grösser  als  13**  bis  zu  Ende  des 
14.**  oder  etwas  Ober  14**  und  beträgt  die  erste  Länge  9**  oder 
mehr,  wurde  der  Mond  gewiss  gesehen ;  ist  aber  der  Bogen  von 
4er  erwähnten  Grösse  und  die  Länge  kleiner  oder  umgekehrt, 
dann  wurde  er  nicht  gesehen.  Und  dies  ist  das  ganze  Ver- 
fahren. 

22.  Wollen  wir  z.  B.  beobachten  den  Gesichtsbogen  der 
Nacht  auf  den  Freitag  des  2.  Ijar  des  Ausgangsjahres,  so  erhiel- 
ten wir  durch  Rechnung  den  Gesichtsbogen  11**  11',  wie  be- 
kannt; da  also  der  Gesichtsbogen  zwischen  10**  und  14**  lag, 
vergleichen  wir  ihn  mit  der  ersten  Länge  und  diese  betrug  da- 
mals 11®  27';  da  also  der  Gesichtsbogen  mehr  als  11**  und  die 
erste  Länge  mehr  als  11**  betrug,  wurde  der  Mond  gewiss  ge- 
sehen, wie  aus  der  Bestimmung  der  Gesichtsenden  erhellt.  So 
vergleicht  man  jeden  Bogen  mit  seiner  ersten  Länge. 

23.  Aus  diesem  Verfahren  ersieht  man,  wie  viel  Eechnun- 
^en  es  da  gibt,  wie  viel  Additionen  und  Subtractionen,  nachdem 
-wir  uns  Mühe  genommen  bekannte  Verfahren  zu  finden,  deren 
Rechnung  keine  grosse  Schwierigkeit  macht;  denn  der  Mond 
macht  grosse  Krümmungen  in  seinen  Bahnen,  weshalb  die  Wei- 
sen von  ihm  sagten:  „Die  Sonne  triffi  ihre  Bahn,  der  Mond  aber 
nicht.  *^ 

24.  Auch  sagten  die  Weisen:  manchmal  beschreibt  er  eine 
lange,  manchmal  eme  kurze  Bahn,  wie  man  aus  der  Berechnung 
Bieht,  dass  man  manchmal  addiren  und  manchmal  subtrahiren 
muss,  um  den  Gesichtsbogen,  der  bald  grösser  bald  kleiner  ist, 
2U  erhalten. 

31* 
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25.  Die  Ursache,  warum  bei  diesen  Berechnimgen  dies  ad- 
dirt  und  jenes  snbtrahirt,  und  die  Art,  wie  Alles  berechnet  wird 
nnd  die  Beweise  gibt  die  Wissenschaft  der  Kalenderberechnong 
und  der  Geometrie,  worttber  die  Griechen  viele  Bücher  geschrie- 
ben, die  viele  unserer  Gelehrten  noch  jetzt  besitzen.  Die  Bttcher 
nämlich,  die  von  den  Weisen  Israels  zur  Zeit  der  Propheten  im 
Stamme  Isachar  geschrieben  wurden,  haben  sich  bis  auf  unsere 
Zeit  nfcht  erhalten.  Diese  Angaben  sind  aber  durch  sehr  genaue 
Beweise  erhärtet,  auch  ist  kein  Fehler  darin  und  sie  können  von 
Niemand  beanstandet  werden,  darum  liegt  gar  nichts  daran,  ob 
sie  Propheten  oder  Heiden  geschrieben  haben;  denn  bei  einer 
jeden  Sache,  deren  Grund  offen  liegt  und  deren  Wahrheit  durch 
Beweise  gesichert  ist,  so  dass  kein  Fehler  darin  sich  findet,  ver- 
lassen wir  uns  auf  den  Mann,  der  die  Sache  gesagt  oder  gelehrt, 
doch  nur  kraft  des  Beweises,  der  offenkundig,  und  kraft  des 
Grundes,  der  bekannt  ist. 
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Über  die  Axenbestimmimg  von  Central-Frojectionen  der  Flächen 
zweiten  Grades. 

Von  Carl  Pelz, 

Assistenten  der  descriptioen  u.  n€ueren  Geometrie  am  deutsehen  Polyteehnieum  in  Prag. 

(Mit  1  T«f«l.) 

1.  Unter  den  mir  bekannten  Werken  und  Abhandlangen^  die 
sich  auf  Central-Projection  beziehen,  ist  es  namentlich  die  Freie 
Perspective  der  Herren  Peschka  und  Koutny,  welche  auch 
die  Projectionen  von  Flächen  zweiten  Grades  ausführlicher  be- 
handelt, und  die  Eigenschaft,  dass  die  Con teuren  solcher  Flä- 
chen Curven  zweiten  Grades  sind,  benutzend,  die  Bestimmungs- 
stttcke  der  letzteren  durch  einfache  Constructionen  zu  erreichen 
sucht.  Es  werden  in  dem  erwähnten  Werke  namentlich  für  den 
am  meisten  Anwendung  findenden  Fall ,  dass  die  Rotationsaxe 
der  bezüglichen  Fläche  zur  Bildebene  parallel  ist ,  immer  con- 
jugirte  Diameter  der  entsprechenden  Contourcurve  ermittelt  \ 
und  aus  denselben  letztere  selbst  construirt.  Senkrechte  Axen 
lassen  sich  bekanntlich  aus  conjugirten  Diametem  leicht  be- 
stimmen ,  und  ist  auch  die  Construction  der  zuletzt  genannten 
Diameter  einfach  genug,  so  kann  die  Aufgabe,  senkrechte  Axen 
der  Central-Projection  einer  Fläche  zweiten  Grades  zu  con- 
struiron,  als  gelöst  betrachtet  werden,  was  flir  praktische 
Zwecke  auch  hinreichend  sein  mag.  Vom  theoretischen  Stand- 
punkte jedoch  betrachtet,  scheint  mir  eine  Construction  senk- 


^  Auch  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  N lern tschik:  Direote 
Constructionen  der  Contouren  von  Rotationsflächen  etc.  (siehe  Sitzungsb. 
der  mathem.-naturw.  Ol.  der  kais,  Akad.  d.  Wissensoh.  LIL  Bd.)  werden 
die  Flächen  zweiten  Grades  separat  behandelt,  aber  die  dort  gelieferte 
Construction  der  conjugirten  Diameter  (siehe  Fig.  25,  25  b)  ist  complicirt 
und  unserer  Ansicht  nach  nicht  allgemein  durchführbar. 
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rechter  Axen  von  Central-Projectionen  der  Flächen  zweitenr 
Grades,  die  von  einer  Bestimmnng  zweier  conjugirten  Diameter 
unabhängig  wäre,  wichtig  genng,  um  anf  eine  Lösung  dieser 
Aufgabe  hinzuweisen,  welche,  da  sie  einfacher  sein  dürfte  als 
jene ,  welche  bisher  blos  für  conjugirte  Diameter  geliefert 
wurde,  der  letzteren  vorzuziehen  wäre,  und  daher  auch  dort 
nützlich  verwendbar  ist,  wo  es  sich  um  die  Central-Projection 
einer  Fläche  zweiten  Grades  selbst  handelt. 

Nebenbei  erlaube  ich  mir  die  Bemerkung,  dass  die  Lösung^ 
derselben  Aufgabe  speciell  für  die  Central-Projection  der 
Eegelschnittslinien  ^  und  namentlich  des  Kreises  *  bereits  gege- 
ben wurde,  für  die  Central-Projection  der  Flächen  zweiten  Gra- 
des aber  hat  man  eine  solche  bisher  weder  geführt  noch  ver- 
sucht. 

2.  Je  zwei  conjugirte  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Schaar 
confocaler  Kegelschnitte  stehen  wie  bekannt  auf  einander  senk- 
recht, und  construirt  man  von  irgend  einem  Punkte  p  die  Polar- 
curve  (umhüllende  Curve  aller  Polaren  von  p)  in  Bezug  auf  die 
Schaar,  so  ist  diese,  weil  sie  die  unendlich  ferne  Gerade  (al& 
Seite  des  gemeinschaftlichen  Tripels)  berühren  muss,  eine  Para- 
bel« n,  welche  auch  die  Axen  A  und  B  der  Schaar  (als  die 
übrigen  zwei  Seiten  des  gemeinschaftlichen  Tripels)  und  die 
beiden  durch  p  gehenden  in  Bezug  auf  die  Schaar  conjugirten 
Geraden  H  und  H'  berührt.  Zu  dieser  Parabel  können  wir  auch 
auf  folgende  Art  gelangen. 

Dreht  sich  nämlich  (siehe  Fig.  1)  die  Gerade  {G)  um  den 
festen  Punkt;?,  und  construiren  wir  den  Pol  {g)  von  (G)  in  Be- 
zug auf  irgend  einen  Kegelschnitt  S  der  Schaar,  deren  Brenn- 
punkte f  und  f  und  deren  Mittelpunkt  m  ist ,  so  beschreibt 
bekanntlich  {g)  die  gerade  Polare  P  von  p  und  die  von  {g)  zu 
der  entsprechenden  (G)  gefällten  Perpendikel  ((?')  hüllen  eben- 
falls unsere  Parabel  11  ein.  In  der  That  sind  (G)  und  (C)  con- 


1  Siehe  Peschka,  Koutny,  Freie  Perspective,  p.  231. 

s  Poudra,  Nouvelles  Annalee.  1855.  —  Schlömilch:  Schlö- 
milch's  Zeitschrift  fÜrMathematikn.  Physik.  1856.  — Morst  ad  t:  Über 
die  directe  Bestimmung  der  Axen  von  Ereisbildem.  Sitzungsber.  d.  kais. 
Akad.  d.  Wissensch.  II.  Abth.  LVI.  Bd. 

3  Siehe  z.B.  StandigPs  Lehrbuch  d.  neueren  Geometrie,  p.  211. 
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jagirte  Geraden  in  Bezug  anf  S,  nnd  da  diese  Geraden  anf  ein- 
ander senkrecht  stehen  ^  so  sind  sie  nach  dem  znerst  angeführ- 
ten Satze  in  Bezng  anf  die  ganze  Schaar  coiyngirt.  Wie  schon 
erwähnt,  werden  auch  die  Axen  A  und  B  von  S,  und  die  durch 
p  gehenden  conjugirten  Geraden  J?'und  J?'  *  der  Schaar  von  n 
berührt,  und  da  die  Axen  A  und  B  und  die  Geraden  Hy  H'  auf 
einander  respective  senkrecht  stehen,  so  erkennt  man  sofort, 
dass  die  Gerade  mp  die  Leitlinie  von  n  ist,  und  dass  wir,  um 
den  Brennpunkt  n  von  11  zu  erhalten,  nur  den  Pol  von  mp  in 
Bezug  auf  n  zu  ermitteln  haben,  der  sich  als  deijenige  Diago- 
nalpunkt des  der  Parabel  umgeschriebenen  vollständigen  Vier- 
peits  Ay  B,  H,  H'  ergibt,  welcher  der  Diagonale  mp  gegen- 
ttber  liegt. 

Nicht  nur  jeder  beliebige  Kegelschnitt  2  der  Schaar  liefert 
uns  für  den  Punkt  p  auf  die  eben  angeführte  Art  dieselbe  Para- 
bel n,  sondern  diese  bleibt  ungeändert  für  alle  Kegelschnitte 
2',  welche  irgend  einen  der  Schaar  derart  doppelt  berühren, 
dass  die  Berührungssehne  die  Polare  des  Punktes  p  ist.  Denn 
es  bleiben  erstens  die  Winkelhalbirenden  H  und  H'  dieselben, 
und  nebstdem  auch  die  Normalen  N  und  N'  in  den  Berührungs- 
punkten ß  und  /3',  welche  der  angeführten  Erzeugungsart  zu- 
folge Tangenten  von  II  sind ,  und  eine  Parabel  ist  durch  vier 
Tangenten  vollkommen  bestimmt.  Ein  solcher  Kegelschnitt  £', 
welcher  einen  bestimmten  Kegelschnitt  S  der  Schaar  derart 
doppelt  berührt ,  dass  die  Berührungssehne  Polare  von  p  ist, 
wird  aber  vollständig  bestimmt  sein,  sobald  wir  seinen  auf  mp 
liegenden  Mittelpunkt  m'  angeben.  Die  Axen  von  S'  müssen 
nach  dem  Angeführten  Tangenten  von  II  sein,  und  da  m'  auf  der 
Directrix  liegt,  so  ergeben  sich  dieselben  als  die  Halbirenden 
des  Winkels  pm'n.  Um  die  Brennpunkte  von  2'  zu  erhalten, 
brauchen  wir  nur  zu  erwägen,  dass  der  dem,  von  den  Geraden 
£,  Hy  H'  gebildeten  Dreiseit  umgeschriebene  Kreis  K  auch 
durch  die  Brennpunkte  /,  /'  von  2  und  nebenbei,  da  IT,  H'  und 
B  Tangenten  von  n  sind,  auch  durch  den  Brennpunkt  k  gehen 
muss,  und  dass  diese  Eigenschaft  für  alle  Kegelschnitte, 
welche  auf  die  angegebene  Art  mit  p  dieselbe  Parabel  11 


1  Die  sich  als  Halbirende  des  Winkels  fpf  ergeben. 
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bestimmen,  ebenfalls  seine  Geltung  hat.  Um  z.  B.  daher  die 
Brennpunkte  von  2'  (siehe  Fig.  1)  zu  erhalten,  legen  wir  durch 
p  und  K  einen  Kreis  K'  derart,  dass  sein  Mittelpunkt  |ul  auf  der 
Nebenaxe  von  2'  liegt,  während  er  die  Hauptaxe  in  den  Brenn- 
punkten F  und  F'  schneidet.  Daraus  ergibt  sich  nebenbei  be- 
merkt der  Satz:  Concentrische  Kegelschnitte,  welche  eine 
Schaar  confocaler  Kegelschnitte  derart  doppelt  berühren,  dass 
die  Bertthrungssehnen  Polaren  eines  festen  Punktes  p  sind, 
haben  dieselben  Axen  und  sind  ebenfalls  confocal,  und  das 
namentlich  für  unsere  Untersuchung  wichtige  Resultat:  Die 
Axen  von  Kegelschnitten,  welche  einen  gemeinschaftlichen  dop- 
pelten Contact  haben,  hüllen  eine  Parabel  11  ein.    . 

3.  Wir  wollen  nun  im  Nachfolgenden  die  gewonnenen  Er- 
gebnisse zur  Lösung  unserer  Aufgabe  verwerthen. 

Es  seien  (siehe  Fig.  2)  a«,  bb  die  Axen,  fund  f  die  Brenn- 
punkte einer  in  der  Bildebene  liegenden  Ellipse  2,  es  soll  die 
Central-Projection  2'  des  durch  die  Rotation  von  S  um  oa  als 
Axe  entstandenen  Ellipsoids,  und  zwar  durch  directe  Bestim- 
mung der  Arten  von  2'  construirt  werden,  wenn  in  C  der  Haupt- 
punkt und  durch  C'\--\  die  halbe  Distanz  gegeben  ist. 

Wenn  wir  beachten,  dass  die  gesuchte  Contourcurve  2'  von 
2  doppelt  berührt  wird,  und  zwar  derart,  dass  die  Berührungs- 
sehne die  Polare  des  Punktes  C  ist ,  so  sehen  wir ,  dass  uns 
dadurch  unmittelbar  vier  Bestinmiungsstücke  von  2'  gegeben 
sind,  und  dass  die  Axen  von  2'  nach  dem  früher  Ent- 
wickelten Tangenten  einer  Parabel  n  sind,  welche 
die  Axen  aa,  bb  von  2  und  die  Halbirenden  /T,  H'  des 
Winkels  fC'f  zu  Tangenten  hat.  Unsere  Contourcurve  2'  ist 
also  voUkonunen  bestimmt,  sobald  wir  ihren  Mittelpunkt  angeben. 
Dieser  ist  aber  die  Central-Projection  des  Poles  der  Fläche  für 
die  Verschwindungs-Ebene  *  als  Polar-Ebene,  und  wir  finden 
denselben ,  indem  wir  die  Endpunkte  c,  &  des  zur  Bildebene 
senkrechten  Durchmessers  der  Fläche  central  projiciren,   und 


^  Die  Verschwindungs-Ebene,  von  einigen  Autoren  auch  Central- 
Distanz-  oder  Grenz-Ebene  genannt ,  ist  die  durch  das  Projections-Cen- 
trum  ö  paraUel  der  BUdebene  gelegte  Ebene. 
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die  von  den  Central-Projectionen  7,  7'  begrenzte  Strecke  in  m!  * 
halbiren.  Die  von  m'  an  die  Parabel  n  gezogenen  Tangenten, 
welche,  da  w!  ans  bekannten  Gründen  auf  der  Leitlinie  von  n 
liegt,  auf  einander  senkrecht  stehen,  sind  die  Axen  von  2'.  Um 
diese  einfach  zu  ermitteln,  construiren  wir  zunächst  den  Brenn- 
punkt K  von  n.  Wir  finden  denselben  als  Schnittpunkt  der  bei- 
den nebst  mC  vorhandenen  Diagonalen  des  vollständigen  Vier- 
seits  a«,  *ä,  JST,  ü'.  Weil  jedoch  in  unserer  Figur  der  Schnitt- 
punkt von  aa  und  R'  ausserhalb  der  Figurgrenze  fällt,  so  wol- 
len wir  von  dem  Umstände  Gebrauch  machen,  dass  wegen  der 
Bechtwinkligkeit  der  Geraden  aa,  bh  und  IT,  H'  auch  die  zwei 
erwähnten  Diagonalen  des  Vierseits  aa,  bh  und  H^  ü'  auf  einan- 
der senkrecht  stehen,  und  fällen,  um  k  zu  erhalten,  vom  Schnitt- 
punkt der  Geraden  E  und  bb  auf  die  Diagonale,  welche  die 
Punkte  {H'y  bb)  und  (if,  aa)  verbindet,  eine  Senkrechte.  Nebenbei 
erwähnt,  sind,  wie  aus  harmonischen  Eigenschaften  des  vollstän- 
digen Vierseits  hinlänglich  bekannt  ist,  die  Strahlen  pniy  pn,  H 
und  H'  (siehe  Fig.  1)  vier  harmonische  Strahlen ,  und  da  H 
senkrecht  steht  auf  H\  so  müssen  letztere  die  von  pm  und  pK 
respective  gebildeten  Winkel  halbiren.  Aus  demselben  Grunde 
ist  auch  der  Winkel  pmf=^  dem  Winkel  f'miz.  Diese  Relationen 
kann  man  ebenfalls  zur  Bestimmung  von  iz  benutzen. 

Die  Halbirenden  des  Winkels  nm'C  (siehe  Fig.  2)  geben 
uns  die  Axen  von  £'.  Um  die  Brennpunkte  des  Contourkegel- 
schnittes  zu  erhalten,  beschreiben  wir  einen  Kreis  K,  der  durch 
C  und  n  geht,  dessen  Mittelpunkt  fx  auf  der  einen  Axe  von  £' 
liegt,  während  er  die  andere  in  den  gesuchten  Brennpunkten 
Fj  F'  schneidet.  Berühren  sich  2  und  2'  in  reellen  Punkten  ß,  /3', 
d.  h.  lassen  sich  von  C  zwei  reelle  Tangenten  T  und  T'  an 
S  ziehen,  so  sind  diese  und  ihre  Berührungspunkte  /3  j3'  zugleich 
Tangenten  und  Berührungspunkte  von  2'  und  dadurch  ist  also  2' 
mehr  als  vollständig  bestimmt. 


1  Im  Texte  bezeichoen  wir  immer  den  Mittelpunkt  der  Fläche  mit 
m,  uod  jenen  der  Contour  V  mit  m'\  in  der  Figurentafel  haben  wir  aber 
diese  Buchstaben  zu  den  Punicten  nicht  gestellt,  um  die  Figuren  nicht 
undeutlich  zu  machen. 
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Wenn  jedoch  die  beiden  von  C  gehenden  Tangenten  ima- 
ginär sind,  80  können  wir  die  Endpunkte  eines,  und  zwar  am 
einfachsten  des  mit  n^C  zusanunenfallenden  Diameters  von  S' 
bestimmen.  Denken  wir  uns  den  Schnittpunkt  von  m'C  und  der 
Polaren  P*  von  C  (in  Bezug  auf  2)  mit  j,  und  die  beiden  ge- 
suchten Endpunkte  mit  ;?,  f'  bezeichnet,  so  sind  bekanntlich 
V^P'y  ^y  ^'  ^^^  harmonische  Punkte,  und  daher:  m'q.in'0=m'p^f 
was  uns  die  bekannte  in  der  Figur  durchgeführte  Construction 
von  m'p  liefert.  Die  Tangente  im  Punkte  p  ist  parallel  zu  P,  und 
der  Pusspunkt  «,  der  z.  B.  von  F  zu  dieser  Tangente  gefüllten 
Senkrechten,  mit  m'  verbunden,  gibt  uns  die  Länge  der  grossen 
Axe  von  2'. 

4.  In  Fig.  3  ist  durch  die  Asymptoten  A,  A  und  die  Brenn- 
punkte /•,  f  eine  in  der  Tafel  liegende  Hyperbel  S  bestimmt, 
man  soll  die  Central-Projection  des  durch  Rotation  von  2  um 
die  imaginäre  Axe  entstandene  einfache  Hyperboloids,  und  zwar 
durch  directe  Bestimmung  der  Axen  construiren,  wenn  durch  C 


der  Hauptpunkt  und  durch  C'\^\  die  halbe  Distanz  gegeben  ist. 

Die  Construction  ist  von  der  vorhergehenden  fast  gar  nicht  ver- 
schieden. Mit  Benützung  der  Winkelhalbirenden  /T,  H'  und  der 
beiden  Axen  von  2  wurde  auch  hier  der  Parabel-Brennpunkt  tz  in 
bekannter  Weise  ermittelt,  dieser  mit  dem  Mittelpunkt  w',  der 
sich  wieder  als  der  Halbirungspunkt  der  Central-Projectionen  7, 
7',  der  Endpunkte  des  zur  Tafel  senkrechten  Durchmessers  er- 
gab, verbunden,  die  Halbirungslinien  des  Winkels  nm!C'  eon- 
struirt ,  welche  uns  die  Axen  von  2'  geben.  Legen  wir  weiter 
durch  ?r  und  C  einen  Kreis  JT,  dessen  Mittelpunkt  fx  auf  der  ima- 
ginären Axe  von  2'  liegt,  so  schneidet  dieser  die  reelle  Axe  in 
den  Brennpunkten  F  und  F*  von  2'.  Um  die  Endpunkte  der  reel- 
len Axe  von  2'  zu  bestimmen,  können  wir  ebenso  verfahren  wie 
in  Fig.  2,  nämlich  mit  Hilfe  der  Polaren  P  die  Endpunkte  des 
mit  m'C  zusammenfallenden  Diameters  von  2'  bestimmen.  Da 


1  Diese  Polare  kann,  wie  bekannt,  selbst  dann  einfach  constmirt 
werden,  wenn  2  nicht  gezeichnet  vorliegt;  denken  wir  uns  z.  B.  von  C 
eine  Normale  zu  hb  gezogen,  so  bestimmt  deren  Fusspunkt  mit  dem  Schnitt- 
punkt von  P  mit  bh  und  den  Punkten  3,  h  vier  harmonische  Punkte.  Das- 
selbe gilt  von  aa  und  dem  Fusspunkt  des  von  C  etc. 
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aber  die  vorliegende  Fläche  eine  Regelfläche  igt,  und  die  Cen- 
tral-Projection  einer  jeden  Mantellinie  Tangente  von  2'  sein 
mus8  j  80  können  wir  hier  von  dieser  Eigenschaft  Gebrauch 
machen.  « 

Unter  den  Erzeugenden  der  Fläche  lassen  sich  namentlich 
die  Central-Projectionen  derjenigen  einfach  construiren,  welche 
durch  die  Endpunkte  cc'  des  zur  Bildebene  senkrechten  Durch- 
messers der  Fläche  gehen.  Denn  diese  sind  bekanntlich  zur 
Bildebene  und  zu  den  Asymptoten  von  2  parallel.  Daraus  ergibt 
sich  aber  sofort,  dass,  wenn  wir  z.  B.  durch  7  eine  Parallele  zu 
A  ziehen,  diese  eine  Tangente  von  S'  sein  muss.  Fällen  wir 
daher  von  F  eine  Normale  auf  diese  Tangente,  so  gibt  uns  der 
Fusspunkt  dieser  "Normalen  mit  m'  verbunden  eine  Gerade ,  die 
der  reellen  Axe  von  2'  gleich  ist.  Dadurch  ist  also  2'  ebenfalls 
vollständig  bestimmt. 

In  unserer  Figur  haben  wir  die  Fläche  durch  zwei  vom  Mit- 
telpunkte m  des  Hyperboloids  gleich  weit  entfernte  Parallel- 
kreise JTp  K^  begrenzt ,  deren  Mittelpunkte  0  und  &  sind.  Da 
die  Meridian-Hyperbel  2  nicht  gezeichnet  vorliegt,  so  wurde  zu- 
erst der  Badius  dieser  Kreise  bestimmt,  in  dem  wir  die  Schnitt- 
punkte der  z.  B.  durch  0  parallel  zur  reellen  Axe  von  2  gezoge- 
nen Geraden  mit  2  auf  die  bekannte  Art  construirt  haben  ^  Die 
Bestimmung  der  Central-Projection  der  beiden  Kreise  K^  und  K^ 
unterliegt  weiter  keiner  Schwierigkeit. 

Wir  wollen  nur  noch  kurz  der  Construction  Erwähnung 
thun ,  welche  uns  zur  Bestimmung  der  Contactpunkte  dieser 
Centralprojectionen  mit  2'  ftthrt.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken 
wir,  dass  dies  die  Perspectiven  derjenigen  zwei  Punkte  des  be- 
züglichen Kreises  sind ,  in  welchen  derselbe  von  der  Polarebene 
S  des  Projections-Centrums  C  in  Bezug  auf  die  Fläche  geschnit- 
ten wird.  Um  diese  Punkte  einfach  zu  bestimmen ,  wollen  wir 
daraufhinweisen,  dass  die  Schnittlinie  der  Ebene  S  mit  irgend 
einer  horizontalen  Ebene  senkrecht  steht  auf  der  Schnittlinie  der- 
selben horizontalen  Ebene  und  der  Ebene  £,  welche  man  durch 


1  Siehe  z.  B.  Herrn  Prof.  Niemtschik's  Neue  Constractiouen  der 
auf  ebenen  und  krummen  Flächen  erscheinenden  Reflexe.  Sitzungsb.  d. 
)«ii8.  Akad.  d.  Wissensch.  mathem.-naturw.  Cl.  Bd.  LIII,  Fig.  62. 
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die  Rotations- Axe  der  Fläche  und  das  Projections-Centrum  C 
legen  kann.  Die  Richtung  der  letzteren  Schnittlinie  können  wir 
aber  einfach  bestimmen.  Wir  brauchen  blos,  wenn  z.  B.  mit  der 
halben  Distanz  gearbeitet  wird,  die  Entfernung  des  Hauptpunk- 
tes C  von  der  Rotationsaxe  der  Fläche  in  h  zu  halbiren^  und  h 

mit  f  _j  zu  verbinden.  Da  wir  aber  die  Bildflächen -Trace  der 

Ebene  S  kennen,  denn  diese  ist  die  Polare  P  des  Punktes  C  in 
Bezug  auf  2,  so  föUen  wir,  um  z.  B.  die  beiden  im  Kreise  K^ 
liegenden  Punkte  von  S  zu  bestimmen ,  vom  Punkte  q'j  in  wel- 
chem der  zur  Bildebene  parallele  Durchmesser  des  Kreises  JT, 

von  P  geschnitten  wird,  eine  Normale  zu  A(ö)>  welche  K^  in  den 

Punkten  III  und  IV  schneidet,  deren  Central-Projectionen  in, 
IV'  uns  die  gesuchten  Contactpunkte  liefern.  Die  Tangenten  in 
den  Punkten  HP,  IV^'  sind  Projectionen  von  Tangenten  des  Krei- 
ses K^  in  den  entsprechenden  Punkten  III  und  IV  ^  Ebenso  er- 
halten wir  die  beiden  Punkte  I',  11',  in  denen  die  Central-Pro- 
jection  von  AT,  2'  berührt.  Dass  die  Geraden  P,  IP  und  lU',  IV' 
die  Horizontlinie  in  demselben  Punkte  treffen  müssen ,  in  dem 
letztere  von  der  Fluchtlinie  der  Ebene  S  geschnitten  wird ,  ist 
bekannt. 

5.  In  Fig.  4  haben  wir  schliesslich  eine  vollständige  Dar- 
stellung der  Central-Projection  eines  zweifachen  Hyperboloids, 
nach  der  auseinandergesetzten  Methode  gegeben ,  und  zwar 
hauptsächlich  aus  dem  Grunde ,  weil  dieselbe  gewöhnlich  in 
den  diesen  Gegenstand  betreffenden  Arbeiten  übergangen  wird. 
Die  in  der  Bildebene  liegende  Meridian-Hyperbel  2  ist  durch 
die  Asymptoten  A,  A  und  die  Brennpunkte  /*,  f  bestimmt; 

in  C  ist  der  Hauptpunkt  und  durch  C  (^j   die  halbe  Distanz 

gegeben.  Die  Construction  unterscheidet  sich  von  den  vorher- 
gehenden nur  durch  die  Bestinmiung  des  Mittelpunktes  m' 
der  Contourcurve  2'.   Wir  haben  bereits  früher  gesagt,  dass 


1  Dadurch  haben  wir  zugleich  eine  Construction  von  2'  aus  Punk- 
ten und  Tangenten  kennen  gelernt,  welche  einfacher  sein  dürfte,  als  alle 
für  diesen  Zweck  bisher  gelieferten. 
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dieser  Mittelpunkt  die  Central-Projection  des  Poles  der  Fläche 
in  Bezug  anf  die  Yersehwindnügsebene  als  Polarebene  ist. 
Denken  wir  uns  daher  durch  die  Rotationsaxe  der  Fläche 
eine  senkrechte  Ebene  zur  Bildebene  gelegt,  so  schneidet  diese 
unsere  Fläche  nach  einer  Meridian-Hyperbel  iT,  und  construiren 
wir  in  einem  der  beiden  Punkte,  in  welcher^  von  der  Verschwin- 
dungsebene  F  geschnitten  wird,  eine  Tangente  an  iT,  so  trifft 
diese  den  zur  Bildebene  senkrechten  Durchmesser  D  der  Fläche 
im  Punkte  v ,  dessen  Central-Projection  der  Mittelpunkt  m'  ist. 
Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  D  und  Fmit  d,  und  ist  m 
der  Mittelpunkt  von  2,  so  gilt  bekanntlich  die  Relation  — md. 
mv=zD^y  und  wenn  wir  die  Strecke  mv  um  ihre  eigene  Länge 
ttber  m  aus  bis  mv'  verlängern,  so  wird:  md.mv'=D^y  d.  h.  d,  v' 
und  die  beiden  Endpunkte  des  imaginären  Durchmessers  D  sind 
vier  harmonische  Punkte.  Projiciren  wir  daher  die  Endpunkte 
von  D  central  nach  7  und  7',  so  gibt  uns  der  Halbirungspunkt 
dieser  Strecke  die  Projection  von  t?',  und  der  ihm  zugeordnete 
harmonische  Punkt  in  Bezug  auf  m,  C  muss  offenbar  die  Cen- 
tral-Projection von  Vy  d.  h.  der  gesuchte  Mittelpunkt  m'  von  2' 
sein.  Wird  der  Punkt  m'  mit  dem  in  bekannter  Weise  construir- 
ten  Parabelbrennpunkt  n  verbunden  und  die  Halbirnngslinien 
des  Winkels  Ttm'C  gezeichnet ,  so  sind  diese  die  Axen  von  T 
während  der  durch  n  und  C  gehende  Kreis  Ky  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  imaginären  Axe  von  2'  liegt,  die  reelle  Axe  in  den 
Brennpunkten  F,  F'  schneidet.  Lassen  sich  von  C  keine  reellen 
Tangenten  an  2  ziehen ,  so  construiren  wir  auf  folgende  Art  die 
imaginäre  Axe  von  2'.  Bezeichnet  q  den  Schnittpunkt  der  Gera- 
den m'C  mit  der  Polaren  P  von  C  in  Bezug  auf  2,  so  kann  die 
absolute  Länge  des  mit  m'C  zusammenfallenden  imaginären  Dia- 
meters pp'  von  2'  aus  der  Relation  m'q.fn'C'=fn'p^  bestimmt 
werden.  Die  durch  p  und  p'  parallel  zu  P  gezogenen  Geraden 
sind  Tangenten  der  zu  2'  conjugirten  Hyperbel  ^  Diese  hat  be- 
kanntlich die  reelle  (imaginäre)  Axe  von  2'  beziehungsweise  zur 
imaginären  (reellen)  Axe ,  und  wir  erhalten  daher  ihre  Brenn- 
punkte fy  f ',  wenn  wir  auf  die  imaginäre  Axe  von  2'  die  Excen- 
tricität  m'F=m'f  abtragen.  Fällen  wir  weiter  von  <p  eine  Senk- 


1  Stand! gTs  Neuere  Geometrie,  p.  170. 
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rechte  auf  die  durch  p  parallel  zu  P  gezogene  Gerade ,  so  gibt 
uns  der  Fusspunkt  der  letzteren  mit  m'  verbunden  die  Länge  der 
reellen  Axe  der  conjugirten  Hyperbel,  da}ier  die  imaginäre  Axe 
von  2'. 

6.  Dass  man  die  Idee,  welche  dieser  kleinen  Mittheilung  zu 
Grunde  liegt,  auch  anderweitig  sehr  vortheilhaft,  z.  B.  zur  Be- 
stimmung senkrechter  Axen  von  Central-Projectionen  der  Kegel- 
schnittslinien, selbst  wenn  nur  ein  aliquoter  Theil  der  Distanz  zu 
Gebote  steht,  verwerthen  kann,  wird  jeder  Sachkundige  sofort 
erkennen.  Ich  bemerke  nur  noch,  dass  die  Constructionen  der 
Axen  von  Central-Projectionen  beliebiger  Flächen  zweiten  Gra- 
des bei  beliebiger  Neigung  ihrer  Axen  zur  Bildebene  beinahe 
dieselben  sind ,  wie  die  hier  durchgeführten :  Ist  2  der  Diame- 
tralschnitt, in  welchem  die  Fläche  von  der  Bildebene  geschnitten 
wird  *,  so  unterscheiden  sich  die  Constructionen  nur  dadurch, 
dass  jetzt  an  die  Stelle  des  Hauptpunktes  C  der  Fluchtpunkt 
desjenigen  Diameters  der  Fläche  eintritt,  welcher  der  Bildebene 
conjugirt  ist. 


^  Den  Mittelpunkt  der  Fläche  kann  man  bekanntlich  immer  in  der 
Bildebene  liegend  annehmen. 
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